(2. Calculs analytiques

Généralités

Exercice 2.1 Donner, sans calcul, I’allure des courbes représentatives des fonctions suivantes :

a) x— 1+4sin(2x) ¢) x— —In(1+x)
T
b) x»—>2005<x—§) d) x—1—v1T—x

Exercice 2.2 Déterminer la parité et la périodicité des fonctions suivantes :

a) x> sin’ (x) cos(2x) b) x+— 2sin> —|—3sin§ ¢) x> (1) sin(zx)

[Vx =Y <Clx—yl.

b) Existe-t-il une constante C telle que I’'inégalité précédente soit valable pour tous x,y € R, ?
|

Exercice 2.4 Montrer, sans aucun calcul de dérivée, que les fonctions suivantes sont des
bijections de R sur leur image (que I’on déterminera). Expliciter leur réciproque.

| Exercice 2.3 a) Soit a > 0. Déterminer une constante C telle que, pour tous x,y € [a;+oo[,
‘a) x—=V1+e? b) ey X ¢) x—In(x+vVx2+1)
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1
| Exercice 2.5 Déterminer inf ({xj + LJ) .
x

Limites et continuité
Exercice 2.6 1. Déterminer les limites en +oo des fonctions suivantes :

1 x% +sinx
a)x%x\‘xJ C) Xl—)m
Lx] o
b) x+— < d) x—Vx2+x —vVx2—x

2. Déterminer les limites en O des fonctions suivantes :

in (1 b) x+— ! c) x> L3
— X X —
a) % xsin X 1—+ex x  3x—3x24+x3

Exercice 2.7 Soit f une fonction continue sur R admettant le tableau de variations suivant :

x —oo 0 oo

fx) 0/2\1

1. La fonction f est-elle paire ? impaire ? périodique ? minorée ? majorée ?
2. La fonction f admet-elle un maximum, un minimum ? Préciser f(R).

3. Soit y € R. Déterminer le nombre de solutions de I’équation f(x) =y en fonction de y.

Dérivation

Exercice 2.8 Etudier la dérivabilité et calculer (lorsque c’est possible) la dérivée des fonctions
suivantes, en mettant le résultat sous une forme propice a une éventuelle étude de signe.

a) x> (x—1)3 e) x> sin(2x)cos(x)
2
b) x> (2 —1)3 f)x’_>162—2x+3
3—x X" —x+2
C) x> T x g) x+— In(Inx)

1 vx—1
— 4x? — — h) x> ——
d x—4 F ) el



Exercice 2.9 Etudier la dérivabilité des fonctions suivantes, sur leur domaine de définition :

a) x> |x|3 ©) x> [x]+ (x— [x])?
2(x—m) X
b>x'_>]x—m\+ (oum e RY) d)xn—>1+\/)?

Exercice 2.10 Trouver une condition nécessaire et suffisante sur (A,u) € R? pour que la
fonction x — €* + Ae™ + Wx soit une bijection de R sur R, et de réciproque dérivable sur R. =

T
Exercice 2.11 a) Démontrer que, pour tout € N et tout x € R, cos” (x) = cos (x—i— %) .

b) En déduire une formule générale donnant les dérivées successives de la fonction x — cos(2x).

Intégration

T 1 3
a) / sin? xcos? xdx ) / * dx
0 0 x+2

P 6 x
b) / Sineds d) / .
0 4 X< —

ona,b,c,d € R sont a déterminer.

Pour c), écrire +2 sous la forme ax2 +bx+c + x+2,

Pour ecrlre sous la orme — 7+ —, ou a, b € R sont a déterminer.

2. Calculer des prlmltlves des fonctlons su1vantes, en manipulant les expressions :

2 _ 3x+2
x“+2x—1
T et C) x— ———
Y === ) Gy
1

b) X — m d) COS3

X4+2x—1
x+3 x+3 2

Pour c), faire apparaitre la quantité x+ 1 au numérateur.

Pour a), écrire sous la forme ax+ b+ oua, b, c € R sont a déterminer.

Exercice 2.13 1. Calculer les intégrales suivantes par intégration par parties :
1 T
a) / et dx c) / e cosxdx
0 0

| Exercice 2.12 1. Calculer les intégrales suivantes, en manipulant les expressions :
z 1

b) / (x* +x) sinxdx d) / 2xIn(1 +x?)dx

0 0
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2. Calculer des primitives des fonctions suivantes par intégration par parties :
a) x — xe* ¢) sinoln

b) x> x*sin(2x) d) x— x"Inx (n € N)

Exercice 2.14 1. Calculer les intégrales suivantes, a I’aide du changement de variable indiqué :

1
a) /0 2xIn(14+x%)dx  (t =x%) d)/ i (t = cosx)

¢« 1 3n/2  gin2x
b / —dx (x=¢ —
) | 2t xlnx ( ) e) / T+ sin? xdx (t = sinx)

In3
o [ e w=m o [ VAT e G sintn

2. Calculer des primitives des fonctions suivantes, a I’aide du changement de variable indiqué :

sinx =

1
a) x— —— (¢t =sinx b) x— —— (f = Snx c) x—
) COSX ( ) ) x COSX @ CO”‘) ) ef+e*

(x =1Int)

a) Calculer I et 1.
b) Justifier que la suite (I,),cn est positive et décroissante.
¢) A I’aide d’une intégration par parties, calculer I, en fonction de .

d) En déduire la limite de /, quand » tend vers —+oo.

. 2 sint
Exercice 2.16 On pose, pour tout x € R*, f(x) = / ——dr.
X

2
a) Montrer que la fonction f ainsi définie est paire.

b) Justifier que la fonction f est dérivable sur R* , et calculer sa dérivée.

[Pour x > 0, exprimer f(x) a l’aide de la fonction F : x — [}’ Sir;z’ dr.]

3
" 4 .
¢) Montrer que pour tout ¢ positif, on a r — 3 <sint < 1.

[Faire une étude de deux fonctions bien choisies. |
2x 1
d) En déduire un encadrement de f(x), pour x > 0, faisant intervenir I’intégrale g(x) = / " dr.
X

e) Calculer g(x), et en déduire la limite de f(x) quand x tend vers 0.

8
@
Exercice 2.15 Pour tout n € N, on pose I, = / In"zdz.
1



Pour s’entrainer... (Notamment sur les ensembles de définition et les dérivées)

Exercice 2.17 On peut piocher parmi les points suivants et effectuer une étude de fonction
complete ou partielle.

° xl—>el/lnx o XHL
Inx
1 e —1 X
o x— —In &
X X ¢ X
o x—>x—+1/|x2—1] o x5 \V1— 2
o x— e/ x+4 o x»—>tanizc+sinx
1
® X+ arccos — e x— xIn(x)+ (1 —x)In(1 —x)
chx
e x> In|sh(x) —1] ® x> x—/X
o Nx X —x
e x> (cosx+sinx) ° X =
x=—1
° X’—>€/X3+1'—\/X2—1' e xt—et—x—1
e x> sin(x) —sin(3x) ° x> 1
x?+1
e x+— In(chx) e x> arctan(x) 4+ V/2 arctan (xﬁ)

e x> [tanx|+ cosx e x> arcsin(e")
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Pour s’entrainer... (Recherche de primitive)

Exercice 2.18 On peut piocher parmi les points suivants et rechercher une primitive des
fonctions indiquées.

Certains points peuvent demander de passer par une intégrale et d’effectuer divers manipula-
tions (IPP, changement de variable...)

° x+—>x3+xex2 x> (x+1)e*

Inx In
a o

X

1 — !
P

- - xX2—=2x+1

xInx

® X+ COSx Sinx

x> In(1+x%)

arctan
e tan
2 — 1
X
° xl—>7x x""\/)?
1+x3 |
X X =
o X —— 1+4+¢e*
V1+x? .
X =

xvx?—1

Inx
e x> e'cosx x’_)ﬁ
1
e x> xlnx N VI finx
sinx
e x — xarctanx X—= 31 coslx
e x— (x—1)sinx xHM

¥2
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Un probléme complet

Exercice 2.19 On étudit la fonction f définie par f(x) = v, pour tout réel positif x.
—X

4)

5)

6)

7)

8)
9)

Préliminaire

Soit g définie pour tout x € R par g(x) =e*—x— 1.

Donner la dérivée de g et dresser son tableau de variations.

En déduire pour tout x > 0 le signe de g(x).

Soit & définie pour tout x € R par h(x) = (2 —x)e* — 1.

Dresser le tableau de variations de A.

Démontrer que I’équation /2(x) = 0 admet une unique solution o > 1.
Donner le signe de i(x) en fonction de x € R, .

Etude de f

Montrer que f est bien définie sur R .
Déterminer la limite de f en +oo et interpréter géométriquement le résultat obtenu.
Calculer f’ puis dresser le tableau de variations de f.

Indiquer la position de la courbe représentative (%) de f par rapport a la droite (A) d’équa-
tion y = x.

Préciser 1’équation de la tangente de (%) au point d’abscisse 0.

Tracer la courbe (%) en faisant figurer tous les éléments obtenus lors de I’étude.

Etude d’une suite
n
On pose u, = / (f(x) — 1) dx pour tout n € N.
0

Déterminer une primitive de la fonction f et en déduire une expression de u, en fonction
de n.

Déterminer la limite de la suite (#,),en-

Interpréter géométriquement le nombre u, — u;.
Interpréter géométriquement le résultat obtenu a la question précédente.
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