(10. Suites

Convergence, calculs de limites

Exercice 10.1 Déterminer le comportement asymptotique des suites de terme général suivant :

a. yo g s
3n+2n . E
b. Vn24+n —vn2—n h. {/2+(-1)
) 1. 0,99---99 avec n décimales
' . cosn
d. (Inn)a =
e. vn+1—yn

1 & )
f. cosv/n+1 —cos\/n k. nTI;IL”XJ (x € R fixé)

|
Exercice 10.2 On considere la suite (u,),en+ de terme général u, = Z T
k=1

1
1. Montrer que pour tout n € N*, up, — u, > X

2. En déduire que la suite (uy),en- tend vers +oo.

n n
Exercice 10.3 1. Montrer que (1 +2 ) + (1 —V2 ) est un entier pour tout n € N*.

n
9 B At b Trie dk e sriie (sin ((1 i \/T) n))

neN’
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Exercice 10.4 Soient (u,) et (v,) deux suites réelles telles que, pour tout n € N, u,, < v,,.
On suppose que la suite (v,) tend vers un certain ¢ € R.

1. Peut-on affirmer que, pour toutn € N, u,, < £?

2. Méme question si on suppose de plus que la suite (u,) est croissante.

Exercice 10.5 — Théoréme de Cesaro, version suite croissante.
Soit (u,) une suite croissante de limite £. On pose pour tout n :
Ui+ iy
n = -
n
1. Montrer que (v,) est croissante.
U, + v,

2. Etablir que vo, = o

3. En déduire que v,, — ¢.

i+ + iy

Soit (u,) € RY. Pour tout n € N*, on pose v, =
n

1. On suppose dans cette question que (u,) tend vers 0.
A
a. Soit € > 0. Justifier qu’il existe N € N et A € R tels que |v,| < — + € pour tout n > N.
n

b. En déduire que (v,) tend vers 0.
2. a. Montrer plus généralement que si (u,) tend vers £ € R, alors (v,) tend vers £.

b. Etudier la réciproque.

Exercice 10.7 Soit (u,) une suite réelle.
1. En utilisant le résultat sur les moyennes de Cesaro, montrer que si la suite (4,11 — u,) tend

. g Up .
vers un certain £ € R, alors la suite (*) tend aussi vers /.
n

2. On suppose désormais u, > 0 pour tout n.

a. Montrer que si “"1 tend vers un certain £ > 0, alors (wn/u,,) tend aussi vers /.

Un

1/n
b. Calculer les limites de ( n> et L' quand n tend vers +-oo.
n

V!

| Exercice 10.6 — Théoréeme de Cesaro, en toute généralité.
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Exercice 10.8 Soient (u,) et (v,) deux suites réelles telles que u2 + u,v, +v2 tend vers 0 quand
n tend vers +oo. Montrer que les deux suites (u,) et (v,) convergent vers 0. n

Exercice 10.9 Soient (u,) et (v,) deux suites a termes dans [0; 1] telles que u,v, tend vers 1
quand 7 tend vers +o0. Montrer que les deux suites (u,) et (v,) convergent vers 1. .

k
Vn € N*, Vk € N, unéﬁ—i—

| =

| Exercice 10.10 — (%). Soit (u,) une suite a termes positifs qui vérifie :

Montrer que cette suite tend vers 0. "
I Exercice 10.11 — (%). Etudier la convergence de (cosn),cn. n

Suites extraites
Exercice 10.12 Soit (u,) € RY une suite ne tendant pas vers oo
1. La suite (u,) est-elle nécessairement majorée ?

2. Montrer que (u,) admet une sous-suite majorée.

Exercice 10.13 — Suites d’entiers. Soit (1,) € Z" une suite d’entiers.
1. Montrer que si (u,) converge, alors (u,) est stationnaire.

2. Montrer que si (u,) est positive et ne tend pas vers +oo, alors (#,) admet une sous-suite
bornée.

3. Montrer que si les u, sont positifs et tous distincts, alors u, — —oo.

N

. Montrer que si (u,) est bornée, alors (u,) admet une sous-suite constante.

5. Application : montrer que si une suite de rationnels (r,,) tend vers un irrationnel x € R\ Q,
alors les dénominateurs des r,, tendent vers -+co.

Exercice 10.14 Soit (u,) une suite réelle telle que ses trois suites extraites (u2;), (U2,+1) et
(u3,) soient convergentes. Montrer que (u,) est convergente. .
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Exercice 10.15 On considere la suite (u,) de terme général u,, =\/n' — |\/n|.
1. a. Expliciter sa sous-suite (u,2).
b. Montrer que sa sous-suite (u,2,,,) est convergente et calculer sa limite.

2. Que peut-on en déduire sur le comportement asymptotique de la suite (u,) ? sur ses éventuels
maximum, minimum, bornes supérieure et inférieure ?

Suites adjacentes

Exercice 10.16 On considere les suites (#,),>1 et (v,),>1 définies par :
i 1 ¢ " 1
Up =) —etvy=u,+—:.
" = k! T nen!
1. Montrer que les suites (u,) et (v,) sont adjacentes. On note ¢ leur limite commune.

2. a. Montrer que ¢ n’est pas rationnel.  [Supposer £ = 7 considérer les termes uy et v,. |

b. Donner une valeur approchée rationnelle de £ 2 1073 pres.

Exercice 10.17 — Moyenne arithmético-géométrique. Soient a et b € R*.
On définit les suites (a,) et (b,) par ag = a, by = b, et, pour tout n € N, a,+1 = a,b, et

1
b1 = E(an F bn)-

. . 1
1. a. Montrer que pour tous réels strictement positifs x et y, on a ,/xy’ < 3 (x+y).

b. En déduire que les suites (a,) et (b,) sont bien définies et que pour tout n > 1, a, < by.

2. Montrer que les suites (a,)n>1 et (by)n>1 sont adjacentes.

[Leur limite commune est appelée moyenne arithmético-géométrique de a et b. |

| 1
un:Zf—lnn et v,=u,— —
k=1 2

no(_1 k—1
Exercice 10.19 Pour tout n > 1, on pose u, = Z (k)
k=1

1. Calculer up,+o — uoy, Upp3 — Uppt1 PUIS Uz, — Uny+1 €0 fonction de n.

2. Que peut-on en déduire pour les suites (u2,) et (u2,+1) ? Pour la suite (u,) ?

| Exercice 10.18 Montrer la convergence de (u,) et (v,) définies par
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Suites récurrentes

Exercice 10.20 Donner le terme général et le comportement asymptotique des suites arithmético-
géométriques suivantes :

a. La suite réelle (u,) définie par ug € R et u, 1 = 3u, — 2 pour tout n € N.

i
b. La suite complexe (z,) définie par zo € C et 7,11 = >n + 1 pour tout n € N.

Exercice 10.21 Soit (a,) € RY une suite positive bornée et (u,) définie par :

1

>0 et VneN, ——
1o o I fan+ 1

Montrer que (u,) converge si et seulement si (a,) converge. .

= 1 = —
‘ Exercice 10.22 Soient (x,) et (y,) les suites définies par {xo et {an = pour

yo=0 Yo+l =Xn+Yn
tout n € N. Le but est de déterminer les termes généraux x;, et y, par deux méthodes différentes.

1. Montrer que la suite complexe (x, + iy,) est géométrique, et en déduire x,, et y,,.

2. Montrer que les suites (x,) et (y,) vérifient la relation de récurrence linéaire d’ordre deux
Up+2 = 2(up+1 — uy) pour tout n € N, et en déduire x,, et y,.

Exercice 10.23 Etudier la suite réelle (u,) définie par up € R et la relation de récurrence :

a. Upy1 =~/u,+ 1 pourtoutn € N.

5
b. w1 = “ +1 pour tout n € N.

n

Exercice 10.24 Expliciter en fonction de n le terme général de la suite (u,),cn définie par
up=u; =0etu,4o =u,+npourn > 2. n

Exercice 10.25 On définit la suites u par uy = 1 et, pour tout n € N :

Uy

Up+1 = ———
T 241

Etudier le comportement asymptotique de cette suite. "
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Exercice 10.26 Soit a € R, . On définit la suite v par vo > 0 et, pour toutn € N :

1 n a?
V1 = 3 Vn -

Etudier le comportement asymptotique de cette suite (On peut commencer par montrer que v est
majorée par a puis étudier sa monotonie). "

Comparaison asymptotique

Exercice 10.27 Déterminer le comportement asymptotique des suites de terme général suivant :

n
a. <1+ﬁ> ouacR e. nlnn—i_1
n n—1
2
n
b. (1+1> g PVl
n . n—vn?—1
c. (1+12) <n+6)"
n g.
n—2
d In(1+n?)

- h. e ch(Va?+1)

Exercice 10.28 Trouver un équivalent simple des suites de terme général suivant :

ST — /=T Un _ 1
a. vn+1 n—1 c.n 1 e tan<n+)
1 1 27 n
. I’l+1_n—1 d 1n(l’l+1)-1n(l’l)
| |
I Exercice 10.29 Montrer que 1! 42! +---+n! ~ nl. B

Exercice 10.30 Trouver un équivalent simple des suites de terme général suivant :

a. Vn2+l’l+1—l’l f. 1ncosg
" ln2n2—|—4n+3 n
C U TIn?2+5n+1 g In(n*+3n+7)
c. Vm3+n2+1—n ntl
n
NG —
=0 el/n—1

sin1/n ) o
© 1 i [v/n] sin—
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Exercice 10.31 On considere, pour tout n € N*, I’équation (E,) : x = —nlnx.
1. Montrer que I’équation (E,) admet une unique solution sur R . On la note x;,.

2. Montrer que la suite (x,) converge puis donner un équivalent simple de x, — ¢, ol £ est sa
limite.

Exercice 10.32 On note (u,) la suite croissante des points fixes positifs de la fonction tangente.
Autrement dit, pour tout entier positif n, u, est 1’'unique solution de 1’équation tan(x) = x dans

l’intervalle]—fqL 7r£+ T
5 n '3 nrwl.

1. Montrer que u,, ~ n7x.
2. Justifier que u, — nw = arctan(u,, ). En déduire la limite ¢ de la suite (u, —nm).

3. Donner un équivalent simple de u,, —nw — ¢.

Exercice 10.33 Donner un équivalent simple de

a. n? (e!/n—l/(n+1) d. eV/cos(1/n) —COSl

2
n
b. n"+n‘/’7+n”/2 2
v e. \/n'tan—
1 1 1 [
“ TRl f. (1+In(n+1)—In(n))"

Exercice 10.34 Soient u et v deux suites a termes strictement positifs. On suppose u, ~ v,.
1. Montrer que si u et v ont une limite commune ¢ € |0; 1[ U |1; 4oco] U{+-co}, alors Inu, ~ Inv,.
2. Donner un exemple de u et v équivalentes telles que Inu, et Inv, ne soient pas équivalents.

3. (%) Montrer que si 1 n’est pas valeur d’adhérence de u, alors Inu, ~ Inv,.

Exercice 10.35 On pose pour n € N* :

S i 1 Sn
= y—= u, = =

1. Montrer que S, < \/n' ++/n+ 1 pour tout n € N*.
2. Montrer que 2v/n+1 —2 < S, pour tout n € N*,

3. Montrer que (u,) et (v,) convergent.

Vo =S, —2\/n
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Exercice 10.36 Soit ¢ € R} U{+co}. Donner un exemple de suites strictement positives u et v
telles que u, — 1, v, = oo etu,” — £.

Donner ensuite un exemple de suites strictement positives u et v telles que u, — 1, v, — +oo
et (u)r) n’a pas de limite. .

un:\/l—i-\/Z—i-\/?)—l-...\/r?H

1. Montrer que uﬁﬂ < 1++/2u, pour tout > 1.

2. En déduire que la suite u# est majorée. Quelle est sa nature ?

Exercice 10.38 — (%). Soit (u,) une suite bornée et A € R.
On suppose que A est la seule valeur d’adhérence de (u,), autrement dit toute suite extraite
(up(n)) tend vers A ou ne converge pas. Montrer que (u,) converge vers A. .

‘ Exercice 10.37 — (%). Pour n > 1 on définit :

Exercice 10.39 Soit (u,) une suite bornée telle que uy, + 2u, — 0. Montrer que u,, tend vers 0.
(On peut utiliser ’exercice précédent.) "

Exercice 10.40 — (%). Soit k un entier naturel impair et (u,) et (v,) deux suites réelles.

On suppose que u, + v, — 0 et uk —v& — 0. Que dire de la nature de (u,) et (v,)? n
Exercice 10.41 — (k). On pose u; = 1, up = u3 = 2, ugs = us = ug =3, ... : la suite (uy)n>1
est croissante et prend une fois la valeur 1, deux fois la valeur 2, trois fois la valeur 3, etc.

Donner un équivalent de u,,. "

Exercice 10.42 — (% *). Soit (x,) définie par
xo=a et VneN, x,1 :xﬁ — 100+ sinn

Montrer qu’il existe une unique valeur initiale a € R telle que (x,),ecn soit bornée a valeurs
positives. "
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