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Devoir maison n° 14

Pour jeudi 7 juin

Partie A — Polynémes de Tchebychev (le retour)

On définit la suite (T},)nen des polynomes de Tchebychev de premiére espéce par :

To=1
T =X
Vn €N, Thyo = 2XTpi1 — T,

1. Déterminer T5 et T5.

2. Pour n € N, déterminer le degré, le coefficient dominant et la parité de T,.

3. Montrer que la famille (7},),en est une base de R[X].

Montrer aussi que (7p,11,...7T,) est une base de R,,[X] pour tout n € N.

. Etablir par récurrence les identités suivantes :
Vz € R, Vn € N, T},(cos(z)) = cos(nx)
Vz € R, Vn € N, T,,(ch(z)) = ch(nz)

5. En déduire que |T,,(z)| < 1 pour |z| < 1etn e N.

6. En déduire également que |T),(z)| > 1 pour z > 1, si n € N*.

7. En utilisant l'identité T),(cos(x)) = cos(nx), montrer que T,, a n racines réelles distinctes dans

[—1; 1], que l'on précisera.

8. Montrer que T}, est scindé a racines simples et écrire sa décomposition en facteurs irréductibles.

>> Dans cette question et dans la suite du sujet, quand un entier naturel n est donné, on pourra

utiliser la notation z; = m, pour k € [1;n].
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Partie B — Un produit scalaire sur R[X]

A un couple (P,Q) de polynoémes de R[X] on associe le réel :

NS S e~

(PQ) = /07r P(cosz)Q(cos x) dz

Montrer que (-,-) est un produit scalaire sur R[X].

Soient n, m € N avec n # m. A l'aide d’une formule trigonométrique judicieuse, calculer (T},,T},,).
En déduire que Tj, € (R,,_1[X])* pour tout n € N*.

Calculer (Ty,Tp). Calculer ensuite (T},,T},) pour n € N*.

En utilisant A-2, B-3 et B-4, montrer que (T,,,X") = 2% pour n € N.

Montrer que (T}, )nen est une base orthogonale de R[X]. Donner une base orthonormale de R[X].

Quelle famille obtient-on en appliquant le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt a la
base canonique (1,X,...,X") de R,[X]?
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Partie C — Calcul exact d’une intégrale

A tout polynéme P € R[X] on associe 'intégrale et la somme suivantes :

I(P) = /07r P(cosz)dx et Sy(P)= % z”: P(cos(zy))
k=1

n
On note aussi, pour j € [0;n], ¢; = Z cos(jxy).
k=1

1. Calculer ¢g.

n
Nk
2. Pour tout j € [1;n — 1], calculer Z (eljﬂ'/n> .
k=1
En déduire que ¢; = 0 pour tout j € [1;n — 1].

Pour p € [0;n — 1], calculer I(T}) et S, (T}).
En déduire que I(P) = S,,(P) pour tout P € R,,_;[X].

Soit P € Rg,—1[X]. On note @ et R le quotient et le reste dans la division euclidienne de P par
T,, autrement dit P = QT,, + R avec deg R < n.

Montrer que @ € R,,_1[X].
En déduire en utilisant B-8 que I(P) = I(R).
8. Calculer I(T5,) et S, (Tsy,), que constate-t-on ?
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Partie D — Une méthode de quadrature pour le calcul d’une intégrale

A toute fonction continue f : [—1;1] — R, on associe I'intégrale et la somme suivantes :
T T
10) = [ fleosa)de et Su(f) == 3" feos(an)
k=1

On espere approcher U'intégrale I(f) avec la somme S, (f).

. Montrer que ngrfw Sn(f)=1(f).

~

2. On se donne un réel a > 0 et on pose f : z +— In(a? — 2ax + 1).
Montrer que f est continue sur [—1;1]. (On a donc hIJIrl Sn(f)=1I(f).)
n—-+0o0
3. Donner la liste des racines 2n-iemes de —1 dans C. On les exprimera en fonction de z1, ..., x, et
on les classera par paires de racines conjuguées.
4. Donner la factorisation de X2" + 1 en polynémes irréductibles dans C[X].

5. En déduire que la factorisation de X" + 1 en polynomes irréductibles dans R[X] s’écrit
n

X+ 1=J[(X*—2cos(zp)X +1)
k=1

6. Montrer que S, (f) = T in (a® +1).
n
7. Donner la limite de — In (a®™ + 1) quand n — +oo, en distinguant les cas a € ]0;1[ et a > 1.
n

En déduire la valeur de I(f).
8. Donner un équivalent de S,,(f) — I(f) quand n — +o00, en distinguant les cas a € ]0; 1] et a > 1.




