3-Intégrales et intégrales généralisées.

A) Brefs rappels sur ’intégrale des fonctions continues sur un segment.

Proposition (Sommes de Riemann) (¥) : soit fune fonction continue sur [a,b] ,avec a,beR

LY far i > [

eta<b.Alors R (f)=
n

n-1 . 1 n . 1
En particulier, lz & - j F(t)dt et lz &y > j f(0)dt
n =0 n o n—o+o ° n = n n—o+o o

n

Exemple 1 : Déterminer lim .
p n—>+o0 kz=1: n+k



Exemple 2 : donner un équivalent simple de U, = z cos (Ej quand 7z tend vers I’infini.
k=1 n

Proposition (*) : théoréme fondamental. Soit f une fonction continue sur / a valeurs dans
K=Rou C.Soit ae /. Alors :

- La fonction définie par F(x) = f f(#)dtest de classe C'sur/ . C’est la primitive de f qui

s’annule en a. Sa dérivée est f . En particulier, f admet une primitive sur/ .
- Festl'unique primitive de f'qui s'annule en a . Les autres primitives de fsontles G = F +k,
ou k est une constante.

y
- Onaalors Vx,yel, G(y)—G(x)zIf(t)dt.

Exemple : on considére g(x) = j %dt.
Jt+i

1) Montrer que g est définie et dérivable surR et calculer g'.
2) Calculer directement g et retrouver le résultat précédent.



Proposition : soit /' une fonction continue et de signe constant sur [a,b], avec a,beR et
b
a<b. Si J. f(t)dt =0, alors f est la fonction nulle sur [a,b].

En particulier, si f est une fonction continue, positive sur [a,b] et qui n’est pas la fonction

b
nulle, alors I f(®)dt>0.

B) Intégrale des fonctions continues par morceaux

Dans tout ce qui suit, on considére un segment [a,b] de R,avec a<b.
On note comme d’habitude K =Rou C.

1) Fonctions continues par morceaux

Définition : soit » un entier naturel non nul. On appelle subdivision de [a,b] toute famille
0 =(¢;) o, de réels tels que a =¢, <¢, <...<c,=b.

b—a

La subdivision o = (c,),. ., donnée par ¢, =a+j est dite réguliére.

Définition : Soit f définie sur [a,b] et a valeurs dans K. On dit qu'elle est continue par
morceaux sur [a,b] lorsqu'il existe une subdivision o =(c,),.,.,de [a,b] telle que, pour
1<j<n:

- f est continue sur ] Ci ¢, [

- f posséde une limite finie a droite en ¢,  eta gaucheen c,

Une telle subdivision est dite adaptée a 1.



Remarques :
e [ est ainsi continue par morceaux lorsqu’elle est continue sauf en un nombre fini de

points en lesquels elle a une limite finie a gauche et a droite.
e Si festcontinue sur /, alors elle est continue par morceaux sur /

Exemples :
e fdéfinic par f(x)=x+|xest continue par morceaux sur [0,3].

. 1 . .
e g définie par g(x) = - si x#0 et g(0)=1 n’est pas continue par morceaux sur [0,3] .

Propriété : soit f continue par morceaux sur un segment [a,b]. Alors f est bornée sur [a,b].

Preuve rapide : en prolongeant par continuité aux bords, avec des fonctions continues sur un
segment.



Définition : soit / un intervalle quelconque de R . Alors f est continue par morceaux sur / si
et seulement si elle est continue par morceaux sur tout segment de / .

2) Intégrale d’une fonction continue par morceaux

Définition : Soit / continue par morceaux sur [a,b] et & valeurs dans K .Soit o = (€;)g<j<,une
subdivision de [a,b] adaptée a f, telle que pour 1<i<n, la restriction de /* a ] C;15C; [ se

prolonge en une fonction f; continue sur [CH,CJ .

b n €
On pose alors '[ f()dt= Z I f;(2) dt (cette quantité ne dépend pas de la subdivision adaptée
a le Cj—l

a f choisie).

On pose aussi jf(t)dt:—ff(t)dt et ]Z.f(t)dtzo.

b
Remarque : avec cette définition, I f()dt ne dépend pas des valeurs de fen c;pour

a

j €[0,n], et ne dépend donc pas des valeurs de / en a eten b.

Dessin : on intégre ainsi sur chacun des morceaux et on ajoute les différents termes.

Dans la suite, on considére 7 un intervalle quelconque de R .

Propriété : L’ensemble M (I, K)des fonctions réelles continues par morceaux sur / est un
espace vectoriel.



Preuve : non faite. On prend une subdivision adaptée a la foisa feta g .C’est un sous-espace
vectoriel de F (1,K).

Proposition admise : Des propriétés vues en premiere année s’étendent aux fonctions
continues par morceaux. En particulier, si f,ge M (I,K)et a,b,cel:

b b b
e Linéarit¢ de lintégrale: VA e K, [(4f+g)(0)dt = A[ f(t)dt+ [ g(t)dt
’ ’ b ’ c b
e Relation de Chasles :si f e M (I,K) et a,b,c eI, alors If(t)dt = J.f(t)dt+'|-f(t)dt.
b
e Positivité : si K =R, a<b etsiVte [a,b],f(t) >0, alors jf(t)dt >0

b b
e Croissance:si K=R,a<b etsi Vte [a,b],f(t) <g(?), alors jf(t)dt Sjg(t)dt

Attention : bien vérifier que les bornes sont dans le bon sens pour appliquer ces deux dernicres
propriétés.

Propriété (*) : Soit f continue par morceaux sur / & valeurs dans K . Soit (a,b) € I” tels que

a<b. Alors | f | est continue par morceaux sur / et

j'f(t)dz

sj|f(z)|dr.

Preuve : non faite. On sépare sur les différents morceaux et on somme apres avoir majoré avec
I’inégalité triangulaire



C) Intégrale généralisées.

Dans la suite, on considére / un intervalle quelconque de R et f,ge M (I,K).

1) Convergence des intégrales en +co

Dans ce paragraphe, on suppose / = [a,+oo [ ,avec aeR.

+ o0

Définition (*) : On dit que I’intégrale généralisée .[ f(t)dt est convergente si et seulement si

a

x— .f f(t)d t admet une limite finie quand xtend vers +oo.

+o0 +00 +0o0

Lorsqu’elle existe, cette limite est notée .[ f()dt ou .f /. On dit alors que .f f(@)dtest

convergente en +oo.

+ o0

.[ f(t)dt estdivergente si et seulement si elle n’est pas convergente.

a

Remarques :
e Il y a deux réponses possibles a la question « quelle est la nature de 1’intégrale

+ o0

I f(@®)dt ?». Elle est convergente ou divergente

+o +00
e Sic>a, alors .[ f()dte et J. f(t)dt ont méme nature. La nature de I’intégrale ne

dépend que de ce qui se passe au voisinage de +c0.

Preuve : elles difféerent d’une constante, donc une converge si et seulement si 1’autre aussi.

Exemples : les intégrales suivantes sont-elles convergentes ?

+

. j sin (¢) dt

0

T

* J; 4+¢° a
1

L .!.;dt

° Tizdt

L



+00

Remarque : il est possible que I f(#)dt converge sans que ’on ait f(¢) — 0. Prendre une
1 —>+0

a

bosse glissante avec des pics sur [k,k +%}
2

Propriété : On supposeVx e 7,0< f(x). Alors J. f(t)dt est convergente si et seulement si

x— jf(t) d t est majorée sur [ .

a
Preuve : elle est croissante donc elle converge si et seulement si elle est majorée.

Proposition (*) : On suppose VxeI,0< f(x) < g(x).

+00
e Si .f g(t)dtest convergente, alors I f(@)dt est également convergente et

OSTf(t)dtSTg(t)dt.

e Si .[ f()d¢t estdivergente, alors .f g(t)dt est divergente.

Preuve : Immédiat avec .f f(®de< I g(t)dt etla propriété qui précede.

+oo
Exemples : trouver la nature de f
1

COSzt
2

dt.

Remarque : comme la convergence ne dépend ici que de ce qui se passe au voisinage de +co,
il suffit d’avoir 0 < f(x) < g(x)au voisinage de +o©.

2) Extension a d’autres types d’intervalles.

Dans tout ce paragraphe, / un intervalle quelconque de R et f,ge M (I,K).

Définition : on suppose ici I:[a,b[, avec aeR, hbeR et a<b. L’intégrale impropre

b X
j f(t)dt est convergente si et seulement si x — I f(t)d t admet une limite finie quand x tend

a a

vers b.

b b b
Lorsqu’elle existe, cette limite est notée I f(@®)dt ou J f. J f()dt est divergente si et

seulement si elle n’est pas convergente.



1

V-t

dt

1 1
Exemples : trouver la nature de J L dt etde J
0+ 0

Définition : on suppose ici / = ] a,b] ,avec a € Ru{—oo} et beR, avec a<b. Alors on dit

b
que l’intégrale impropre (on dit aussi généralisée) I f(t)dt est convergente si et seulement si

a
b b

x> .f f(¢)d t admet une limite finie quand xtend vers a. La limite est alors notée J. fde.

X a

b
j f(t)dt estalors convergente en a.

a

Exemples : quelle est la nature des intégrales suivantes ?

)

3)} L

Définition : on suppose ici I=]a,b[, avec aeRu{—oo} et beRu{+oo}, et avec a<b.

b
Alors on dit que ’intégrale I f(t)dt est convergente si et seulement si il existe c e ] a,b [tel

a

c b
que les intégrales j f()dt et I f(t)dt soient toutes les deux convergentes. On pose alors
b c ’ b ‘
[rode=[rnde+[rodr.

Remarques :

c b
e Lorsqu’il existe ce]a,b[tel que J.f(t)dt (resp. J.f(t)dt) converge, on dit que

b
.f f(t)dt est convergente en a (resp. en b ).

e On ales mémes types de définition pour divergente en a eten b.

b b
e Lerésultat ne dépend pas de la valeur de cchoisie :si d € ] a,b [ , J.f(t) dt et jf(t)dt
d c

d c
ont méme nature, et de méme pour J. f()dze et .f fdze.

e Deplus,s’ily a convergence, | f(t)dz:j fodi+[f@oyde=[fode+ j f)dt



X d X
(en effet, si x<b, avec Chasles, jf(t)dt = jf(t)dt+jf(t)dt donc en passant a la
c c d
b d b
limite, [ f()dt=[f@Ode+[f@)dt).
c c d

Exemples : quelle est la nature des intégrales suivantes ? Calculer leur valeur en cas de
convergence.

!
—d
¢ [

° T cos(t)dt

—0

* _J;4Jizzdt
1
1
° :[1 l—tzdt

Propriétés : On suppose ici Iz[a,b[, avec aeRet beR, avec a<b. On suppose aussi
b X
Vxel,0< f(x). Alors J. f(t)dt est convergente si et seulement si x — .f f(t)d t est majorée

sur /. On a le méme type de résultat sur [ = ] a,b]
Preuve : non faite. C’est pareil que pour b =+o.

Propriétés : On suppose ici Iz[a,b[ Iz]a,b] ou Iz]a,b[, avec a,b eR et a<h. On
suppose aussi Vxe 7,0< f(x) < g(x).

b b
e Si J g(t)dtest convergente, alors J f(t)dt est également convergente et

a a

if(z)dtsig(t)dt

b b
o Si t)dt est divergente, alors 1)dt est divergente.
(1) g g(1) g

Preuve : non faite.

Propriétés : on suppose ici que f est a valeurs réelles. On suppose aussi a < b (les bornes sont

dans le bons sens), avec a,b e R

b b
o SiVtel, f(t)=20 et jf(t)dt converge, alors J.f(t)dt >0

10



b b
o SiViel,f(t)<g(t) et que les intégrales If(t)dt et jg(t)dt convergent, alors

b b
j f()dt < J g(t)dt (croissance de ’intégrale).
Preuve : non faite.

3) Propriétés des intégrales généralisées :

b b
Proposition (linéarité). On suppose que I f()dtr et I g(t)dtsont toutes les deux

convergentes. Soit A, ue K .

Alors j(ﬂf+yg)(t)dtconverge et j(/ieryg)(t)dt=/ljf(t)dt+yj.g(t)dt

Preuve : non faite. On écrit la linéarité sur un segment et on passe a la limite.

Remarque : Attention ! On ne peut séparer 1’intégrale en deux que si on sait que les intégrales

~+00

convergent. Par exemple, on ne peut pas écrire f ((l + —) IJ dt = I 1+ —) dt— I ldt.

1

Remarques

I f()dt converge et I g(t)dt diverge, alors j( f+g)()dt diverge

(CV+DV DV).
e Si If(t)dt et Ig(t)dt divergent, on ne peut rien dire dej(f+ g)()dt.

Propriété : si f est a valeurs complexes (K = C), alors .f f(t)d tconverge si et seulement si

jRe(f(t) )dt et j.Im (f(¢))d t convergent.

On a alors jf(t)dt = jRe(f(t))dHijIm(f(t))dt .

Preuve non faite : on traite le cas [ = [a,b[ en prenant la limite.

Remarque (*, relation de Chasles): On suppose que feM (I,K) (ou aet bsont les

extrémités, éventuellement infinies de /) et que J. f(t)dt converge

11



Soient x,y,zel u{a,b} , alors 'sz(t)dt = ff(t)dt + jf(t)dt .

+00 1 1 1 +00 1
Exemple : J.t—zdt = I—dt+ -[t_zdt
3 3 1

t2

Théoréme de changement de variable de PCSI : soit f une fonction continue sur un

intervalle I de R . Soit ¢ une fonction de classe C' sur J etavaleurs dans . Alorssi a, f e J

B b
et p(a)=a, p(B)=b.alors [ o) w)du =] f(@W)dr .

Proposition : théoréme de changement de variable. On suppose [ = ] a,b[ et f continue de

I dans K . Soit (p:]a, £ [ - ] a,b[ une bijection strictement croissante de classe C' . Alors

B b
J. fop(u)@'(u)du est convergente si et seulement si j f(t)dtI’est aussi et dans ce cas

a a

B b
_[fo @) @'(u)du = _[f(t)dt )

Preuve : non faite.
Elle utilise J.f o (u)p'(u)du = F((p(x)) - F((p(/i)) - linz F(y) —F(go(/l)) avec une primitive
>
A

Fde f.

Remarque : Cela fonctionne aussi avec une bijection strictement décroissante et continue mais
il faut faire attention a 1I’ordre des bornes : si ¢: ] a, fp [ - ] a,b [ est strictement décroissante,

B a b
alors [ fop@)p'(u)du = [ f(t)dt =~ f(t)dt

Exemples (*) : Soit n e N.
1 +00
1) Montrer Jt(lnt)” dt = (-1)" J e u"du
0 0
/2
= dt est convergente et est égale a j sin" 8d6
1-¢ 0

tn

1
2) Montrer que [ = I
0

Proposition (*,rappel) : intégration par parties. Soient f et g des fonctions de classe C'
sur [a,b]. On a alors :

[/ @0ewdt=[f)g®)],~[ f()g @)t

12



Proposition : intégration par parties (*). Soient f et g des fonctions de classe C'sur 7, un

intervalle d’extrémités a,b e R. On suppose que fg admet des limites finies en a eten b.
b b

Alors les intégrales J. f'(®)g(t)dt et J. f(t)g'(t)dt ont méme nature et lorsqu’elles convergent,

on a I’égalité

[Frgdt=[f(g®)] - fOg @Ot

Preuve : on traite le cas / = [a,b [ . On écrit I’IPP sur un segment et on passe a la limite.

Remarques :
e [l est indispensable de bien vérifier que le produit fg admet des limites finies en a et en
b pour appliquer ce résultat.
e Lorsque f et g sont des fonctions usuelles, il n’est pas nécessaire de préciser que ces

fonctions sont C' pour faire le calcul.

+o

1
Exemple (*) : Soit /, = -
J; (1+£%)

relation de récurrence entre /,, et I, .

dt . Justifier I’existence de I, pour neN et établir une

2n
2n+1

Avec une IPP, on trouve [ ,, =

N

D) Fonctions intégrables.

1) Absolue convergence et intégrabilité.

Dans la suite, on considére 7 un intervalle quelconque de R d’extrémités a,b R,avec a<b
et f,geeM(I,K).

Définitions (*) :
b

b
e Ondit que 'intégrale .f f(¢)dt estabsolument convergente si et seulement si .f | f (t)| dt

est convergente.
e Une fonction f estintégrable sur / lorsqu’elle est continue par morceaux sur / et que

b
I f(t)dt est absolument convergente.

On note alors j.f(t)dtzj.f(t)dtzj.f.

e Lorsque /= [a,b [ , et que f est continue par morceaux sur [/, on dit aussi que f est

intégrable en b si et seulement si f est intégrable sur 7 .

13



De méme en alorsque / = ] a,b].

h b
Proposition (*) : on suppose que .f f(t)d test absolument convergente. Alors J. f()dtest

convergente et

j fdt

<[lf@|dt

f+—|f|§|f| et

Preuve : on traite le cas ou / :[a,b[. Si fest a valeurs réelles. 0< f* =

|f|

f = ,avec f = f"— f donc OK. Puis on a 0<|Re(f)| |f| donc .fRe(f(t))dt est

ACYV donc CV et ¢’est bon. Enfin,

[rwas

< J.|f(t)|d tpour a < x <beton passe a la limite.

Propriété : L'(I,K)={feM(I,K), [ est intégrable sur I} est un sous espace vectoriel de
M (1,K) . En particulier, si f, g sont intégrables sur /et A€ K, f+ Agest intégrable sur /.

Preuve : soit f,g e M (I,K), A€ K . Alors 0£|(/1f+g)(t)|£|/1||f(t)|+|g(t)|,donc Af+g

est intégrable sur /.

Remarque : on suppose f continue sur / = [a b] ou a,beR. Alors .[f(t)dt = J f= I f

[ab] ]ab]

. En effet, on prend une primitive F de f sur [/ = [a,b] et I f(t)dt =lim(F(b) - F(x)).
] a,b] x—a
Le résultat reste vrai si f est seulement continue par morceaux sur / = [a,b] ,ousur/ = [a,b [ .

(Explicationa ne pas faire : Si o=(c;),.;,est une subdivision de [a,b] adaptée au
prolongement J’ de fen a, on prend yela,¢q[. On a pour xela,y|:
b y o b _ Yo y .
[fode=[rwar+[fwde.avec [ f(t)dt=F(y)=F(x)> F(y)-F(a)=[ f(t)d1).

X X ¥y X a

Propriété (*) : soit f:1 > K .
e Si festintégrable, positive et continue sur / et j f(@)dt=0,alors Viel, f(t)=0.

e Si festpositive, continue et intégrable sur I et que f n’est pas la fonction nulle, alors

j F(t)dt>0

Preuve rapide : si / = [a,b [ , pour la premiére seulement.

14



2) Exemples de référence

a

Propriété (*) : soit a e R. Alors 1 — e~ *' est intégrable en +oo si et seulement si @ >0.

Preuve : 2 faire.
Propriété (*) : ¢+ — In(¢) est intégrable en 0.
Preuve : expliquer.

Proposition (*) : Intégrales de Riemann. Soit & € R. Alors :

| : : (1 :
® {—— estintégrable en 0" si et seulement si & <1 (ou encore .f —dt converge si et
t t
0

seulement si a <1).

1 o . : Tl .
® (— — estintégrable en + oo si et seulement si & >1 (ou encore j —dt converge si et
t t
1
seulement si a >1)

Preuve : a faire.

Exemples :

+00

e Nature de J‘%dt

!

+00

e Nature de J‘%dt
t
0

Corollaire : soitaeR.Soit aeR . t >

est intégrable en a si et seulement si o <1

a

t—a

Preuve : on se place sur / =] a,b]. Le cas I =[b,a | se traite de méme.
b

. 1
On prend f continue par morceaux sur [ = ] a,b] et on regarde la nature de J —)adt avec
—a

a

le théoréme de changement de variable.

Propriété (*) :
1) On prend ici /=]a,b] ou I=]a,b[. Alors f est intégrable en asi et seulement si

h — f(a+ h)est intégrable en 0.
2) On prend /=[a,b[oul=]a,b[. Alors fest intégrable en bsi et seulement si

h— f(b—h)est intégrable en 0.

15



Preuve : non faite ; toujours avec le théoréme de changement de variable. On prend ¢ ] a,b [
et I|f(t)| dtet I |f(a + h)|dh ont méme nature.
a 0

Exemples :
1

t-1

dt.

2
e Nature de I
1

2
e Nature de j In (£ —1)dt
1

3) Outils de comparaison.

Soient f,geM (I,R).
Dans ce paragraphe, on suppose que [ = [a,b [ ,avec beR ou h=+x.

Les résultats restent vrais dans le cas d’un intervalle 7 = ] a,b ]

Proposition (*) : On suppose f(x) = g(x). Alors gest intégrable en b si et seulement si f

est intégrable en b .

Preuve : pour xproche de b, on a %f(x) <gx)< %f(x). D’ou le résultat.

Exemples : nature de J. sin GJ dt (DV) etde .f Arctan (¢)In [1 + tizj dt (CV)
1

1

Proposition (*) : On suppose que :
D f(x) = 0(g).
2) gestintégrable en b

Alors f est intégrable en b .

Corollaire (*) : On suppose que :
D () = o(g().
2) gestintégrable en b
Alors f est intégrable en b .

1 +o0
Exemples : nature de j sin (lj dt (CV) et de I sin(t)e"zdt (CV)
t

0

—0

16



2) Méthodes pour étudier la nature d’une intégrale.

Méthode (*) : on s’intéresse a 1’intégrabilité de f sur Iz[a,b], Iz]a,b], Iz[a,b[ou
b
I =]a,b[ (qui entraine la convergence de I’intégrale J. f()dt)

1) On commence par dire que f est continue (par morceaux) sur / .
2) Etude aux bornes
- Sil= [a,b] ,onn’arien a faire.

- Sil =]a,b] on étudie I’intégrabilité en a etsi / =[a,b[, on étudie en b .

- Sil= ] a,b [, on étudie I’intégrabilité en a et b. Au besoin, on prendc € ] a,b[
c b
et on étudie If(t)dt et jf(t)dt

3) Onregarde le cas/ = [a,b [ . On peut :
- Calculer I’intégrale si c’est possible (rare).

b b
- Utiliser que si Viel,0<|f(1)|<g(r) et Ig(t) d t converge, alors If(t) dt

converge absolument, donc f est intégrable sur / .

- Comparer avec une intégrale de référence :
= Si f(x) - g(x), gest intégrable en b si et seulement si f est

intégrable en b .
= Si f(x) =b0(g(x)) ou f(x) =b0(g(x)) et gestintégrable en b, alors
f estintégrable en b .

» En particulier, s’il existe o >1tel que ¢“ f(¢) —>b0, alors f est intégrable
t—>+

enb.
= sitf(1) > aeR U{-ow,+0},alors _[fdiverge.
1

A expliquersi ¢ f(f) — +o avec -0
t—>+0 tf(f) {—>+o

4) Faire une intégration par parties pour se ramener a une intégrale plus simple a étudier.
5) Faire un changement de variable.

b
Remarque : parfois, .f f(t)dt est convergente mais il n’y a pas absolue convergence et f n’est

b
pas intégrable sur / . On dit alors que .f f(t)dt est semi-convergente.

a
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Exemples (%) :

sin (¢ .
1) I Ja’t est convergente, mais pas absolument convergente (PV)
t
1

4+ .
sin (¢
2) I Ja’t est convergente.
t
0

2Nx N-1 (kD)7 N-1 (k+1) 7
A faire en utilisant I |s1n (t)| dt > z J. |s1n (t)| Z " _'_11) I |sin (t )| dt et que |sin| est
k=1 jr k=1 T kr

7 - périodique.

Remarque (*) : lorsque / = [a,b[ et que f est de signe fixe au voisinage de b, alors f est
b
intégrable en b si et seulement si j f(¢)dt est convergente.

a

Exemples (*) : étudier la convergence des intégrales suivantes :
N *J?j £ +2t
P41

dt (DV)

_[ arctan(x)

2) dx (CV)

0

3) T’ln(t)

2
4) [—=e"ax(Cv)
0

5
) ! JtIn(?)
7/

2
dx . T
6 ———=— (DV avec le changement de variable u = ——x
) I el g S )

7 T cos(21) 4
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