PC* : DS2 - 4h — calculatrices autorisées.

“N’aie pas peur d’avancer lentement. Aie peur de rester immobile.” Proverbe chinois
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Probléme 1 : soit 7 un entier naturel. On pose I, = Icos" tdt
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1) Prouver que pour tout entier naturel n, I ,, =

0

2) Prouver que pour tout entier naturel n, (n+1)/
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3) Exprimer, pour n€ N, I, en fonction de n aI’aide de factorielles.
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4) Prouver que pour tout entier naturel , 1>~ > —— 5
n+
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5) Déterminer un équivalent de 7, lorsque n tend vers I’infini.
6) Prouver Vne N",Vu e[—n,+m[,(l+1j <e“.
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7) Prouver que pour tout entier naturel n>1,ona V¢ e [O, \/;J s (1 - —] <e’ < —_—.
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&) Onpose J, = I ¢ dt . On cherche sa limite lorsque 7 tend vers +o .
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a) Vérifierquesi n>1, j —dt= \/_I
0 (1+—)”
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b)  Exprimer, pour n>1, | ———du al’aide de
! (1+u?)

cos™ * tdt (on pourra poser u =tant ).
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c) Déduire de 6), 7a) et 7b) un encadrement de J, a I’aide de n, 1,,,; et 15, ,.
d) En déduire que _[ e dt est convergente et déterminer sa valeur.
0
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Exercice 2 (ENS 15, option BL) : Soit neN" et £=M,(R).On définit T, : 2

A A,

i=1

1) Montrer que 7, est une application linéaire.
2) Déterminer, en justifiant la réponse, le rang de 7, et la dimension de son noyau.
3) Démontrerque VA4,BeE,T (AB)=T, (B4)
4) Onnote (E,)),.; ., labase canonique de £ =M, (R). Démontrer que pour tous entiers 1<4, j,k,/ <n,
ona k£, E, =E  etE E  =0sij#k.
5) Soit f:E — R, linéaire. On suppose VA, Be E, f(AB)= f(BA)
a) Démontrer que si i j,alors f(£,;)=0.Prouver que f(£,;)ne dépendpasde i.
b) Montrer qu’il existe unréel x telque VA€ E, f(A)=xT,(A).



N E—>L(ER) | E->R
6) On considére 4: ,ou h(B):
B — h(B) A—T, (AB)
a) Montrer que / est linéaire.
b) Soient deux entiers i, j tels que 1<i,j<n.Soit Be k£ . Calculer T, (E, ;B).
¢) Montrer que / est injective.
d) Endéduire quesi ge L(E,R), il existe B e E telleque VA€ E,g(A)=T,(4B) .

7) Soit neN". A-t-on VA,B,CeE,T(ABC)=T,(4 CB) ? Justifier la réponse (on pourra utiliser 5).

Probléme 3 (Mines 17, option PSI) :

Notations :

Dans tout le probléme, E estun C espace vectoriel de dimension finie non nulle.

Soit n, p e N". La matrice nulle de M,  (C)estnoté 0, et celle de M, (C)estnotée 0, .

Si u e L(E), u est échangeur si et seulement si il existe deux sous-espaces vectoriels F',G de E tels que :
E=F®G,u(F)cGetu(G)cF

On dit que u est de carré nul lorsque u” =u o u est I’application nulle.

Une matrice carrée A est de carré nul si et seulement si 4° est la matrice nulle.

On dit que u est nilpotent lorsqu’il existe # € N" tel que u" =0

Si u,ve L(E), uest semblable & v lorsqu’il existe un automorphisme ¢ de E tel que u = povog™" . On notera

que dans ce cas vest semblable a u .

L’objectif est d’établir des liens entre les trois conditions suivantes :
(C1) :I’endomorphisme u est échangeur.

n.p np

(C2) :ilexiste a,b e L(E), tous deux de carré nul, tels que u =a+5b .

(C3) :les endomorphismes u et —u sont semblables.

0, B
1) Soit M:[A 0 ]EM”H)(C),OU AeM,, (C)et BeM, (C).
P
. OVI B .
Calculer le carré de la matrice 0 o |€ M,,,(C) etmontrer que M est somme de deux matrices de
pon P
carré nul.
I 0, o
2) Soit la matrice diagonale par blocs D = 0 1”’ eM,,,(C). Montrer que D est inversible, calculer
p.n P

D' puis DM D™. En déduire que M est semblable & —M .
3) Onsuppose (C1) vérifiée. On suppose que u est échangeur et on consideére deux sous-espaces vectoriels
F,Gde Etelsque E=F®G, u(F)cGet u(G)cF .

a) On suppose que F et G ne sont pas nuls. Décrire la forme de la matrice de u dans une base B
adaptée a la décomposition E=F DG .

b) En déduire que u vérifie (C2) et (C3) . On n’oubliera pas de considérer le cas ou F ou G est
nul.
4) On suppose dans cette question que (C2) est vérifiée et que u est un automorphisme de E . Soit ainsi
a,b e L(E) , tous deux de carré nul, tels que u =a+5 .
. . . dim(E
a) Soit f e L(E)telque f* =0, . Etablir que dim(ker(/))> %() )
b) Démontrer que E = ker(a) @ ker(b), que ker(a) = Im(a) et que ker(b) =Im(d).

¢) En déduire que u est échangeur (donc que (C1) est vérifiée).



5)

6)

Soit dans cette question u € L(E), quelconque.

a) Montrer que la suite (ker (u ¥ ))k . est croissante pour I’inclusion.

€

b) Montrer qu’il existe un entier naturel ptel que Vk = p, ker(uk ) = ker(u” ) . On pourra
introduire la plus grande dimension possible pour un sous-espace ker (uk ) avec ke N.

Montrer alors ker(u” ) = U ker(uk ) et que p peut étre choisi parmi les entiers pairs.
keN

¢) Montrer que E = ker(u”)@ Im(u")
Soit dans cette question u € L(E), non bijectif. On suppose que (C?2)est vérifiée et on considére
a,be L(E)tels que u=a+b et a’=b">=0. Soit, d’aprés 5b) un entier pair p tel que

ker(u”) = ker(uk)

keN

On admet la validité du théoréme suivant : tout endomorphisme nilpotent d’un C espace vectoriel de
dimension finie est échangeur.

a) Montrer que aet b commutent avec u”.
b) Montrer que H = Im(u” ) est stable par @ et b et que les endomorphismes induits a,, et b,

sont de carré nul.
¢) Montrer que u est échangeur. On pourra utiliser, entre autres, le résultat obtenu au 4c).



