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Probléme 1 : soit 7 un entier naturel. On pose I, = Icos" tdt
0

1)Soit neN.Ona I,,, = |cos"?tdt = |cos(t)cos"" tdt .

S 0|y
O |y

On effectue une intégration par parties en posant : )
v'(¢) = cos(t) v(t) =sin(¢)

u(t) =cos"' () avee {u '(t) =—(n+1)sin(¢)cos" (¢)

2
. . . z/2 .
Les fonctions u et vsont C'etil vient: /[ , = [sm(t) cos"*! (I)J . T (n+ I)J sin® (f)cos” tdt .
0

L3

n+1 I}
n+2

n+2 n

2
Onadonc /,, = (n+1)J.(1—cos2 (t))cos"tdt =(n+1)({,—1,,,) .[Donc VrneN,]I
0

2) On montre par récurrence sur n € N : H(n):"(n+1)1 I = %“

n+l"n
% et I, =|cos(t)dt =1, donc H (0) est vraie.

oSty

2
-Pour n=0,0ona /| :Ildt:
0

- Soit n e Ntel que H(n)vraie. Onadonc (n+1)/,,1, = % . On calcule alors :

(n+2)I,,,1,., =+ 1  enutilisant 1). Onadonc (n+2)I, ,1,,, = % et H(n+1) vraie.
On a donc bien VneN,(n+1)I 1, :%

n+1 o . - A
3)Ona VneN,],,, = _21" , donc pour n € N, il vient par récurrence en itérant le procédé :
n+

I _2n-1 _2n-12n-3 _ _2n-12n-3 1
oo M 2m 22770 w2720
On multiplie en haut et en bas par les termes pairs :
- -2).... ! 2n)(2n—-1)(2n-2)....1 2n)!
_Gm@n-D@n=-2)..1, @ 7 e I _@m@n-H@2n-2)...1, __Cn! =

[2(a(n-D)(n-2)..D] " 2" (n!)* 2 [2(n(n-D(n-2)..0] " 2" (n!)* 2

4)SoitneN.Ona (n+1)1, 1, :% ,donc I, #0.Enoutre, V¢ e {0,%}cos"*2(t) <cos"'(t) < cos" (1),

k4 L4

[N

2 2 2
donc : par croissance de 1’intégrale, J.cos"+2 tdt < J-cos"+1 tdt < J.cos’”1 tdt
0 0 0

. 1 1
Onaalors [, <1 <I ,doncendivisantpar [, #0: ;—*ZS;—”SI.
1 1 +1
Onamontréau 1) que /,,, = nr I,.Onadonc VneN,1>-i> 1T
n+2 I, n+2

. 1
5) De 4), on déduit par encadrement que I”” — 1.Donc 1, ~ I,

n—+o0o n—+o



, . 2nl} [2
On apar ailleurs Vane N,(n+1)I,,,I, = 2 Z Donc nl? ~ ﬁ,puls UETINEN I, et —nln - 1.
b4

n—+0 T notw
T
Donc |, ~ ,[—
n—>+o0 2n

6)SoitneN*.Soitue[—n,+oo[.0napour acR :e“21+a

5

4|

u
. u - .
On obtient donc 0 < (1 +—j <e” .Donc comme x — x" est croissante sur R
n

on a bien Vae N’,Vu e[—n,+00[,(1+1J <e
n

7) Soit n e N”. Soit te[O,ﬁ]Onaalors 0<#*<n,donc —#*>—

2

n
. t _
On a alors directement [l ——J <e avec 6).
n

2

n
. 2 1 . . L. L t . .
Il reste & prouver e < ————, ce qui en prenant I'inverse équivauta ¢’ >| 1+— | . Ceci est vrai en
2 n

. . . fY .
utilisant & nouveau 6), puisque ¢* > —n .|On a donc bien Ve [0,1/ n}, {1 ——] <e' < _
n

8a) Soit n € N". On effectue un changement de variable et on pose u = =(t).On abien ¢ de classe C'

N

n
et du= i . 11 vient alors directement ‘[ —dt = \/_ I
0

Jn a +f)"
n

8b) On effectue un nouveau changement de variable, et on pose u =/ (¢) =tan () avec ¢ € {0,%} etue [0,1] .

1
te
cos’ t (1+u ) 1+ tan® (r)

La fonction  est bien C'sur [0,%} et on obtient du = 0s’ (1)

Donc du = |cos™*tdt

O |y

[ewr
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Vi e n N 1
8c) D’aprés 6), on a I (1——] dt<J, I —dt.
0 n 0

N

2n-2

Deés lors, avec 8a) et 8b) , on obtient J, < \/;J.cos“’2 tdt, donc comme |cos™ " tdt>0 (puisque la fonction
0

BN e—ly

sous I’intégrale est positive), il vient J, < \/712,172 @.

N 2\
. . t . .
On étudie ensuite I (1 - —] dt de maniére analogue : on effectue un changement de variable et on pose
n

0
i

u=ﬁ=€0(t).0naalors ![1—%jndt:\/7j;(l_uz)n du.

On pose ensuite u = sin (x) (sin est bien C'). On a alors d u = cos(x)dx et il vient :

N 2} %
I (l—t_j dt = \/;J(cos(x))z"+1 dx.Onadonc J, 2:[n1,,, (2)
0 n 0

Avee (I)et (2), on déduit que |[\n 1, <J, <1, ,

8d) On justifie tout d’abord la convergence de I e"dt.On pose h(t) = ¢ . Elle est continue sur R, et par
0

. , 1 1 . .
croissance comparée, t*(f) — 0 ,donc h(¢) = O(Tj . Or ¢+ —est intégrable en +oo, donc / I’est aussi et
140 t—+0 t t

+0
I e dt converge|.
0

De plus, On a vu au 5) que /, ~ / 21 .Donc I, ., ~ /41 et \/lem ~ f% . Donc \/;IZW+1 - %
n—+w0 n n—>+o0 n n—>+w n—>+ow

A z z .
De méme,ona nl, , ~ 7 et ynl, , — ,|— .|[Donc parencadrement, lim J, =~——

n—+w n—>+w 4 n—+wo

Probléme 2 (ENS 15, option BL.) : Soit ne N". Soit £=M,(R).

1) Soit 4,B€E . Soit AeR. Alors T, (A+AB)= Y (A+AB), =T, (A)+ AT, (B) .

i=1

‘Donc T, est une application 1inéaire|.

2) On démontre que Im(7,) =R par double inclusion. On a déja Im(7,)c R.
De plus, si yeR, T, (yE,;)=y, ou E| estla matrice dont tous les coefficients sont nuls, sauf celui de la

premicére ligne et premiére colonne qui vaut 1.

Donc y e Im(7,)et|Im(7,) =R

Ainsi, rg(T,) =1 et par théoreme du rang, |dim(Ker (T”)) =dim(E)-1=n*> -1




n_n n

3) Soit 4,B€E . Alors T, (4B) = i(AB)” = iiAi,fB,j =2 2B, A, =2 (B4), =Tr(BA).
i=1 i=1 j=1 J=1i=1 Jj=1

On a donc bien V 4,B € E.T, (4B) =T, (B4))|

4) On suppose 1<, j,k,[<n.

On calcule (E,.’/.E/.,,( )pq = Zn:(Ei,,-)m (E,-,k )Sq = (Ei,/')pj (E/',k )jq =004y = (Ei,k )pq :
s=1
On rappelle ici que &, =1sii=p,et 5, =0si i# p.Onadoncbien £, £, =E,,
Pour j #k,il vient (Ei’/.Ek,,)pq = g(E"»f)ps (Ek,,)sq = (Ei,/.)u (Ek»l)jq =0car (Ek’,)/q =0puisque j#k.

o

‘Onadonc bien E, E., =0 si j;tk.‘

S5a) Soit f: E — R, linéaire. On suppose VA,Be E, f(AB)= f(BA)

Alors soit i # j.On a f(Ew.):f(E, E. ):f(Ej’jE,wj):f(OE):Ocar f:E— Rest linéaire.

L,J7 s

‘Onadonc bien f(£,;)=0si i;ﬁj‘

De plus, pour i # j, f(E”) :f(E”EjJ) :f(Ej‘iEi)j):f(Ej’j)
Donc ‘f(EH)ne dépend pas de i ‘

5b) Onpose x = f(E, )= f(E,,)=..= f(E,,).

Les applications linéaires f et x7, coincident sur la base canonique de £ (en effet, 7, (E ) =1pour 1<i<n,

ii

et 7,(E,,)=0sii#; ).

n

‘Donc il existe unréel x telque VA€ E, f(A)=xT,(A) ‘

s E—> L(E,R) . E—>R
6a) On considere 4 : ,ou h(B):
B — h(B) A—T, (AB)
Soit B,C e E. Soit AeR. Alors h(B+AC)(A)=T,(A(B+AC))=T,(AB+1AC).
Or T, est linéaire, donc h(B+AC)(A) =T, (4B)+ AT, (AC):h(B)(A)+/1h(C)(A):(h(B)+/1h( c))(A).
Donc les applications h(B +1 C) eth(B)+ﬂ.h( C) coincident en tous A € E : elles sont égales.

|D0nc h est linéaire|.

6b) Soit deux entiers i, j telsque 1<i,j<n.Soit B€E .

Alors T, (E, ,B)=T,(E, ;> > B, E, )=>> B, T (E, E, )parlinéarité de T, .

g
p=lg=1 p=1 g=1
J.qn
Onadonc|T, (E, ;B)=B,,

6¢) Soit B e E . On suppose que 7 (B)=0. Alors VA€ E,h(B)(A)=T,(AB)=0.
En particulier, pour 1<, j<n, h(B)E,;)=T,(E, ;B)=B,,=0

Dongc tous les coefficients de B sont nuls et B=0.Donc Ker(h)={0} et

Donc 7, (E, B)=) B, T, (E, )=B, enutlisantque E, E, =0si j=#p avec4).
q=1



6d) On sait que dim(L(E ,R)) =dim(F), donc comme / est injective, on peut dire qu’elle est bijective, donc

surjective.
‘Dés lors, sig € L(E,R), il existe B e E telle que VA € E,g(A) =h(B)(A4) = T”(AB)‘.

7) Soit ne N" . Soit A€ E . Onpose, pour Be E, f(B)=T,(AB) . f estlinéaire.

On suppose par I’absurde V 4,B,C € E,T,(ABC)=T,(4 CB).

Alors VB,CeE, f(BC)= f(CB), donc avec 5), il existe un réel x telque VB e E, f(B)=xT,(B).
Onadonc VBeE,T,(AB)=xT,(B),ou x dépendde 4 (mais pasde B).

Onprend A=E, ,,
Onadonc VBeE, T (E,; B)=xT,(B).

On I’applique pour B=E;, : T (E,; E,,)=xT (E,;,) ,donc T, (E,;)=0 et 1=0. C’est absurde !

‘Donc onn’apas VA,B,CeE, T (ABC)=T (4 CB)|

avec 1<i,j<netizj .

Probléme 3 (Mines 17, option PSI) :

0 B 0
1) Soit M:[I;' 0 ]eM,Hp((C),ou AdeM,, (C)et BeM,, (C).On considére {0" jean(C)et
P pn Up
loul [O" 5 ] (0)
on calcule =(0)|
Op,n Op

4 0 0 0 0

P p.n P P

0” 0" P 0" B On On ’
Dés lors, on écrit|M = T+ . Comme 4 ”'| =(0), on conclut :

M est bien somme de deux matrices de carré nul.

, 1, 0, P I R U P 1
2) Soit D = TleM,, ((C) Alors D* = P =1,  .Donc |D est inversibleet D~ =D,
017»" _[ﬁ ! Op.ﬂ Ip f
D 1 DMDfl DMD ( In Onpj[on B]( In Onp] [On BJ( [n 0;1[)] M
e plus, = = . - Ay
0,, -1,)l4 0,)l0,, -I, -4 0,)\0,, -1,

Donc |M est semblable 3 —M |

3a) On se place dans la base C = (fl,...,fn,gl,...,gp) de E . On sait que u est échangeur, donc pour k € [[l,n]],

u(fk)erVect(gl,...,gp) et pour k e[[l,p]], u(gk)erVect(fl,...,fn).

0 B
Des lors, Mc(”)=M=[/; 0 ]GM"“,(C),OH AdeM,, (C)et BeM, ,(C).
P

3b) On suppose tout d’abord que F et G sont non nuls.

Mont érifie (C2) . On vient de voi M M 0. B O Oy O B
. =M = = o+ .
ontrons que u vérifie (C2) . On vient de voir que M .(u) 40 40 0 0

pn P

0

n n,p

40 ] et celle telle que

Alors en considérant I’unique application linéaire a € L(E)telle que M. (a)= [ ’
P

0 0

p.n P

0 B
Mc(b):{ " ],on a, avec M(a*)=(0) et MC(bZ):(O),donc|a et b sont de carré nul|



I, 0
On prouve que u vérifie (C3) .Onavuau2)quesi D= [0 ! "[’p ) eM,,, ((C) ,alors DM D™ =-M . Donc

pn p

si on prend d tel que M (d)=M ,alors u=do(-u)od ', donc |u et —u sont semblables.|

Il reste a traiter le cas ou F ={0,} (on procéde de méme si G ={0,}).
Comme E=F®G,ona F=G etcomme u(G)cC F, uestnulle.

On prend donc a=b=0 de carré nul, et on a bien u =a+5b, donc (C2) est vérifiée.

L(E)?

De plus, on a aussi (C3) puisque u =—u =1Id, ocuo (IdE )71 =0, -
Le résultat reste vrai lorsque F ={0,}ou G={0,}.

4a) On suppose dans cette question que (C2)est vérifiée et que u est un automorphisme de E . Soit ainsi
a,b e L(E) , tous deux de carré nul, tels que u =a+5b .
Soit f e L(E)tel que f? =0, Alors si yelm(f), 3xek,f(x)=y. Soit un tel x. Il vient

f(¥)=fef(x)=0;,donc yeKer(f)et Im(f)c Ker(f)

Par théoréme du rang, on sait que dim(E) = dim(Ker(f))+dim(Im(f)) < dim(Ker(f))+dim(Ker (f)) .
dim(E)
2

Donc on a bien |dim(ker (f)) >

4b) On sait que u =a+b , avec a* =b* =0, et u bijective.

On prouve que E = ker(a)@®ker (b) . Soit x € ker (a) nker(b). Alors u(x)=a(x)+b(x)=0,, donc comme u

est injective, x =0, et ‘ker (a)"ker(b)={0,} |

dim(E)
2

Or par ailleurs, ker(a)@®ker(b) c E, donc dim(ker (a) @ ker (b)) <dim(E) .

On a donc ‘dim (ker (a) @ ker (b)) =dim(E) |, donc on conclut ‘ E =ker(a)®ker(b) ‘

D¢s lors, dim (ker (a) @ ker (b)) = dim (ker (a) ) + dim (ker (b)) > 2 en utilisant 4a).

dim(E)

En outre, on sait que dim(ker (a)) > @ . Si par [I’absurde dim(ker (a)) > 5y alors
dim(ker (a) @ ker (b)) >dim(E) , ce qui est exclu puisque ker (a) @ ker(b) C E.
On a donc dim (ker(a))= @ et par théoréme du rang, dim (ker(a))= @ =dim(Im(a)) .

En outre, comme 4’ =b* =0, ,, , il vient Im(a) c ker(a) .

Avec une inclusion et 1’égalité des dimensions, jon conclut ker (a) = Im(a) et de méme ker (b) = Im(b)|

4c) On veut montrer que u est échangeur.

On prend ‘F =ker(a) et G =ker(b) | On vient de voirque E=F®G.

Montrons que u(kera) c ker ().

Soit x e ker(a). On veut montrer u(x) € ker (b) Alors b(u(x)) =b(a(x)+b(x))=b>(x)=0,.
Donc on a bien u(x) € ker(b). Ainsi, u(kera) c ker (b)

De méme, on prouve que u(kerb) c ker (a) et on conclut que

cker(uk“).
(x ):u(OE):OE,donc xeker(uk”).

5a) Soit k € N . On prouve que ker(uk)
k

Soit x € ker(u ") . Alors u**! (x)=u (u



Donc |la suite (ker(uk))

est croissante pour 1’inclusion|.
N

S

5b) Soit 4 = {dim(ker (uk )),k € N} . Alors A est un ensemble d’entiers naturels non vide et majoré par
n=dim(E) . Il posséde donc un plus grand élément d = dim(ker(u” )), ou peN.

Soit alors k> p . Il vient d = dim(ker(u”)) > dim(ker(u" )) car d estle maximumde 4.

De plus, comme la suite (ker(u k ))kéN est croissante pour l’inclusion. Il vient ker(u r ) c ker(u ¥ ) , donc

dim(ker(u” )) < dim(ker(uk )) On en déduit que dim(ker(u” )) = dim(ker(uk )) .

Avec une inclusion et ’égalité des dimensions, on conclut |Vk > p,ker(u ’ ) = ker(u k)

On montre maintenant que ker(u” ) = U ker(uk ) par double inclusion.
keN

L’inclusion < est claire. On montre donc >.
Soit x e | ker(uk ) . Soit donc k e N tel que x € ker(u") )

keN

Alors si k> p, on sait avec b) que ker(u”) = ker(uk) ,donc x e ker(u”)

Sik<p,ona ker(uk)cker(u”) avec S5a), donc xeker(u”).

Dans tous les cas, x e ker(u" ) , donc on a bien ker(u” ) = U ker(uk)
keN

Enfin, ker (u” ) = ker(uz” ) donc on peut prendre p pair].

5¢) On montre que E = ker (u” )@ Im(u”).

Tout d’abord, par théoréme du rang, dim(E) = dim (ker(u” ))+dim (Im (u” ).

On prouve que ker(u”)mlm(u”) ={0,}.

Soit x e ker(u” )N Im(u” ), alors u”(x)=0,et 3y € E,x=u’(y). Soit un tel y.

1 vient u”(x) =u*"(y)=0,,donc ye ker(uz”) = ker(u”) (puisque Vk > p,ker(u ”) = ker(uk )).
Donc x =u"(y)=0,etonabien ker(u”)Im(u")={0,}.

IAvec I’intersection et I’égalité des dimensions, on conclut E = ker(u” ) @ Im(u” ) .

6a) On sait que a,b e L(E) sonttelsque u=a+b et a>=b>=0.
Il vient alors u” =(a+b)e(a+b)=a’+aob+boa+b’ =aob+boa.

On calcule u?oa =aoboa+boaca=aohoa.

De méme, aou’ =acaob+acboa=aoboa.

Donc on a bien u” oca = aou®. On procéde de méme pour b .

|Donc aet b commutent avec u’ |

6b) Montrons que H = Im(u” ) est stable par a.
Comme p est pair, on peut prendre ici p =2¢, avec ge N .

Soit ye H. Alors 3x € E,y =u”(x). Soitun tel x .



a(y) =a(u2q(x)):(a0(u2 ou2...ou2))(x) =((u2 ouz...ouz)oa)(x) =u’ (a(x)) eH

2 4 2
En effet, comme a commute avec u°, on peut montrer par récurrence que a commute avec u 7.

Donc on conclut que | H = Im(u” ) est stable par a |(et de méme stable par b ).

On sait que pour x € E, a’(x)=0,, donc cela reste vrai pour les éléments de H .

Donca, et b,, sontde carré nul‘.

6¢) On veut montrer que u est échangeur. On cherche donc deux sous-espaces vectoriels F,Gde E tels
que E=F®G, u(F)cGetu(G)cF.

On sait que E = ker(u”)@ Im(u”) .
On montre tout d’abord que H est stable par u .

Si yeH =Im(u”),a10rs il existe x € E tel que u”(x)=y.

Il vient u(y)= u( u”(x)) =u”(u(x))e H , donc |H est stable par u|

On cherche a appliquer 4c) & u,, et on prouve alors que u,, est un automorphisme de H .

Comme H = Im(u” ) est de dimension finie, il suffit de montrer que u , est injective.

Soit x € ker(uH) .Alors xe H = Im(u”) et u,(x)=u(x)=0,,donc x eker(u).

Comme ker(u”) = U ker(uk ) ,onadonc xe ker(u”)m Im(u” ) ={0,}, donc x=0,
keN

Donc ker(u,, ) ={0,}, u, estinjective et donc |u ,, est un automorphisme de H |

Deés lors, on applique 4c)a u, =a, +b, :

u , est échangeur, H =ker(a, ) ®ker(b, ) , avec u(ker(a,)) < ker(b,) et u(ker(b,)) < ker(ay).

On procéde de méme avec K :Ker(u”) :si xeK :Ker(u”), alors u”(x)=0,, donc u’"'(x)=0,et
u(x)eK = Ker(u”) . K est donc stable par u .

En outre, u . est nilpotent : si x € K = Ker(u” ),u” (x) =ug (x) =0, donc uy =0, . On peut donc appliquer le
théoréme admis : soient C,Dtelsque K=C®D, u(C)c Det u(D)c C

Des lors, on sait que E = H @ K =ker(a, ) ®ker (b, )®C® D =(ker(a, ) ®C)®(ker(b,)® D).
On pose F =(ker(a,)®C)et G =(ker(b,)®D).

Ivient E=F®G,u(F)c Get u(G)c F.Doncu est échangeuﬁ.




