7-Séries entieres

A) Rayon et domaine de convergence

1) Séries entiéres
Définition : soit ReR’. D(0,R)={zeC,

R.D(0,R)={zeC,
C(0,R)={z€C,

Z| <R } est le disque ouvert de centre O et de rayon

z| < R} est le disque fermé de centre O et de rayon R .

z| = R} est le cercle de centre O et de rayon R .

Définition : Soit(a,) e C". La série entiére Zanz” est la série de fonctions de la variable
neN

complexe an(z) ,avecpour tout ze C : f,(z)=a,et VneN',f (z)=a,z".

neN

Le domaine de convergence de la série enticre est D = {z € (C,Zanz” converge} .
neN

Remarques :

e pour (a,)eR", on définit de la méme maniére la série entiére Zanx” de la variable
neN

réelle x.
2n r: A n
e On note Zanz la série entiére anz telle que VneN,b,, =a,,b,,,,=0.

Exemples : déterminer le domaine de convergence des séries entiéres suivantes :

1) ZZ"
neN

n

) Y5

neN

3) ZZ—’:

neN b

4) Zn!z”

neN

2) Rayon de convergence.

Définition : Soit 4 R . Si 4 n’est pas majorée, on pose sup(A4) =+oo. La borne supérieure

de A est alors le plus petit majorant de 4 dans R {+o0} .

Lemme d’Abel (¥) : Soit Zanz” une série entiére. Soit z, € C*. On suppose que (a,z)est
neN

bornée. Soit z € C tel que |z

< |ZO|. Alors la série Zanz” est absolument convergente.
neN



n

z

. n
Preuve : a,z,

nl_
a,z ‘—

Définition (*) : soit Zanz” une série entiére, avec (a,) e C".
neN

e Le rayon de convergence R de cette série entiére, noté R(z anz”J est la borne
neN

supérieure de 4 = {r eR,,(a,r")est bornée} .Ona ReR, v {+oo} .
e Ledisque ouvert de convergence est {z € C,|z|<R}.

e Le cercle d’incertitude est C = {z eC,

z| = R} (lorsque ReR,).

Proposition (¥) : soit )_a,z" une série entiére de rayon Re R, U{+oo}. Soit zeC.
neN

e Si |z| <R, Zanz” est absolument convergente.
neN

e Si |z|>R, alors (a,z") n’est pas bornée. En particulier, Zanz” est grossierement
neN
divergente.

Preuve : Si |z| <R,

z| n’est pas un majorant de 4 = {r eR_,(ar")est bomée} . Donc on peut

trouver » <R, (a,r")est bornée et on conclut avec le lemme d’Abel.

Corollaire (*) : soit Zanz" une série entiere de rayon R e R, U{+o0}. Soit reR, .
neN

e Si (a”r" ) est bornée, alors R>r.

e Si (anr”)ne tend pas vers 0, alors R<r

Preuve : c’est la contraposée du résultat précédent (si (anr” ) ne tend pas vers 0, alors z a,z"
neN

n’est pas absolument convergente).

Trés utile en pratique pour déterminer le rayon de convergence.

Propriété : soient Zanz” et anz" deux séries enticres de rayons de convergence respectifs
neN neN

R,et R,.Si Zanz” et anz” ont méme domaine de convergence, alors R, =R, .
neN neN

Preuve : si par I’absurde R, <R,, on prend R <r<R, et Zanr” diverge et anr”

neN neN

converge : ¢’est absurde car {z eC, Z a,z" converge} = {z eC, anz” converge}

neN neN



Remarques :
e R=0 lorsque Zanz” n’est jamais convergente, saufsi z=0.
neN

e R =+ sietseulement si Z a,z" est absolument convergente pour tout complexe z .
neN

e Ce qui se passe sur le cercle d’incertitude (pour |z| = R) est subtil. Tout peut arriver.

Exemples : reprendre les exemples précédents. En plus :
1) Rayon de convergence de 24”2”

neN

2) Rayon de convergence de Z (1+cos’ n)z"
neN

Définition : Soit Zanz” une série entiére de rayon ReR™ U {+ oo} . On suppose (a,)eR"
neN

+0o0

Alors la fonction d’une variable réelle f donnée par f(¢)= Zant” admet un domaine de
n=0

définition D tel que |-R,R[ = D =[-R,R].

]-R.R[ est alors Pintervalle ouvert de convergence.

3) Outils pour calculer le rayon de convergence.

Proposition (*) : soient Zanz” et anz" deux séries enticres de rayons respectifs R et R, .
neN neN

e Sia, = O(b,),alors R, >R,

—>+00

e Sia, = o(b,),alors R, >R,

-+

e Sia, ~ b, ,alors R =R,

—>+0

Preuve : si a, = O(b,), alors soit »<R,. Ona |a,|r" = O([p,

r") donc » <R, . Puis on fait
tendre r vers R, donc R, > R,
Sia, ~ b,,alors a,=0(b,) et b,=0(a,)

n
n—+o

n

Exemple : rayon de convergence de Zarctan (%)Z .

Rappel : régle de d’Alembert pour les séries : soit (U, ) une suite de réels strictement positifs
tels que % — aeR, U{+x}.

n—>+0

e Si0<ac<l,alors lasérie ZUn converge.

e Siae [1,+oo] , alors ZUn diverge grossierement.



Régle de d’Alembert pour les séries entiéres (*) : soit Zanz” une série entiere. On suppose
neN

a
—ll 5 peR.

n—>+o0
an

Alorssi be R, R(Za”z”J:% etsi b=0, R(Zanz"J:+oo

neN neN

que VneN,a, #0.On suppose aussi que

Preuve : a faire.

2n
Exemple (*) : trouver le rayon de convergence de Z[ Jz" .
n

n—+0w

. 2n
Soit U, =[

r", avec r>0.A10rs% — 4r . Puis Rzl.
n U 4

Propriété : Soit o € R. Alors le rayon de convergence de Zn“z" est égal a 1.
neN

Preuve : avec d’Alembert.

Remarque : la régle de d’ Alembert pour les séries entiéres ne fonctionne pas pour les séries

lacunaires de la forme » @ z*" ou » a z*""', car de nombreux termes de la suite (a, ) sont nuls.
n n n

4) Opérations et ravon de convergence.

Propriété : soient Zanz” et anz” deux séries entieres de rayons respectifs R et R, .
neN neN

Soit R le rayon de convergence de Y _(a, +b,)z" . Alors R>min(R,,R,) .

neN

Preuve : si 0<r<min(R,,R,), alors (a,+b,)r" est bornée, donc r<R.

Rappel : produit de Cauchy de deux séries numériques : soit ZUn et an deux séries a
termes complexes absolument convergentes. Le produit de Cauchy de ces deux séries est la

série ZWn,avec W”:Zn:UpVWPZ z u,v,.
p=0

p+q=n

Alors la série z W, est absolument convergente et on a z W, = (Z U pJ(Z VqJ .

n=0



Proposition (*,PV) : produit de Cauchy de deux séries entiéres.

Soient Zanz” et anz" deux séries enticres de rayons respectifs R et R, .
neN neN

n
On note R le rayon de convergence de la série entiere chz" ,avec VneN,c, = Zap b,
neN p=0

Alors R >min(R,,R,). De plus, si |z| < min(R,,R, ), alors Zw:cnz” = (i apsz[iquqj
n=0 p=0 q=0

Preuve : c’est le produit de Cauchy des séries numériques avec U =a z et V. =b z7.
p p q q

On I’applique pour U, =a,z’et V, =b,z* pour |z|<r <min(R,,R,), donc D I,z" converge
neN
par produit de Cauchy sur les séries numériques.

Exemple : soit z € C tel que | z | <1. Montrer que a ! y = Z(n +1)z"
—Z n=0

Remarque : si on veut faire le produit de Cauchy de deux séries entiéres, toujours écrire ces

+00
séries sous la forme Za ,Z" (sinon la gestion des indices est trop compliquée)
p=0

5) Méthodes et exemples de recherche de rayon de convergence.

Méthode (*) : pour déterminer le rayon de convergence R d’une série enticre Zanz” , on
neN

peut :
e Utiliser d’Alembert lorsque 3N e N,Vn > N,a, #0.

e Procéder par double inégalité. Prendre » > 0 et étudier la suite (anr” ) . Sielle est bornée,

alors R>r. Si(anr”)ne tend pas vers 0, alors R<r.

Faire un dessin aide a réfléchir.
e Utiliser a, =0(b,) ou a, ~ b,.

n
n—+w

Exemples : déterminer le rayon de convergence des séries entiéres suivantes :
2
n” +In(n
1) Z - ( )Zn
3
2) Zecos(n)zn (R — 1)

3) Z%z"([e:g)



B) Régularité de la somme d’une série entiere

1) Continuité.

Proposition (*) : Soit Zant” une série entiére de la variable réelle de rayon de convergence
neN

Re Rt ) {+ oo} . Alors Zant” converge normalement sur tout segment de ] -R,R [ .
neN

Preuve : soit [a,b] c ] -R,R [ Soit 7= max(|a|,|b|) <R. Zanr” converge absolument donc
neN

on a convergence normale sur [—r,r] donc sur [a,b] .

Remarque : la série Z a,t" ne converge pas toujours normalement sur ] -R,R [ 11 suffit pour
neN

cela de prendre Zt” .

neN

Proposition (*) : Soit Zant" une série entiére de la variable réelle de rayon de convergence
neN

ReR’ U{+w}.Pour te]-R,R[,onpose f(1)=) a,".
n=0

Alors f est continue sur ]—R,R [

Preuve : il y a CVU sur tout segment de la série de fonctions.

Propriété admise : soit Zanz” une série enticre de la variable complexe de rayon de
neN

convergence R eR’ U{+oo} . Pour ze D(0,R),onpose f(z)=Y a,z".
n=0

Alors f est continue sur D(0,R) (ainsi, si z, € D(0,R), alors f(z) = f(z,)).

2) Intégration et dérivation terme a terme.

Proposition (*) : les séries entiéres Zanz" et Zn a,z" ont méme rayon de convergence.
neN neN

Preuve : notons R et R, les deux rayons de convergence. r" |nan| >r"
(-

Si r <R, alors en prenant r <r'< R, ,ona r"

an|20 donc si 7 <R,,

an|) tend vers O et » <R, donc R, 2R2—l et R >R,.

rﬂ
nan| =—n
r

anr""—>0, donc r<R,et R <R,.

On a donc bien R =R,



. s a,. A
Corollaire : les séries Zanz” , Z na,z" = z —-Lz" ont méme rayon de
neN neN” neN n>1 n
convergence : ce dernier est inchangé par derlvatlon ou mtégration terme a terme.

Preuve rapide : Z na,z""' converge si et seulement si Znanz” converge (séparer le cas
neN’ neN

z=0). De méme, Zanz” converge si et seulement si Z za, 2"
neN neN’

a
Puis on applique le résultat a Z A z St n
neN 1 + 1 > N

Proposition (*) : Soit Zant” une série enticre de la variable réelle de rayon de convergence
neN

ReR U{+ow}.Pour t€]-R,R[,on pose f(t):iant".
n=0

Alors f estde classe C”sur |- R,R | et on peut dériver terme a terme.

| +00 |
Ona Vte] R R[ VkGN f(k)(t) Zk:a ( ‘k)[tn_k :Z_(;awrk (n;:'k).tn

Preuve : on montre que fest C' sur |~R,R[. On sait que » a,z"et » na,z"ont méme
neN neN

rayon de convergence.
Soit 0<7<R.Onnote U, (t)=a,t"pour ne€N.Ona CVN de la série de fonctions Z(Un )'

sur tout segment de |- R,R[ et CVSde Y U, sur |-R,R].

+© +00 '
Par écurtence. /(0= 3-(U,)" (=3, =t = Ya, , O

n=0 k)' n=0 n'
Exemple (¥) : Pour ¢ € |-L1[, onpose f(1)=) ¢" :ll_t_

n=0 -
Calculer f*(¢)de deux maniéres et en déduire —k+1 = Z( ] i
VTS LI
n=k ( _k)' (1 t)k+1

Proposition (*) : Soit (a,) e R" et Zant" une série entiére de la variable réelle de rayon de
neN

convergence R e R" U{+oo} . Pour 1€]-R,R[, on pose f(1)= a,". Alors la fonction

+o0

définie par F(t) = Z 1" = zht” est une primitive de f sur |- R,R[.

n=0 1 n=1 N

Ainsi, si [cd] ] RR[ J(Zal”]dt—Za Il dt=F(d)-F(c).

n=0 c



Preuve : on applique le résultat précédent & F . On peut aussi utiliser le théoréme d’intégration
terme a terme pour les séries de fonctions sur [c,d ] c ] -R,R [ .IlyaCVN donc CVU.

Exemples (*) : & partir de Vre|-1,1 [% = it” , on obtient :
- n=0
. Vxe] ll[lnl x Z—

n=1 N

. Vxe] 11[1n1+x Z( 1)

nln

n 2n+l
e Vxe]-11[,arctan(x) = Z_(;(—zl)n—fl

C) Développement en série entiére d’une fonction

Onnote K =Rou C.
On prend maintenant une fonction et se demande si elle s’écrit sous forme de série enticre.

1) Développement en série entiére des fonctions usuelles.

Définition (*) : soit » > 0. Une fonction f:7 — K est dite développable en série entiére sur

] —r,r [ c I si et seulement si il existe une série enticre Z a,t" de rayon de convergence R > r
neN

telle que Ve e |-r,r[,f(1)= +Zoc:ant" .
n=0

f est développable en série entiére au voisinage de 0 si et seulement si il existe » > 0 tel que

/f est développable en série entiére sur |—r, 7|

Propriété : soient f et gdeux fonctions développables en séries entiéres sur ]—r,r[ avec

r>0.Alors f+get fgsont DSE sur |—r,r|

Preuve : immédiat avec un produit de Cauchy.

Théoréme : Formule de Taylor avec reste intégral (*) : soit a et b des réels quelconques
d’un intervalle 7, et soit £ une fonction de classe C"*' sur I a valeurs dans R . Alors :

(k) by \n
f(b) z.f (Cl) k+J'(bn't) f("+1)(f) dt .

* (0) J‘ (x

En particulier, si 0 €/, alors pour tout xe 7, f(x)= Z S f D () dt
k=0

Preuve : par récurrence et intégration par parties.



Corollaire : inégalité de Taylor-Lagrange (*) : Soit n € N ; soit fune fonction de classe C"*'
sur un intervalle 7, a valeurs réelles ou complexes. Soit a,b € I. On suppose qu’il existe

|n+1

M, R, tel que Vxel,

£ <My, Alers £ (8= C D' (| <2

W n+l*

Preuve : on majore le reste intégral en distinguant suivant que a < b ou pas.

Exemple : soit x e R. Alors

ex—z%

————. Donc expest DSE sur R et on obtient

son DSE.

Remarque : les DLs et la formule de Taylor-Young sont locaux ; le DSE et les formules de
Taylor-Lagrange et Taylor reste intégral sont globaux.

DSE usuels : a connaitre avec soin. Expliquer comment on déduit les DSE sur Rde
cos,ch,sh,sin .

2) Unicité du développement en séries entiéres

Proposition (*,PV) : Soit Zant” une séric entiére de la variable réelle de rayon de
neN

convergence R € Rt ) {+ oo} . Pour te ] -R,R [ , on pose f(t)= ﬁant" . Alors

f(0)

VneN,a, =
n!

|
(n+h)!,

n+k
n!

Preuve: Vie|-R,R[,VkeN, V()= a
n=0
On évalue la relationen 1 =0.

Corollaire (*) : il y a unicité¢ du développement en séries entieres. S’il existe » > Otel que

Vxe]- rr[Zanx —be alors VneN,a, =b,.

n=0

En particulier, s’il existe > 0tel que Vx e |—r,r [,Zanx” =0,alors VneN,a, =0
n=0

+00 + o0 (n)
Preuve : on pose f(x)= > a,x"=> bx"pour xe|-r,r[. VneN,aq, _ SO b
n=0 n=0 n:

3) Développement en série entiere et série de Tavlor.

Définition : soit f une fonction de classe C” au voisinage de 0. Alors la série de Taylor de f

ANON

est la série entiére z '
n'



Remarques :

Si f est DSE au voisinage de 0, alors elle est égale a sa série de Taylor au voisinage de

0.

I1 est possible qu'une fonction DSE soit définie sur un intervalle plus grand que celui

sur lequel elle est développable en séries enticres.
400 _l)nx2n+1

Par exemple, Vx e |—-1,1[,arctan(x) =) ( o
n=0 n+

Il est méme possible que la série de Taylor de f ait un rayon de convergence

strictement positif mais que f ne soit pas DSE au voisinage de O :
1

Exemple : soit f(x) = eijpour x#0 et £(0)=0.

mais c’est faux pour x=2.

On peut montrer qu’il existe un polynéme P tel que Vx =0, £ (x) = f (x)
On déduit que fest C”sur R, que sa série de Taylor a un rayon de convergence
ROW

infinie, mais que Vx # 0, f(x) # z S
n!

4) Applications :

Développements en séries entiéres de fonctions :

Exemples (¥) :

) f(x)=\/li—2-
X

2) Soit f(x)=

Montrer que f est DSE sur ]—1,1[ et trouver ce DSE. On trouve

2]’1 x2n
1 .

V1+x? ;( 4 ( n j 4"
(1—_). On fait un produit de Cauchy. In(1-x) = —i Xy

n=1

f(x)=—x+Z(Z( - j( ' ”=Z(Z( DW]

n=0 p0 n=1

3) Pour développer une fraction rationnelle en série entiere, on décompose d’abord en

¢éléments simples.

1 1 1 2 1
Exemple : DSE au voisinage de 0 de = == +=
P £ SO 1+x-2x" 3(1—xj 3(1+2xj

+00

Puis f(x)= %Z (1- (=2 )x”

n=0

10



o Utilisation des séries entiéres :
1) Montrer qu’une fonction est C”:

sin x

On pose VxeR’, f(x)= et f(0)=1. Montrer que fest C”sur Ret préciser

2n

£"(0) sineN.Ona VxeR,f(x)zi(—l)"ﬁ FM0) = (- )( 1)'

2) Exemples de calculs de somme :

< 7 1 = 1 —n 3
a) Calculer » —. On utilise ———=» nx""avec x=—. On trouve » —=—.
) ; 3" (1-x)* HZ:; 3 HZ:; 3" 4
b) Rayon de convergence et calcul de z " T ! x".  On trouve
n=0 n.

+00 n2+1
Z X' =(x"+x+1)e".
n=0 n‘

nln

n—1
c) Montrer que z( D =In2.Onutilise Vx e |-11[,In(1+x)= Z( 1)

+00 1 k-1 k|
(=D . Donc la série
k=n+1 k |

de fonctions CVU sur [0,1] et est continue en 1.

on prend la limite quand xtend vers 1, avec

D) Equations différentielles et séries entiéres

1) Rappels sur les équations différentielles :

Equations du premier ordre (¥) :
On considére a,b deux fonctions continues sur un intervalle / de R, a valeurs dans K =R

ou C. Soit A4 une primitive de a.
Onnote (E): y'=a(x)y+b(x) et (H):y'=a(x)y 1’équation homogene associée.
Une fonction f définie sur / est solution de (£') si et seulement si f est dérivable sur [ et

Vxel, f'(x)=a(x)f(x)+b(x)

e ['ensemble des solutions de (H ) est donné par S(H) = {(x — Aexp(4(x))),A e K }

e Les solutions de 1'équation (E) s'obtiennent en ajoutant n'importe quelle solution
particuliére de (E) aux solutions de I'équation homogéne (H).

e Probléeme de Cauchy : Soit x, € /. Pour tout € K, il existe une unique solution de
(E) satisfaisant la condition initiale /(x,) =c.

e On obtient une solution particuliére de (E£') avec la méthode de variation de la constante.

11



Exemples :

1) Trouverles f:R — C solutions sur R de I’équation y'= 5 V.
X+2i

2) Soit f:R, — Rune fonction de classe C', bornée sur R, . On suppose que f'+ f est
bornée sur R, . Alors f est bornée sur R, .

Equations du second ordre a coefficients constants :

En général, on ne sait pas résoudre les équations linéaires du second ordre.
On s’intéresse au cas ou les coefficients sont constants et réels.
On suppose a,beRet c:I — K, continue.

Onnote (E):y"+ay+by=c() et (H):y"+ay+by=0.
(C): x> +ax+b=0 est’équation caractéristique associée.

e Solutions de I’équation homogéne (*) :
On distingue trois cas :
- Si (C) admet deux solutions réelles distinctes g et s, alors les solutions de

I’équation (H)sontles t — Ae? +Be*',avec A,BeR.
- Si (C) admet une unique solution réelle distincte r, alors les solutions de

I’équation (H)sont les t — (At +B)e", avec 4,BeR.
- Si (C) admet deux solutions complexes conjuguées o +iw,a —iw (avec @ >0),
alors les solutions de (H)sont les ¢t — e™ (Acos ot + Bsin a)t) ,avec A,BeR(ou

encore les 1 — e*' (Ccos(wt +¢)) , avec C,peR).

e Solution particuliére :
- Onsuppose que d(x)=Ae”",ou a,4€ K . Onnote m la multiplicit¢ de & comme
racine de P(x)=ax’+bx+c Alors on cherche une solution particuliére de (E)
sous la forme 4 (x)=Bx"e*"ou BeK .

- On suppose que d est polynomiale. Alors on cherche une solution particuliére
polynomiale, de méme degré que d .

Exemples :
1) Résoudredans R : y"+2y'+y=e"

t

2) Déterminer le nombre de solutions des problémes suivants :

y'+y=0 y'+y=0
»(0)=0 ; 1 »(0)=0
»(7)=0 Wm)=1

Equations du second ordre : cas général. On considere a,b,c trois fonctions continues sur

un intervalle / de R, a valeurs dans R ou C. On s’intéresse a |’équation
(E):y"+a(t)y'+b(t)y =c(r)
(H):y"+a(t)y'+b(t)y =0 est I’équation homogene associce.

12



Cas général :

e Les solutions de 1'équation (E) s'obtiennent en ajoutant n'importe quelle solution, dite
particuliére, de (F) aux solutions de I'équation homogene (H) .
Autrement dit, si y, est solution de (£), alors S, = {(yo+hheS,}.

e Probléme de Cauchy (admis) : Soit 7, /. Soit ydeux fois dérivable sur /. Soient

y'+a(t)y'+b(t)y =c(r)
YoV, € K . Soit le probléme de Cauchy (P): ¥(t,) =y,
Yy '(to) =V

Alors (P) admet une unique solution.

2) Equations différentielles et séries entiéres :

On peut trouver un développement en série entiére de fonction a 1’aide d’une équation
différentielle.

Exemple (*) : Pour xe]—l,l[, on pose f(x)=(1+x)*, avec ¢ €R. Montrer que f est

développable en série entic¢re sur ] -11 [ et trouver ce développement.

On peut aussi trouver une solution particuliére d’une équation différentielle a 1’aide d’un
développement en série enticre :

Exemple : trouver les solutions développables en séries entieres de (H):xy"+2y'+xy=0.

On trouve f(x)= zzﬁx“ =20 G x#0.
= 2n+1)! X
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