ALGEBRE

Séance 1 : Vendredi 15 Mai

Cours : revoir tout le chapitre 2

Exercice 1 (Oral Mines 24, Léo,2) : On pose f, =0, f =letpour neN, f, ., =f.. +f..
Pour ne N, D, désigne le déterminant de la matrice 4 € M, (R) dont les coefficients sont donnés pour

1<i,j<npar 4 ;= f‘iﬂ.‘ . Calculer D, en fonction de n.

Ind : utiliser des opérations élémentaires sur le déterminant et établir une relation de récurrence.

fo fnfz -fnfl fn
fl .f;1—3 <f;1—2 <f;1—1

.Onnote C,,...,C,,, les colonnes de cette matrice dont

> i+l

On étudie pour n>2 D, =| : : :
Joro o /S A

L A
on calcule le déterminant. On fait C,,, < C,,, —-C, —-C,_,.
fo fnfz f;lfl 0
fl .f;1—3 <f;1—2 0
Ilvient D, =| : : : P |==£D,
Joro /i S O
R O £

Or f,=1et f, =2, donc on obtient que D,,, =(-2)D, . C’est une suite géométrique.

- 0 1 e
Ainsi, pour n>2, D, =(-2)""D,.Or D, :‘1 O‘:—l,donc D, =(-1)"2"

Exercice 2 (oral IMT 24, Tristan,3) : Soit £ =R" .
1) Donner une caractérisation d'un endomorphisme f € L(E) tel que Im(f) = Ker(f).

2) Représenter la matrice d'un tel endomorphisme dans une base choisie pour maximiser le nombre de
coefficients nuls, et ne faire apparaitre que des 0 et des 1.

Ind :
f°f:0L(E)

rg(f) =§ '

2) Prendre une base (e;,..,e,) de Im(/) = Ker(f), et pour k €1, p], un vecteur e, tel que f(e,,,)=e¢,.

1) Procéder par analyse et synthése. Montrer Im( /) = Ker(f) <

1) On procede par analyse et synthese. Soit f € L(E) tel que Im(f)=Ker(f).Alors fof =0, .
De plus, par théoréme du rang, si on pose rg(f)= p,il vient n=2p, donc rg(f) :% .
fof= OL(E)

On a donc prouvé que si f € L(E) vérifie Im(f) = Ker(f), alors ) no-
rg(f)=—
2



fof= OL(E)
Réciproquement, on suppose n - Alors Im(f) < Ker(f) et par théoréme du rang, il vient

rg(f)=5
dim (ker(f)) = rg(f) = g , donc Im(f) = Ker(f).
fonOL(E)

re(f) =§ ‘

On a donc pour f € L(E) : Im(f)=Ker(f) <

2) Soit f € L(E) tel que Im(f)=Ker(f).Onpose p=rg(f)= g . On prend une base (e,,..,e,) de
Im(f) = Ker(f). On considére, pour k € [[l,p]] ,un vecteur e, tel que f(e,,)=e¢,.

On pose C = (el,...,ep e .,ezp) . On prouve que c’est une base de E .

5€piroee

2p
a,, € R tels que Zakek =0,.
k=1

Soient ¢,....a,,a, ;-

2p,
On applique f et il vient Z a,e,_, =0, ,donc comme (e,.,e,)estlibre, &, =...=a,,=0.
k=p+1
2p
Puis on reprend Zakek =0,,et ¢ =..=a,=0.Donc C estlibre, et contient 2p = n vecteurs : c’est

k=1
une base de E .

: 0 (0
Dans cette base, on obtient par blocs : M. (f) = o 1 )f
V4

Cette matrice ne fait apparaitre que des 0 et des 1 et contient seulement p coefficients non nuls, ce qui
est un minimum. En effet, comme rg(f)=p, M, ( f ) doit contenir au moins p colonnes non nulles,

donc au moins p coefficients non nuls.

Exercice 3 (oral IMT 24, Diego,3): déterminer toutes les suites réelles (U,),. qui vérifient
VneN,U,, =2U, +2n +2n+1.

N

N
On pourra considérer s : R >R ,avec Vne N,[S(U)] =U , etutiliser s—2Id, ,on E=R".
U sU) g

Ind : chercher une solution particuliére de la forme a, = an’ + Bn+y.

Onnote E, ’ensemble des suites qui vérifient Vne N,U, | =2U, +2n* +2n+1.

On note b = (b,) la suite définie par Vn e N,b, =2n +2n+1

Si UeR",ilvient UeE, < (s—21d,)U)=b

Si on trouve une solution particulicre a = (a,) de cette équation linéaire, on aura £, = {a + h,h e ker(s — 21d,)}
On cherche une solution particuliére sous la forme a, = an® + fn+y .

Onveut VneN,a,,, =2a,+2n° +2n+1, ¢’est-a-dire :

n+l

VneN,a(n+1)’+Bn+)+y=2a+2)n’ +(2B+2)n+2y+1.

a=2a+2 o=-2
11 suffit d’avoir { 2a+ f=24+2 .Onrésoutcesysttme: < f=-6 .
a+f+y=2y+1 y=-9

Onpose a, =—2n" —6n-9 pour ne N. a=(a,) estune solution de I’équation.
De plus, heker(s—21d,) < VneN,h,  =2h < 3ILeR,VneNh =12"

n+l



Donc I’ensemble des solutions est | E, = {Vl > A2"=2n" —6n-9,1 € R}

Exercice 4 (Oral CCINP 24, Madeleine,3) :

1))

Soit F I’ensemble des matrices triangulaires supérieures d’ordre 2. Montrer que F est un sous-espace
vectoriel, stable par produit, déterminer sa dimension.

On suppose dans la suite que F est un sous-espace vectoriel de M, (R ) de dimension n° —1, avec n > 2.

On suppose aussi que F est stable par produit et que [/, ¢ F .

2)

3)

4)
5)

Ind :

1))
2)

3)

4)
5)

1)

2)

a) Déterminer E, E,, pour i, j,k,l €[l,n].

b) Montrer que F @ Vect(1,)=M,(R)-

Soit p le projecteur sur Vect(I,) parallélementa F .

a) Montrerquesi M, M 'e M, (R),alors p(MM")=p(M)p(M")

b) Montrer quesi M> € F ,alors M € F .
Montrer que pour i, j € [1,n], E, ;, € F . En déduire une contradiction.

F est défini comme 1’ensemble des matrices de trace nulle. Montrer que F est un sous-espace vectoriel
de M, (R), trouver sa dimension et montrer de 2 manicres différentes que F n’est pas stable par

produit.

Trouver une base a I’aide des matrices de la base canonique de A7, (R) -
a) Montrer £, ,E,, =0, E,, en calculant les coefficients.

b) Travailler sur I’intersection et les dimensions.
a)Ecrire M =al +Aet M'=a'l +4".
2

b) Procéder de méme pour calculer (p(M))
Montrer d’abord avec 3b) quesi i # j, alors E, ; € F', puis en déduire que E,; € F.

Utiliser ce qui précéde pour une des deux manicres, et pour I’autre trouver deux matrices de trace nulle
dont le produit ne 1’est pas.

F= Vect(Eu,Eu,Ez,z) , donc F est un sous-espace vectoriel de M, (R). La famille (EI,I’EI,Z’EZ,Z)

est libre et génératrice de F donc c’est une base de F et |dim(F) = 3|

b )
Si M= [g j eFetM'= (c(z) 'j € F , alors MM '€ F en faisant le calcul.
c c

| F est stable par produit.

a) Soient i, j,k,l [[1,n].
Alorspour p.q e [Ln], (E,,E,,) =D(E,) (Eu), =28,0,.6.0,=6,9,0,
s=1 s=1

b) On détermine F NVect(l,). Soit M € FnVect(l,). Alors M =11, avec 1eR. Si A#0,
%M € F,donc I, € F, ce qui est absurde. Donc M =0 et F nVect({,) :{0} .

De plus, dim(F)+dim (Vect(1,))=n’ = dim (M, (R)).

On a donc bien F @ Vect(,) =M, (R) |




3) a)Soit p le projecteur sur Vect(l,) parallelement a F . Soient M, M 'e M, (R).
On décompose M =al +A,avec Ac F.Deméme, M'=a'l +A4',avec A'€F .
Alors p(M)=al, p(M"=a'l,.

Alors MM'=aa'l, +a'A+aA'+ AA'.
Comme F est stable par produit, &' A+aA'+ AA'e F . Donc p(MM "\ =aa'l, .
On a bien | p (MM )= p(M)p (M)

b) On suppose M’ € F . Alors p(Mz):(p(M))2 =0, donc (p(M))2 =0.

Maissi M =al, +A4,avec AeF,ilvient p(M)=al,, donc (p(M))2 =a’l,.Donc a =0 et

p(M)=0, et ainsi .

4) Soient i, je[l,n].Sii#j, E,;E,;=0€ F,doncavec3b), £, e F.
De plus, sionprend i # j E,, =E, ,E,, € F car F est stable par produit.

L) st

Donc 'pour i,jelln], E,,eF ‘

n

Comme F est stable par combinaison linéaire, il vientlors | » E;, =1, € F, ce qui est absurde|.

ii
i=1

M,(R)>R

5) Lapplication Tr:
) Lapp M Tr(M)

est une forme linéaire non nulle (car 7r(,) #0).

Donc ‘F = ker(Tr) est un sous-espace vectoriel de M, (]R)‘

De plus, F estun hyperplande M, (R) et dim(F)=n’—1.Comme /, ¢ F , avec 'absurdité établie au

4), |F n’est pas stable par produit.l

1 (0)

On peut aussi le voir directement : on prend la matrice |D = 0 € F|. Pourtant,

(0) 0

car Tr(DZ):2¢0.

Exercice 5 (Oral Mines 24, Elise,3) . Soit £ un espace vectoriel de dimension finie. On note E* I’ensemble des
applications linéaires de £ dans R. Soient X,y € E. Montrerque x =y & V® e E*,®(x) = D(y).

Ind : pour le sens retour, prendre une base B =(e,,...,e,) de E et considérer I’application qui a

a=ae, +...+a,e, € E associe qa,.

Le sens direct est clair. On suppose maintenant V@ € £, ®(x) = ®(y) et on veut montrer que x = y .
On considére une base B =(e,,....e,) de E.Pour ac E,si a=ae, +...+a,e,,
®,(a)=a,

®, est une application de £ dans R. On peut montrer sans difficultés qu’elle est linéaire. Donc @, e E”.

on note pour i e [[1,n]

De plus, si x =x,e, +...+ x,e, €t y =y +..+y,e,, il vient ® (x)=®d,(y), donc x, = y,.
Comme ceci est vrai pour tout i e [1,n], onabien x = y .

On a donc bien|x = y & V@ € E",0(x) = D(y)]




Exercice 6 (Oral Mines 24, Simon,4) : soit n e N*.

1))
2)

3)
4)
5)

Ind :

1))
2)

3)
4)

5)

1))

2)

3)

On suppose qu’il existe P e R[X |tel que V7 € R, P(sin(¢)) = sin(n#) . Montrer que 1 est impair.

On suppose que n=2p+1, avec peN. Montrer I'existence et I'unicit¢ du polyndme P e R[X]
vérifiant V7 € R, P(sin(7)) = sin(nz) . On le note P, .

Déterminer F),F, P, .

Déterminer le degre de B et son coefficient dominant.

Montrer que P, est scind¢ & racines simples.

Calculer P(sin(z —t)).
Pour I’existence, partir de sin((2p +1)t) = Im((e” )ZM) et développer avec le bindme pour trouver un

polynéme qui convient. Pour I'unicité, supposer qu’il existe une autre solution et étudier les racines de la
différence entre les deux.
Utiliser la formule précédente.

2 (2p+1 2 (2p+1
Regrouper les termes de plus haut degré et montrer que Z P = Z P .
o\ 2k+1) S\ 2k

. k
Calculer P (sin(6,)), avec 6, = .
! 2p+1
Soit P e R[ X |tel que V¢ e R, P(sin(#)) = sin(ns) . On suppose par I’absurde que n=2p, avec p e N'.
Alors pour t e R, P(sin(z —t))=sin(2p(x—1))=—-sin(2pt) .

Donc sin(2pt) =-sin(2pt)et sin(2pt)=0. On ’applique pour ¢ = 41 et on obtient une absurdité.
p

k=0

2 2 2p+1 e
On suppose n=2p+1. Alors sin((2p+1)t) = Im((e” )Zp 1) = Im[ > ( pk J(isint)k (cost)zp : k] .
On ne garde que les valeurs impaires de & dans la partie imaginaire.

? (2p+1 N
I vient donc sin((2p+1)t) = Im{iZ[zi 1](—1)" (sin z)“ ' (cost)2 PP j .
=0 +

2 (2p+1
Done sin(2p+De)= Y| 27 |=1f (sine)* (1=sin® )" .
=\ 2k+1

2 (2p+1
On pose | P, = Z{2£+ J(—l)k X*'(1-X*)"™*| 1l convient, ce qui prouve Iexistence.
k=0

Soit de plus un autre polyndéme Q, convenant. Alors V¢ € R, P(sin(¢)) = sin(nt) = O(sin(?)) .
Donc VteR, (P — Q) (sin(¢)) =0. Donc P—Q posséde une infinité de racines (tous les éléments de
[-1,1]), donc P—Q=0et P=Q. Ceci prouve I'unicité.

‘Donc sin=2p+1l,avec peN, J!Pe R[X],Vt e R, P(sin(?)) = sin(nt)‘.

On calcule pour p =0 :. Puis pour p:1.|P1 =3X(1-X)-Xx° :3X—4X3‘.

k=0

2 (5
Enfin, P, = Z[zk 1J(—l)k)(””‘(l—)ﬁ)“ =5X1-X*)’-10X°(1-X*)+X°.
+

Donc|P, =16X° ~20X" +5X]|




L(2p+1 k y2k+l ko[ 2p+] b y2k+l “k y2p-2k
4) P = —D)EX (- x Py = “DEXH (=P xR 4R ),
) P, ;[Zkﬂj( RSSO AEDY) Pl (D ,), avec  pour

ke[0,p], deg(R,)<2p—2k.

Done P, = x| <1y [ 2P |1 s deg(S,)<2p+1
onc P, = (—)% okt +S,,avec deg(S,) <2p+1.

2 (2p+1 2 2p+1 2 ( 2p+1
On calcule b, = = = .
we % kz(;[Zkﬂj ;{2p+l—(2k+l)] ;(217—21{

2 (2p+1 2 (2p+1
On change d’indice en posant g =p—k : b, :Z{ P J:Z[ P j

g=0 2q o\ 2k
L (2p+1) &(2p+1) l(2p+1
Donc en ajoutant : 2b = z P + Z P = Z P =2,
Poa\2k+1) =\ 2k k=0 k

p

Donc | B, est de degreé 2p +1 et son coefficient dominant est 2b, = 22 =47

kr
2p+1

5) Onapour VieR,P (sin?)) =sin((2p+1)t) . On pose pour k € |IO, Zp]] :

0,.

Alors on constate que pour k € [[O, 2 p]] : P (sin(6,)) =sin(kz)=0.
Or sin est bijective de [0,7] sur [-1,1], etles x, =sin(6,) sont donc 2p+1 racines distinctes de P, .

Comme P, est de degré 2p+1, on a trouvé toutes ses racines, elles sont simples et ainsi :

P est scindé a racines simples‘.

Séance 2 : Mercredi 21 Mai

Cours : revoir tout le chapitre 5

Exercice 7 : (oral CCINP 24, Victor,1). Soit 4 € M, (R) telle que A* =24, avec (4,1) libre.
On considére définie par f(M) =AM .
1) Déterminer f> = fof .

2) f est-elle diagonalisable ? Trouver son spectre.

Ind :
1) Faire le calcul.
2) Utiliser un polyndme annulateur.

3) Soit M € M, (R).Oncalcule fof(M)=A’M =2f(M).Onadonc fi=fof=2f

4)  f annule le polynéme X? —2X = X (X —2) qui est scindé a racines simples.

Donc ‘ fest diagonalisable.|

De plus, Sp(f) < {0,2} . Supposons par I’absurde que Sp (S) = {0,2} . Comme elle est diagonalisable,

elle posséde donc une unique valeur propre 4 . Donc s est semblable, donc égale a Al , ce qui est

absurde. Donc [Sp (S) = {0,2}



1 1

10 - 0 2
Exercice 8 (Oral CCINP 24, Sandra,3) : soit 4e M, (R),avec 4=|: : Doiletn>3

10 - 0 2

1 1

1)
2)

Ind :

1)
2)

1)

2)

Déterminer le rang de A4 .
A est-elle diagonalisable ?

Etudier les lignes de 4.
Ecrire le systétme 4x = 4.x pour déterminer les valeurs propres de A et la dimension du sous-espace

propre associé.

n-1°

Onnote L ,...,L leslignesde 4. Alors L, =L, et L,=L,=..=L
On a donc rg(A) = rg(Ll,....,Ln) = rg(Ll,Lz) i

Or (LpLz) est libre, donc

On cherche les valeurs propres non nulles de A (si elles existent).

Xy

Soit A€R". Soit X =| : |e M, (R). On cherche a quelle condition 4.x = 2.x posséde une solution
X +..+x, =4x

non nulle. Le systeme s’écrit (§):4Vie[2,n—1],x, +2x, = 1x, .
X +..+x, =Ax,

X =X,

L 3 -
Ceci équivaut & VieﬂZ,n—l]],%:xi . On résout (2—,“3”/12}:0@42 —24-3(n-2)=0

[2—z+3”—;2jx1=0

Le discriminant est alors A =4+12(n—2) > 0.1ly a donc deux solutions distinctes «, # € R, non nulles

(car leur produit vaut —3(n—2)#0). «,f sont valeurs propres de A (le systéme (S)admet alors au

moins une solution x =0 ).
On a donc dim (ker(A))+ dim (ker(4-al,))+dim(ker(4-B1,))=2n-2+1+1=n.

Or Z dim(ker(A—/Un )) <ndonc Sp(4)=1{0,a, s} et| A est diagonalisable]

AeSp(4)

a b ¢

Exercice 9 (oral CCINP 23, Mathilde,2) : on pose M (a,b,c)=|c a b|et E= {M(a,b,c),(a,b,c) € ]R3} .

1))
2)

3)

4)

5)

b ¢ a

Soit J =M (0,1,0) . Calculer J?et exprimer M (a,b,c)avec J, J?, 1.

a) Montrer que E est un sous-espace vectoriel de M3 (R) et en trouver une base et la dimension.

b) Montrer que le produit de deux matrices de E appartienta E .

. . . . 2i
Montrer que J est diagonalisable sur C et exprimer ses valeurs propres a ’aide de j = exp(lTﬂj .

Montrer que M = M (a,b,c) est diagonalisable sur C et exprimer ses valeurs propres a I’aide de celles de

J.
Montrer que Sp(M)cR<b=c.



Ind :

2)

3)
4)

5)

1)

2)

3)

4)

a) Montrer E = Vect(13 . J 2) et en déduire que c’est un espace vectoriel.

b) Utiliser la premiére question et calculer J 3
Calculer le polyndme caractéristique.
Utiliser 1) et la diagonalisation de J effectuée au 3).

Calculer 1+ j+ j2 et procéder avec soin par double implication.

01 0 00 1
J=M(0,1,0)=/0 0 1|doncJ’>=|1 0 0|=M(0,0,1).
100 010

Donc on a directement ‘M(a,b,c) =al; +bJ+cJ?

a) E :{M(a,b,c),(a,b,c) eR3} :{a13 +bJ +cJ? (ab,c) eR3} - Vect(l3,J,J2).
Donc E est un sous-espace vectoriel de M5 (R) et (13,J ,J 2) est génératrice de E .

Par ailleurs, elle est libre (si aly +bJ + cJ? =0 ; alors M(a,b,c)=0 donc a=b=c=0). Donc

(13,J,J2) est une base de E et dim(E)=3

b) Soient (a,b,c)eR3et (a',b',c')eR>.
On calcule M(a,b,c).M(a",b',c") :(al3 +bJ+cJ2)(a'I3 +b‘J+c'J2).

Or J3 =1, J4 =J, donc M(a’b,c),M(a',b"c')eVeCl(I3,J,J2):E.

Donc [le produit de deux matrices de E appartient a |

X -1 0
Oncalcule y; ={0 X -l= x3-1= (X—l)(X—j)(X—jz) (les solutions de 2> =1 sont les racines
-1 0 X

troisiémes de 1, a savoir 1, j = exp(leﬂj et j2 = exp(‘hTﬂj)

Donc |Sp(J) = {l,j,jz} . J posséde 3 valeurs propres complexes distinctes et J € M5 (C) donc J est

diagonalisable sur C

1 0
Soit P e GL;(C) et D=0 0 | telles que J=PDP™". Alors J=PD* P!
0 .2

S N O

J
Donc si (a,b,c) eR3 ,M(a,b,c)=al3 +bhJ+eJ? :P(a13 +bD+cD2)P7l

a+b+c 0 0
Donc M (a,b,c) est semblable a D(a,b,c) = 0 a+bj+ cj2 0
0 0 a+ bj2 +c¢f

Donc M = M (a,b,c)est diagonalisable sur C et|Sp (M(a,b, c)) = {a +b+c,a+ jb+ jzc,a + jzb +jc}




5)

On suppose (a,b,c)eR3 et Sp(M)c R . Alors z:a+jb+j2ce]R et a+j2b+jce]R.

On a donc E:z.Or}:exp(TMJ:jz,donc Z:a+j2b+jc.

Donc a+jb+jzc :a+j2b+jc et en soustrayant, (j2 —j)c = (j2 -j)b.

Donc comme j # j2 (les racines troisiémes de 1 sont distinctes), on abien b=c.

Réciproquement, si b =c, alors a+bj+cj2 = a+bj2 +¢ = a+b(j+j2) =a—-beR (on sait en effet

que 1+j+j2 =0). Onadoncbien|Sp(M)CR®b:c‘

Exercice 10 (Oral IMT 24, Charline,3) : soit n > 2, Ae M (K) et u:M+—>M —-Tr(M)A, avec M e M, (K)

2)

3)

Montrer que u# est un endomorphisme.
Déterminer les éléments propres de u .
u est-elle diagonalisable ?

Sans difficulté.
Procéder par analyse et synthése pour résoudre u(M) =AM .

Distinguer plusieurs cas. Séparer notamment le cas 77(4)=0.

Tout d’abord, on a bien u: M, (K) > M, (K) .
De plus, si @, €K et M,N e M, (K),alors u(aM +pN)=aM + SN -Tr(aM + fN)A .
Donc par lin¢arité de 1a Trace, u(aM + SN )=au(M )+ pu(N) et u est linéaire.

Donc ‘u est un endomorphisme de M, (K) |

Soit 4 e K . On procede par analyse et synthése.
On suppose que 4 est valeur propre de u . Soit alors ar = 0 tel que u(M)=AM .

Alors AM =M —-Tr(M)A, donc (A-D)M =-Tr(M)A.

Tlr(Aj)'A , donc on a nécessairement A =a 4 , avec ¢ = Tlr(jj) =K

Réciproquement, si M =a 4, alors u(M) =u(ad) =1-Tr(A)M ,donc A =1-Tr(A)
Onadonc Sp(u) < {1,1-Tr(4)}.
De plus, si tr(A) #0, alors A =1-Tr(A) € Sp(u) et E,(A) =Vect(4) (2).

o [Sitr(A)#0|, 4=0,donc uM)=M < Tr(M)=0.

Or Tr: M, (K) — K est une forme linéaire non nulle (7r(/,) # 0), donc son noyau est un hyperplan.
Ainsi, 1 € Sp(u) et E,(u) =ker(Tr), avec dimE,(u)=n>-1>0car n > 2.
Enfin, avec (2), on conclut : ‘Sp(u) ={L,1-Tr(4)}, E (u) =ker(Tr) et E_,, , (A)="Vect(A)

Si g #1,alors M =

o [Si Tr(4)=0, et 4%(0)

, alors ‘Sp(u) ={1},et E(u)= ker(Tr)|

e Enfin, si 4=(0), alors u = Id,

M, (K) >

donc Sp(u)={1} et E (u)=M, (K)‘

On revient sur chacun de ces trois cas :
e Sitr(A4)#0,alors dim E, (u) +dim(EH,(A)(A)) =n’ —1+1=n", donc u est diagonalisable.
e SiTr(4)=0,et A#(0) alors Sp(u)= {1} mais dimE,(u) =n’ —1<n*, donc n’est pas

diagonalisable.



o SiA=(0), u=1d,

u, (x, €St diagonalisable (sa matrice dans toute base de M, (K) est diagonale.

Finalement, |u est diagonalisable si et seulement si #7(A4) #0 ou A= (0)|

Exercice 11 (Oral Centrale 24, Pauline,d) : soit n>3 et 4,Be M, (R).On suppose B’ = Aet rg(4)=1

1)
2)

3)

Ind :

1)
2)

3)

1)

2)

3)

Exprimer 7r(A)en fonction de 7r(B).
On suppose Tr(A) =0. Montrer que B n’est pas diagonalisable.
On suppose Tr(A4) =0 . Montrer que B est diagonalisable si et seulement si ker(B) = ker(B).

Trigonaliser B et calculer B®.
Utiliser ce qui précede pour montrer que 0 est la seule valeur propre de B .

Dans le sens direct, montrer que rg(B) = rg(B”) aprés avoir diagonalisé. Dans le sens retour, montrer

ker(B) = ker(B”) par double inclusion, puis déterminer y, et utiliser 7r(B) =0 .

BeM,(R)c M, (C), donc B est trigonalisable sur C, donc semblable dans M, (C) a une matrice

A4 (*)
triangulaire supérieure 7. On considére ainsi P e GL,(C), T = A . , triangulaire
0) 2,
supérieure telles que B=PT P, avec 4,,4,,..,4, € C
A (*)
Alors A=B*=PT* P, avec T’ = .
(0) o

Alors rg(A)=rg(T*) =1, donc la multiplicité de 0 comme valeur propre de 7" est supérieure ou égale
a n—1. Ainsi, au moins n—1 coefficients diagonaux de T° (qui sont ses valeurs propres) sont nuls.
Si on note A le coefficient restant, il vient Tr(4) =Tr(B’)= A’ = (Tr(B))3 )

11 vient donc |Tr(A4) = (Tr(B) )’

On suppose Tr(A) =0. Alors avec les notations précédentes, 4 =0 et B est semblable a
0 *)
T= . ,donc Sp(B) = {0} .
0) 0

Dés lors, B est diagonalisable si et seulement si elle est semblable a la matrice nulle, ce qui entraine
B=0,puis 4=0, ce qui est absurde puisque rg(4)=1.

‘Donc si Tr(A) =0, alors B n’est pas diagonalisable‘.

On suppose Tr(A4)#0.

On prouve par double implication que B est diagonalisable si et seulement si ker(B) = ker(B).

= On suppose que B est diagonalisable. On sait tout d’abord que ker(B)  ker(B*) est toujours vrai.
On cherche a montrer que rg(B) =rg(B”) . Ainsi, par théoréme du rang, dim(ker(B)) = dim(ker(Bz))
et on aura bien ker(B) = ker(B?)

10



A (0) h 0)
B estsemblablea D= ' . ,et B?est semblable a D* =

(0) 2, (0) 2,
On a donc rg(B) = rg(D) = rg(D*) = rg(B?) (c’est le nombre de termes non nuls sur la diagonale).
<= On suppose ker(B) = ker(B”). On prouve alors ker(B) = ker(B?).
On a directement ker(B) < ker(B*) . On montre ker(B) o ker(B*). Si X eker(B*), alors B*(BX)=0,
donc BX eker(B*) =ker(B) , donc B*(X)=0 et X eker(B*) =ker(B).
On a donc bien ker(B) = ker(B*). Dés lors, rg(B)=rg(B*) =rg(A4) =1, donc dim(ker(B))=n—1et
7y = X" (X =Tr(B)). Donc Sp(B)={0,Tr(B)}
Avec 1), comme Tr(A4)#0,ona (Tr(B))#0, avec dim(E,, , (B))=1.
Donc dim(E,, 4 (B)) +dim(E,(B)) 21+n—1=n.
Or dim(Ey, (B))+dim(E,(B)) < n, donc dim(E;, ) (B))+dim(E,(B))=n.
Donc B est diagonalisable.
On a bien prouvé que |si Tr(A)# 0, alors B est diagonalisable si et seulement si ker(B) = ker(B”)|

Exercice 12 (oral Centrale 24, Andréa,5) : soit £ un R - espace vectoriel de dimension 7 € N,

1)
2)

Ind :

1))

2)

1))

2)

Soit we L(E) diagonalisable. Montrer qu’il existe / € L(E), diagonalisable, tel que w=1".

Soient u,v € L(E), diagonalisables, telles que u’ =V’ . Montrer que u=v.

Se placer dans une base dans laquelle la matrice de w est diagonale et deviner la matrice de / dans cette
base.
Ecrire la matrice de u puis de #’ dans une base B = (e Lreees €4 1oerr € ey p)de vecteurs propres de

. . . -

E telle que pour k €[, p], B, = (el’k,...,edhk) base de £, (u),avec Sp(u)={4....4, | . Considérer

I’endomorphisme induit v, () pour ke [[l,p]] .

Soit we L(FE) diagonalisable. On considére une base B de E telle que
d, (0) d'"” (0)

M,(w)=D= A . soit diagonale. On pose A = B . et on prend / tel
0 d, 0) d”

que M ,(I)=A.On constate alors que M ,(I’)= (MB(I))3 =D=M_,(w),donc w="I".

On a donc bien montré qu’il existe / € L(E), diagonalisable, tel que w=1I"|.

Soient u,v € L(E), diagonalisables, telles que w=v,

Alors quitte a réordonner les vecteurs de la base, on considére une base B = (eu,...,edhl,...,el,p,..,ed )
A, (0)

de Etelleque M,(u)=D= ' . soit diagonale par blocs, avec Sp(u) = {Z],..,/?.p} ,
(0) A1 0

ou les 2 sont deux a deux distincts, et pour ke[l p], B, :(el,k,...,edhk) base de E, (u), avec

dim(E, (u))=d,.

11



A, (0)
Onaalors M,(’)=M,(v})= . .Onadonc y , :ﬁ(){—,llf)"k
: k=1
(0) 21,
Comme x - x° est bijective de Rsur R, onapour i = j, 4] =13.
Donc Sp(v') = {/113,..,/12} ,etpour k e[1,p], dim(Eli (v3)) =d, = mult(/l,f,;(u3 ) etB, = (el,,(,...,edhk)
base de F 2 (v*) (ces vecteurs sont une famille libre de E 2 (v) qui contient d, vecteurs).

Or vcommute avec v'donc les sous-espaces propres de v’ sont stables par v. Comme v est

diagonalisable, pour & € III, p]] alors VE‘3 s, est diagonalisable. Sa matrice une certaine base C, est
k

(v

G (0)

: 3 _ 3 _ a3
alors . et ¢f =...=c;, =4, ,donc Ve,

$ ()
(0) Ca,
base Bde E,donc[u=v]

= A 1d

b Ctuety coincident sur la
3

Séance 3 : Mardi 27 Mai

Cours : revoir tout le chapitre 9

Exercice 13 (Oral CCINP 24, Gabrielle,2) : Soit K =R ou C. On considére F, sous-espace vectoriel de
M, (K) tel que toutes les matrices de E sont nilpotentes.

1))
2)

Ind :

1)
2)

1))

2)

Montrer que F S, (R)={0}.

Donner la dimension de S, (}R) et montrer que dim(F) < @

Prendre M e F 1S, (R) et la diagonaliser.
Pour la dimension de §, (R), compter le nombre d’éléments dans une base. Utiliser ensuite la formule

de Grassmann.

Soit M e FnS,(R). Alors comme M est symétrique réelle, elle est diagonalisable par théoreme

d, 0
spectral. Il existe donc P e GL, (R)et D = diagonale tellesque M =PDP™".
0 d,
d 0
Alors par récurrence, pour k€N, M* = ppt p' et D' = =P'M"'P,
0 dt

Or M est nilpotente (puisque M e F), donc il existe k e Ntel que M* =0, et ainsi D* =0, donc
d=..=d,=0et p=0,donc M =0.

L’autre inclusion étant claire, on a bien|F n S, (R) = {0}

Une base de 5, (R)est C = (E,.,,. +E N) . On peut en effet montrer qu’elle est libre et génératrice

1<i <<

de s, (R)(si MeS,(R),M= Y M,.,,(E,.,,+E/.,,.)+Z":%(Ei,i+Ei,i)).

1<i<j<n i=1

12



On compte le nombre d’éléments de la base : pour j=I,ilyenal (i=1) ;pour j=2,ilyenadeux

(ie{1,2}), etainsi de suite : pour j=n,ilyena n.

_ n(n+1)

On en déduit que |dim (S, (R)) =1+2+...4+n 5

Dés lors, avec la formule de Grassmann et 1), il vient dim(F + S, (R)) = dim(F) + dim(S, (R)) .

De plus, F+8,(R)c M, (R),donc dim(F +S, (R))<n’ et dim(F)<n’ —M.

Donc |dim(F) < @

Exercice 14 : (oral CCINP 24, Tristan,2) : Soit § € M, (R) une matrice symétrique non proportionnelle a 7, ,
telle que X>—5X +4annule S.

1) Montrer que s est diagonalisable et que Sp (S) < {1,4} .

2) Montrer que Sp(S)={1,4}.

3) Soit 4 :%(S+21,,)

a) Montrer que 4> =S

b) Soit B une matrice définie positive telle que B> =S . Montrer que A4 et A+ B sont définies
positives.
c) Calculer (4—B)(A+ B) eten déduire que 4=B.

b
4) On suppose que n = 2 . OnnoteS:(u vj, A:(a J.On suppose 4> =S.
vow b ¢
Soit p e N". Montrer que Vx,y € R,u”x* +2v xy +w’y> 2 0.

On pourra commencer par calculer v,u, w en fonction de a,b,c .

5) Soit T _(et e:}, Montrer que T € S5 (R).
e

e

Ind :
1) Utiliser le polyndme annulateur.
2) Vérifier que S ne peut pas posséder une seule valeur propre.
3) a) Faire le calcul.
b) Calculer X" 4X .
c) Faire la calcul et vérifier que 4+ B est inversible.
4) Développer avec le bindme et faire apparaitre une somme d’identités remarquables.

5) Calculer X"T X et utiliser un développement en série entiére.

1) s est symétrique réelle, donc d'apres le théoréme spectral, elle est diagonalisable.
De plus, 1 et 4 sont les racines de X —5X +4, polynome annulateur de s . Donc|Sp (S) < {1,4}

2) Supposons par I’absurde que Sp(S) = {1,4} . Comme elle est diagonalisable, elle possede donc une

unique valeur propre 4 . Donc § est semblable, donc égale & Al , ce qui est absurde.
Donc |Sp (S) = {1,4}

3)
a) Ona 4= %(S +21,)-Oncalcule 4° = é(s2 +4S+4[”) (car S(21,)=(21,)S).

Mais S* =55-41, donc ona bien

b) Sp(S)={l,4} c R’ ,donc s est définie positive.

13



X

Soitalors X =| ! |eR", nonnul. Alors X7 4X :%(XTSX+2||X||2) >0.

X

n

Donc A est définie positive].

De plus, on calcule X" (A4+B)X = X" AX + X"BX > 0car Aet B sont définies positives.
Donc A+ B est définie positive]

¢) Oncalcule (4—B)A+B)=S+AB—BA—-S =AB—-BA

On a donc (A—B)(A+B):Az%((5+21n)B—B(S+21n)).

Or BS =B =SB, donc|(4— B4+ B)=0|

Or A+ Best définie positive, donc 0 n’est pas valeur propre de 4+ B qui est donc inversible.

On conclut que (4—B)=0, donc

b u=a*+b*

4) Onposenzz,S:£u VJ,A:(a j.CommeAZ:S, v=ab+bc .
vow b ¢ o

w=b"+c

Donc pour peN'et x,yeR, il vient:

u?x* + 208 xy +w’y’ =(a2 +b2)p x +2(ab+bc)pxy+(b2 +02)p ¥

P
p _ _ B
Donc u?x*> +2v7xy +w’y* = z [kj(a“bzf’ %7 4 2xyat et b + b 2").
k=0

k=0

P
Donc u?x* +2v’xy +w’y* = z [i}(xakb”k + ybfert )2 >0.

‘On a donc bien Vx,y e R,u’x* +2vxy +w’y> 20 |

u

. e e’ X
5) Soit T _( J On note X :{ j On calcule

eV eM y
X'TX= <X,TX> = x(e“x + evy) + y(e"x+ e”’y) =x’e" +2xye’ +y’e”.
Avec un développement en série entiére :

+00

uﬁ +00 vp +00 Wp +00 1
X'Tx=x {Z;j+2xy[zgj+yz [Z?j:z

p=0 £ p=0 1" p=0 o p!
Donc on a bien|T € S; (R)

Exercice 15 (Oral CCINP 24, IMT 24, Charline,Marie,3) : soit £ un espace euclidien et a un vecteur unitaire
fixé dans E . On suppose dim(E)=n>2.

(u”x2 +2v7xy+ w”yz) >0 avec 4).

Soit f € L(E).On suppose k # —leton consideére f : x > x +k(x,a)a .
1) Montrer que f est autoadjoint.
2) Montrer que f est un automorphisme.

3) Déterminer les ¢léments propres de f .

1) Soient x,y € E. On calcule <f(x),y> :<x+k<x,a>a,y> = <x,y>+k<x,a><y,a> .

De plus, <x,f(y)> = <f(y),x> = <y+k<y,a>a,x> = <x,y>+k<x,a><y,a> = <f(x),y> .
‘Donc fest autoadjoint‘.
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2)

3)

Soit x e ker(f) . Alors x+k<x,a>a =0, donc x:—k(x,a}a,puis (x,a):—k(x,a).
Donc (1+k)<x,a>:0,et comme k # -1, (x,a>=0,d0nc x=—k<x,a>a=05.

Donc ker(f) = {0 E} et comme c’est un endomorphisme en dimension finie, | f est un automorphisme.

Soit 4 € R. On cherche quand I’équation f(x) = Ax admet une solution x #0, .
f=Ax= x+k<x,a>a = Ax. Ceci équivauta (1-A)x = k(x,a)a .

Si A =1, I‘équation s’écrit k(x,a)a =0,.

e Sik=0, f=1Id,.Donc Sp(f)={l}et El(f):E|.

e Sik=#0, f(x):x@(x,a}:O@xe(Vect(a))l.

Comme dim(E) =n>2, dim((Vect(a))" ) =n-121. Done 1e Sp(f)et £, (f)=(Vect{a})".

. k<x,a> ) ) k<x,a>
Si A#1, ‘f(x):/ix@x:ﬁa.Cementrame X =qaaavec a:ﬁeR.

Donc les seuls vecteurs propres possibles associésa A #1sontles aa,avec  €R.
Or f(aa)=af(a)=(1+k)(aa).Donc aacE, (f).

Donc si k#0, Sp(f)={L1+k}, E,., (f)=Vect{a} et E, (f)=(Vect{a})'|

Exercice 16 (Oral Mines 24, Antoine,3) : Soit £ un espace vectoriel euclidien et p un projecteur.

1)
2)

3)

On suppose que Im(p) est orthogonal & ker (p) . Montrer que Vax € E,|p (x)] <« .
On suppose que Im(p) et ker(p) ne sont pas orthogonaux.
Montrer I’existence de x, € E tel que |[p (x,)] > [x]|-

Que vient-on de démontrer ?

Ind :

1)
2)

1))

2)

3)

Décomposer x =a+b ,avec a € Im(p)et b e ker(p) .

Montrer qu’il existe x, € ker(p)" tel que x, & Im(p) et vérifier qu’il convient.

Soit x € E . On le décompose sous la forme x =a+b, avec a € Im(p)et b € ker(p) . Alors

Lo = (00 p0) = et [of =+ B =[aff +[oF par Pythagore
On a donc bien |Vx € E,"p (x)" < ||x|||

On suppose que Im(p) et ker(p) ne sont pas orthogonaux. On considére x € E . On le décompose sous
la forme x=a+b,avec a e Im(p)et b eker(p).Onaalors p(x)=aet p(x)=x->b.

Si on prend x, € ker(p)" tel que x, & Im(p), on aura avec Pythagore || p(xo)"2 = ||x0||2 +||b ||2 .Or
b#0, (sinon p(x,)=x,et x, € Im(p)), donc on a bien ||p (x0)|| > ||x0|| .

Il reste & vérifier qu’il existe un tel x, , ¢’est-a-dire que ker(p)" & Im(p) .

On suppose par I’absurde que ker(p)" < Im(p).

Comme Im(p) @ ker(p) = E et ker(p)" @ker(p) = E, on sait que dim(ker(p)i) = dim(Im(p)) .

On a donc ker(p)" =Im(p), donc Im(p) est orthogonal & ker (p), ce qui est absurde.

‘En prenant x, € ker(p)* tel que x, & Im(p), ona |[p(x,)| > x| ‘

, ¢’est-a-dire que

On vient de montrer | Vx e E,||p (x)|| < ||x|| < ker(p) L Im(p)

VxekFE, || p (x)|| < ||x|| < pest un projecteur orthogonal
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Exercice 17 (Oral Mines 24, Madeleine,4) : Soit 7 € N". On considére une application a :[I,n] - R’ telle
que les (a(i)),..., soient deux a deux distincts.
1

a()+a(j)’
1) Dans cette question, on suppose Vi e [1,n],a (i) =i . Montrer que M est diagonalisable et a valeurs

On considére M e M, (R)telle que Vi, j e[L.n], M,

propres strictement positives.

2) Mémes questions dans le cas général
1

j "7\ dt pour i, j e [1,n].
l+] 0

On pourra utiliser un produit scalaire et

Ind :
1) Calculer X" MX pour X € M, (IR)et faire apparaitre I’intégrale d’une fonction positive.

2) Procéder de méme. Pour obtenir X" MX > 0lorsque X =0, poser 4= {i e[Ln],x, = O} et considérer

a(j) = min{a(i),i € A} .

1)

De plus, soit X =| : |e M, (R) , non nul. On cherche a calculer X" MX et 3 montrer X' MX > 0.

X

n

Il vient X7 Mx = ZM:/ 6 = Itw ldtj(iixxtw l]dt

i=1 j=1 i=1 j=1

n ﬂ 1 n 2
Donc X' MX = jt[ X, xjt'lt’l]dt = Il(zxit”j dt > 0 (car la fonction sous I’intégrale est

0 i=l j=1 0 i=1

positive et que les bornes sont dans le « bon sens ».

2
De plus, si X" MX =0, on considére j : ¢ t(z xit""J . Elle est positive et continue, donc comme
i=1
n—1

I’intégrale est nulle, il vient v/ e 0 1] [th‘ ‘J =0 ,donc Vte 0 1] Zx t =

i+l

On obtient ainsi un polyndme ayant une infinité de racines, et il vient x = 0, ce qui est absurde.
On a donc bien X" MX >0 pour Xnon nul.
|Donc les valeurs propres de M sont strictement positives|.

1

2) On suppose maintenant Vi, j € [[1, n]],Mij :ﬁ .
oa@)ta(y

M est

2
On calcule de méme X" MX = Z Z XX, ft‘“’““ “dt = J.t(z x[t”“’"j dt>0.
i=1

i=1 j=1

Si X"MX =0, ona de méme V7 €0, 1],Zx,.z“<”-‘ =0.
i=1

Soit A:{ie[l,n],xi # 0} .

On prend a(;) = min{a(i),i € A} (c’est ainsi la plus petite valeur des a(i) pour lesquels x; #0).

Alors VIE]O 1], VR th”(” '=0, donc Vte]O 1] th“(‘) “ =0.Comme les (a(i)),.,., sont

ieJ

deux a deux distincts, on a a(j) <a(i) pour jeJ\{i}

On prend la limite quand x tend vers 0 : x, =0. C’est absurde.

On a donc bien X" MX >0 pour Xnon nul.

16



|Donc les valeurs propres de M sont strictement positives|

Exercice 18 (oral Mines 24, Nassim,5) : soit £ un plan vectoriel muni d’un produit scalaire < > .

1))

2)

Ind :

1)

2)

1))

2)

Soient p,q deux projecteurs orthogonaux, non nuls et distincts de 1’identité. Soit u = p + ¢ . Montrer
qu'il existe & € [0,2] tel que Sp(u)={a,2-a}.
Montrer que si u est un endomorphisme autoadjoint qui vérifie Sp(u) = {a,2 - a} , avec a € [0,2],

alors il existe p, ¢ deux projecteurs orthogonaux tels que u = p+¢q.

Montrer que u € S, (R) , puis déterminer 7r(u) en faisant un lien entre le rang d’un projecteur et sa

trace.

Chercher a écrire la matrice diagonale de u dans une base orthonormée bien choisie comme somme de
deux matrices de projecteurs orthogonaux de rang 1, donc de trace égale a 1. Remarquer que ces
matrices de projecteurs orthogonaux doivent étre symétriques et traduire les conditions recherchées a
I’aide des coefficients.

Comme p, g sont deux projecteurs orthogonaux, ils sont autoadjoints. Soient x,y € E . Alors

(u(x), ) =(p(x), ) +{q(x), y) = (x, p(»)) +(x.9(»)) = (x,u(y)) .

Donc u = p+gq est autoadjoint, donc diagonalisable. De plus, Sp(p) = Sp(q) = {0,1} c R, donc
p.q€S; (R) etpour xe E, (u(x),x)=(p(x),x)+{q(x),x) = 0.

Donc u €S, (R) et Sp(u) =R, .

Enfin, Tr(u) =Tr(p)+Tr(q) .

Or dim(£) =2 et comme p #0, ,, 7rg(p)# 0. Sideplus rg(p) =2, pestbijective et comme
pop=p, popop=pop,donc p=1Id,,ce quiest exclu.

Donc rg(p) =1 et dans une base adaptée a la décomposition Im(p) @ ker(p) = E , il vient

0

sont les valeurs propres (positives) de u , on doit avoir @+ f=2,donc f=2-a,avec a €[0,2].

10
MB(p):{ Oj.Donc Tr(p)=rg(p)=1etde méme, Tr(q)=1.Donc Tr(u)=2.D¢s lors, si a,f

‘Donc ilexiste o [0,2] tel que Sp(u) ={a,2-a} ‘

Soit u un endomorphisme autoadjoint qui vérifie Sp(u) = {a,2 -}, avec & € [0,2]. Alors par
0
0 2-«a

p,q deux projecteurs orthogonaux tels que u = p+¢q. p,q doivent étre autoadjoints. Comme B est

théoréme spectral, il existe une base orthonormée B telle que M ,(u) = [ ] = A . On cherche

orthonormée, M, (p) et M ,(q) doivent étre symétriques réelles.

De plus, au vu de la premiere question, on choisit de chercher p,q ¢ {O Ly 1d b} . On a alors comme au
1) Tr(p)=rg(p)=1cet Tr(g)=1.

b —b
On cherche donc M, (p) = 4 =M et M,(q)= ¢ =N.
b 1-a -b 1-c

Onveut A=M+N, M>=Met N>*=N.
On étudie ces conditions. A=M +N < a+c=«a.

, (a*+b® b ) a’+b =a s s
M- = S ,donc M* =M < s s Sa +b =a.
b (1-a)y +b (I-a) +b"=(-a)

Deméme, N>=N <2 +b* =c.

. . . a
On constate que ¢’est la méme condition et on choisit a =c¢ = bR

On doit avoir ¢*> +b* =a < b’ :%(2—0{) .Or a 6[0,2], donc %(2—0{)20.
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1 a a b c b
O db=—\ja(2-a),a=c=—, M = t N = .
n pren 5 a( a) a=c 5 [b l—aje [—b J

Onabien A=M +N, M> =M et N> =N .Onnote p,qles endomorphismes de E tels que
M (p)=M et M,(q)=N . Ce sont des projecteurs, et comme B est orthonormée, ce sont des

endomorphismes autoadjoints car leurs matrices dans B sont symétriques.
‘Donc p»q sont des projecteurs orthogonaux tels que u = p + q| .

Séance 4 : Mercredi 4 Juin

Cours : revoir tout le chapitre 11

1 00 01
1 1.0 11
Exercice 19 (Oral IMT 23, Bastien N,3) : Soit A={1 0 1 0 1] et f canoniquement associéea A .Avec
1 00 01
1 00 01

le moins de calculs possibles, déterminer Im( /'), ker(f), les valeurs propres et vecteurs propres de A . Est-elle

diagonalisable ?

Ind : déterminer le rang avec les colonnes, puis une base du noyau. Observer les colonnes pour lesquelles tous
les coefficients non diagonaux sont nuls. Utiliser la trace pour trouver la derniére valeur propre complexe « et
déterminer un vecteur propre associé.

Notons B =(e,,e,,e;,e,,e;) la base canonique de R’ et (C,,C,,C,,C,,C;)les colonnes de A4 .
Alors (C,,C,,C,) estlibreet C, =C,, C, =C;,donc rg(f)=rg(4)=3.

On a alors ‘Im(f) =Vect (Cy,C,,C3)
Par théoréme du rang, dim(Ker(f))=2.0r f(e)= f(e;) et f(e,) = f(e,).

Donc (e, —e;,e, —e,) est une famille libre de deux vecteurs de ker(f) .

Donc ‘(e1 —e;,e, —e,) estune base de ker(f’) ‘

0 0 0 0

0 0 1 1
En outre, on remarque que A4.| 1 [=| 1 |,etque 4./ 0|=|0|.

0 0 0 0

0 0 0 0

Donc 1€ Sp(4), e,,e, € Ker(A—15) et mult(l, y,)=>2.
Comme dim (Ker(A4))=2, on a déja trouvé 4 valeurs propres de 4 avec leur multiplicité.

Donc si on note « la derniére valeur propre (a priori complexe) de 4, alors 7r(A)=1+1+a=4.Donc o =2.

-1 0 0 0 1 1 0
1 -1 0 1 1 3 0
Alors A-2Is= 1 0 -1 0 1 [,avecenregardant les colonnes (A—2I5)|2|=|0
1 0 0 2 1 1 0
1 0 0 0 -1 1 0

Donc u =¢ +3e, +2e, +e, +e, eker(4-21).
Dés lors, dim (Ker(A))+dim(Ker(A—Is))+dim(Ker(4—215))22+2+1=5.
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Or Y dim(E,(4))<5, donc|Sp(4) ={0,1,2}

AeSp(A)

dim (Ker(A4))+dim(Ker(4—Is))+dim(Ker(4-215)) =5 donc|A est diagonalisable

En outre, dim(Ker(4—-1Is5))=2 et|(e3,ez)est une base de Ker(A-1,) ‘

Enﬁnl, u=e +3e,+2e, +e, +e, estune base de ker(A4 —2[5)‘

Exercice 20 (oral CCINP 24, Nassim,2) :
Pour 4,B e M, (R), on considere le produit scalaire usuel donné par <A, B> = W(ATB) .
On pose E(A4)= {M eM,(R),44" = MMT} . 0, est la matrice nulle de M, (R).
1) Déterminer E(/,).
2) Montrer quesi M e E (0, ), alors ||M||2 =0. Que vaut £(0,) ?
3) Pour cette question, on suppose 4 € GL, (R). Montrer que E(4)= {AP,P €0, (R)} .
4) Montrer que si 4eM ,(R), alors 44" € S, (R). En déduire que AA" est semblable a4 une matrice

diagonale a coefficients positifs.
5) Montrer que E(A) contient toujours un élémentde §' (R).

Ind :
1) Utiliser la définition de matrice orthogonale.

2) Utiliser tr(M™M)=tr(MMT).
3) Faire une double inclusion. Dans le sens —, poser P= 4'M .
4) Montrer que 44" € S," (R).

5) Considérer la racine carrée d’une matrice symétrique positive.

) |EU)={MeM,(R),I,=MM"}=0,(R)

2) Soit M e E(0,).Alors MM" =0 . Donc (M,M)=tr(M"M)=t-(MM")=1r(0,)=0 et ona bien
"M"2 =0, donc M =0.Donc|E(0,)={0,}

3) Soit 4eGL,(R).On prouve que E(A4)= {AP,P €O, (R)} par double inclusion.
Si PeO,(R), on calcule (AP)(AP)T =APP" A" = 4A" puisque PP" =1,.
On a donc bien AP € E(4).
Réciproquement, soit M € E(A4) . Montrons que M = AP ,avec PeO,(R).
Onpose P=A"'M . Ainsi, on abien M = AP .
On calcule P" =M" (AT )71, donc PP" = A"'MM" (/17)71 =A"'A44" (AT )71 =1,.

Donc PO, (R) etonabien E(A):{AP,PEOH(R)}

4) Soit 4eM,(R).Alors (AAT )T = AA4" ,donc 44" e S, (R) et par théoréme spectral, comme elle est
symétrique réelle, elle est diagonalisable.
De plus, si X € M, (R), X"44"x =(4"x) 4"x =4 x| >0.

Donc 44" € S, (R) et ses valeurs propres sont donc positives.

Donc | 44" est semblable 4 une matrice diagonale & coefficients positifs|.
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5)

Onprend 4 e M, (R)etonpose S = AA" e S} (R) .Avec 4), soient P € O,(R), D, matrice diagonale

d, O Ja, O

a coefficients positifs telles que S=PDP".Si D= , on pose A= .
(0) d, (0) Jd,

Alors soit M = PAP” . On constate que M” = M et que Sp(M)=Sp(A)c R, .

Donc M € S (R). De plus, MMT =M?=S= 44", donc |M eE(ANS; (R)|

Exercice 21 (oral CCINP 23, Samuel,3) : pour 4 € M, (C), on pose p(4) =max {|4].2 € Sp(4)} .
Soit || | une norme sur M, (C) telle que VA,Be M, (C),| 4B||<| 4||B]-

1)

2)

3)

4)

5)

Ind :

1)
2)

3)

5)

1))

2)

Donner une matrice non nulle admettant uniquement 0 comme valeur propre. Montrer que 4 — p(4)

n’est pas une norme sur M, (C).

a) Soit X €M, (C), non nulle. Montrer que XX” €M, (C) et calculer ses coefficients diagonaux.

b) Montrer que p(A4)<|4|. On pourra montrer que pour 1 € Sp(4),3X = 0,4xxT = axxT

1<i<n

n
On définit, pour 4 = (ai’j) eM,(C), ||A|| = max [Z |a,-,j|J . On admet que ¢’est une norme sur M, (C)
Jj=1

. Montrer que VA4,Be M, (C),| 4B|<| 4]| B|.

. . 1 . .
Soit S e M, (C) définie par Vi, j eﬂl,nﬂ,Si’j =7 sifi—jj=1 et S;,; =0 sinon.
Montrer que si A est valeur propre complexe de S, alors 1 e R et 30 €[0,7],4 =cos -
sin(@k)
Pourk €N, soit 0, = L”l et Xp = 5 . Calculer SX et en déduire les valeurs propres de s .
" sin(n6 )

Prendre une matrice triangulaire.
a) Effectuer le produit matriciel.

b) Utiliser la définition de valeur propre et " Axx’ || .

Majorer la double somme obtenue en échangeant les deux sommes.

Utiliser 2b) et le théoréme spectral.

Déterminer une expression de sin(a)+sin(b) et montrer que les valeurs propres obtenues sont bien
distinctes.

0 @
On prend | M = triangulaire, avec tous ses termes diagonaux nuls et les coefficients situés
0) 0

strictement au-dessus de la diagonale non nuls (égaux a 1 par exemple).
Les éléments diagonaux sont alors les valeurs propres et Sp(M ) = {0} -

Si par I’absurde A4 > p(4) était une norme sur A/, (C), alors on aurait p(M)=0= M =(0), ce qui

n’est pas le cas avec ’exemple précédent. Donc ‘A > p(A4) n’est pas une norme sur M, (C) ‘

a) Soit X e M, (C). Alors x' eM, (C) et par produit matriciel, xxT e M, (C)
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3)

4)

3)

De plus, pour 1<4, j <n il vient (XXT) = X,;X; donc (XXT) =X,-2

ij ii

b) Soit A€ Sp(4) tel que p(4) = |2].Alors ,3X #0,AX =AX . Soit un tel X . Alors AxxT = 2xxT

T I o I T B R e R e

De plus, comme x =0, Jie[l,n],X; =0 etdonc (XXT) A :Xl-2 #0 donc "XXT";»& 0.

i,
On a donc [4] <||4 et[p(4) < 4|

Soient Az(a,-’j)eM,, ((C),B:(b,-’j)eM,, (C). Soient i, j e [1,n]. Alors

J

n
Z lkIZIbk,|<||A||||B|| Donc on a bien[vA4, 8 < M, (C).| 4B [ <[ 4[] 3]

]:1

Donc si 4 est valeur propre complexe de s, alors |1|<1. En outre, S e, (R) donc par théoréme

lkbk]

AB‘

zal kbk J

k=1

Donc ‘(AB ‘ lkbkj

done 48] = ma{z

1

n
D ai by

k=1

n
Orz

J=1

0 1/2 0 - 0

1/2 B : .
Onaici S=| 0 1/2 1/2 0 |, donc avec ||S|| llll%ix[z Si,j
1
: 1/2 !

o - 0 1/2 0
Or avee 2b), on sait que p(A) <||4||=1-

spectral, toutes ses valeurs propres sont réelles donc‘,i eR et 30e[0,7],4 =cosd ‘

sin (06, ) +sin (26 )

On calcule SX, :% sin (6 )+:s1n(30k)

sin ((n -1)6; ) +sin ((n +1)6, )

.a+b
i)
Or pour a,b €R | sin(a)+sin(b) = Im[e 2 {2 cos(

) e 5 5

:COS(ek)Xk N dOIlC|SXk = cos(é’k)Xk‘

sin(6y)
sin (26 )

Donc SX = cos(6; )

sin(n6; )

Orpour k e [[1,n], X; #0. On en déduit que les (cos(@k )) sont des valeurs propres de § .

1<k<n
Elles sont distinctes car cos est injective sur [0, 7 ].

Commeilyena netque Se M, (C),cesontles seules. Donc Sp(S) Z{COS(Hk),k EIIL"]]}
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Exercice 22 (oral Mines 24, Matthias,4) : soit 7€ N". On note £ = M, (R)et F=M, (R).

Soit MeEet X eF, M =(M,)),., ., -Onnote ||M||—ZZ|MH|et N(X)= Z|X|

i=1 1
1) Montrer que || || est une norme sur £ . :
2) Montrer que VA, B € E,||4B||<| 4| | B|| - Montrer que V (4,X)e ExF,N (AX)< ||| N (X
3) Soit A€ E telle que ||4|| < 1. Montrer que 4/, e GL,(R).
4) Soient (4,B)e ExF,|4|<1.Onnote lasuite (X,),.,telle que X, e Fet VpeN, X, =4X, +B.

peN

Montrer que la suite (X)), converge vers un élément U e F qui sera a préciser.

Ind :
1) Vérifier les différentes propriétés.
2) Faire le calcul en utilisant les formules du produit matriciel et en majorant.
3) Montrer que 1n’est pas valeur propre de 4 .

p-1
4) Itérer le procédé et expliciter X, en fonction de X, 4, B . Calculer (/, — A)(Z A j et étudier sa limite.
k=0

1) Soient M,N,0cE .Soit 1eR.

o MM =S| 4N | < ]

i=1 j=1

o aml= 23 |, | =12l

i=1 j=1
. ||M||—ZZ|M |>0ets1||M||—0 alors M =0.
i=l j=1

Donc “| || est une norme sur £ ‘

2) Soient 4,BcE. |AB||—ZZ|(AB),,|—ZZ

i=l j=1

Done 48] <3333 |4, ||B~|<(,ZZ|AM|J[ Y 'J'

i=l j=1 k

4,B,

k=1

J
i=1 j=1 k=1

On a donc bien |4, B < E. [ 48] < | 4] | 5]

Soient (4, X)e ExF . Alors N(AX):iK |—Z‘ZA” ;
i=1

<2 3041x)

Dond| N (A4X) S[Z::,ZWHA"”U;”XA <[4 N (xX)

3) Soit A€E telle que ||4||<1.Alors on procéde par I’absurde que 4-1, ¢ GL, (R).
Alors 1est valeur propre de 4 et 3X #0,4X = X . Soituntel X.
Oravec 2), N (4X)<||4| N(X).Donc N(X)<|4|N(X
Comme X #0, N(X)>0et 1< ||A|| , ce qui est absurde.

4) Onnote la suite (X)), telle que (X))
Alorspour peN, X =A4X , +B etonitére le procede.
llvient X, = A(AX,, +B)+B,donc X, =A’X, , + AB+B=A'X, ,+(4' +A+1,)B

telle que X, e Fet VpeN, X , =4X +B.

peN
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p-1
Donc par récurrence, X, = 4" X, —{ZA’JB .

k=0

Orpour peN', 0<N(4"X,)<|4”|N(x,)<|4

" N(X,)avec 2). On a en effet |47 | < 14| et par
récurrence, ||A”|| <||4| en utilisant v4,B € E,|4B|| < |4|||B|| -

Mais 0 < ||4] <1, donc ||4|" — 0 et par encadrement, N(A”XO) — 0,donc 4’X, — 0.
P

—>+0 po+o po+0

p-1

k , .

A" |=1,— A" car la somme est télescopique.
k=0

De plus, ({1, - A)[

-1
Comme ||A||p — 0, 47 — 0, donc (IH—A)(FZ:A/{) - I,.
p—>+0 pard

P+ P+

Or M + (I, — A)"' M est linéaire en dimension finie, donc continue de E dans E .

P+

p-1 p-1
Donc (I, —A)"'(I, - A)(Z AkJ — (I,—A)" . Donc Y 4" — (I,-4)".
k=0 pote k=0
p-1
Or M +—> MB est linéaire de E dans F, donc continue. Donc ( A"jB — (I,-A)"'B.
p—r+o

k=0

p-1
Donc | X, = 4" X, +[ZAkJBp:L(IH -A)'B=U
k=0

Exercice 23 (oral Mines 21,Centrale 24, Nassim,5) : Soit 4 GL,(C).

1))

2)

Ind :

1)

2)

1))

A A
Soit B = ( 0 AJ . B est-elle diagonalisable ?

Soit ¢ = [0” (;4 ] . Montrer que ¢ est diagonalisable si et seulement si 4 est diagonalisable.
1

n n

D D
Supposer B diagonalisable. Montrer que A est alors diagonalisable et que B est semblable a ( o D ]

, avec D diagonale et inversible. Si b est canoniquement associé a B, trouver un plan stable par b et
obtenir une absurdité.
Procéder par double implication. Dans le sens direct, calculer C? et conclure. Dans le sens retour, montrer

0
que Cet M:[I

n

D ) 0
0 sont semblables, puis que M = /

n

J est diagonalisable en trouvant une

base de vecteurs propres (ou en considérant les restrictions de I’endomorphisme canoniquement associé
a des plans stables).

Supposons que B est diagonalisable. Soit alors b canoniquement associ¢ a B. Onnote C = (e,,...,e,, )

la base canonique de C*" . On constate que V = Vect(e,,...,e, ) est stable par b.

Comme b est diagonalisable, I’endomorphisme induit 5, ’est aussi et dond| 4 est diagonalisable].

Soit donc P e GL, (C)et Ddiagonale telles que A=PDP".

. . .
On constate alors que B_[PDP PDP ]_[P OJ[D DJ[P 0 ]

0 PDP o P)lo DJ)Lo P!
-1
P 0 P 0 P 0 D D
Or €GL,,(C),et = . |, donc Bet dont semblables, et comme
0o P 0 P P 0 D

D D
B est diagonalisable, N :( 0 D] I’est aussi.
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2)

Or 4¢€GL,(C), donc Sp(D)=Sp(A)cC".

d, 0) 4, 0)]
5 q O V[P DY) d  (0) d
n note D = .. et = 0 D = 0 d1 (0).
0) d . .
L 0 (O d, |

Notons C'=(u,,...,u,,) une base de C*" telle que M..(b)=N.

Alors W =Vect(u,,u,,,) est un plan stable par b et comme b est diagonalisable, I’endomorphisme induit

. . . . . (d, d N
b, Dest aussi. Donc sa matrice dans (i,,u,,,)’est aussi. Or elle est égale a ( ' ‘J qui n’est pas
1

diagonalisable puisque d, # 0 (sinon, elle serait égale a d,/,, ce qui n’est pas le cas).

C’est donc absurde et B n’est pas diagonalisable|.

On proceéde par double implication.

A 0
Si ¢ est diagonalisable, C* = [0 AJ est diagonalisable (si on prend P e GL,, (C)et Ddiagonale telles

que C=PDP"', alors C>* = PD? P estsemblable & D?, donc diagonalisable).

De méme qu’au 1), on conclut que |A est diagonalisable|

Si A est diagonalisable, on prend P e GL, (C) et Ddiagonale telles que 4=PD P,

-1 0
Il vient alors C = 0N 0 DYP 0 ,donc Cet M =
o P, o)l o P I

D
0) sont semblables. Il reste a
0
montrer que M = I

n

D
0 J est diagonalisable.

0 (0 4 0]
On note D ! : (0) tM—O b 0O @
n note = . € - In 0 - 1 0 (0)
) d,
L 1 (0 0 |
" i d.x, ,=Ax (d,-2)x,, =0
Onrésout M| : |=A| i |& Vke[ln],q " e vke[ln], " . (*)-
X X X = n+k X = j’xmk

2n

Comme d, # 0 puisque A est inversible, ’équation A* =d, admet deux racines distinctes 4 et —4,

. 2n . . e N
dans C. Notons C =(e,,...,e,, ) la base canonique de C*™" . Soit m canoniquement associé a M .

Alors on pose pour ie[L,n] U, =2e +e,, et V,=-A4e +e,,. U, estun vecteur propre associ¢ a la

nti® i

valeur propre A, et V;a la valeur propre —/4,

i

Montrons que (U,,..,U,,V.,...,V,) est une base de C*" .

. al—pA =0 -2p2,=0
Si qU, +..+a,U, + BV +...+ BV, =0, alors pour i e [1,n] : = .

ai+ﬂi:O ai:_ﬂi
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Donc comme 4, #0, o, =4 =0et (U,,.,U,,V,,..,V,)est libre, contient 2n vecteurs donc est une base

2 o
de C*", constituée de vecteurs propres de m .
Donc m et M sont diagonalisables, et ainsi C I’est aussi.

On a donc bien prouvé que |C est diagonalisable si et seulement si 4 est diagonalisable|

Exercice 24 (Oral Centrale 1 23, Bastien N,5) : soit 4 € Mp ((C) .Onsuppose lim Tr(A")=0.Montrer que
n—+ow

le module des valeurs propres de A est strictement inférieur a 1.

Ind : trigonaliser A et calculer tr(A"” ) pour 0 < j <k—1. Ecrire matriciellement le systéme obtenu et montrer

que la matrice qui intervient est inversible, puis étudier la limite.

On sait que 4 est trigonalisable que C et qu’il existe une matrice 7 e M, ((C) triangulaire supérieure et une
matrice P e GL,(C)telles que 4=PT P™'. Alors par récurrence, pour ne N, 4" = PT" P™'

Onnote A4,,...,4, les valeurs propres complexes distinctes de 4, et «,...,a, € N leurs multiplicités respectives.
A A"
Si T= ) (,) ,alors 7" = : (,)
o . ) -
A A"

, donc deux matrices semblables ayant méme

trace, on obtient tr(A" ) = tr(T" ) = Zk:alﬂ," .Alorspour 0< j<k-1, tr(A"” ) = Zk:aiﬂi"li’ .
i=1 i=1

1 A 112 21/‘—1

L A4 i i)
Done sion note V' =V, (Gyros A ) =| | X2 L |er<

i - . a,(./lk” tr(A;'”"l)

1 2 ,1k2 /1:*1

alors on a directement V' X, =Y,. Mais 4,,...,4, sont distinctes, donc la matrice de Vandermonde  est

inversible et V7 aussi. Ainsi, X, = (VT )71 Y .Or Y — 0(coordonnée par coordonnée).

n—+o

-1 . . . . . . ;. . , .
Donc comme Y — (VT ) Y est continue (car linéaire en dimension finie), avec la caractérisation séquentielle, on

peut affirmer que X, — 0. Avec la convergence coordonnée par coordonnée, puisque ¢,,...,, € N , on

n—+wn

conclut que Vie [[1, k]], A" — 0, donc |le module des valeurs propres de A est strictement inférieur a l|.
n—+wo

Séance 5 : Jeudi 12 Juin

Exercice 25 : (oral IMT 24, Victor,2). Soit M =| : ileM, (R) .

1) M est-elle diagonalisable ?
2) Déterminer ses valeurs propres. A quelle matrice est-elle semblable ?
3) Déterminer les sous-espaces propres de M .

Ind :

1) A faire en une ligne.
2) Déterminer le rang de M et utiliser la trace.
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3) Deviner des vecteurs qui conviennent ou a défaut savoir écrire et résoudre le systtme MX =AX si
AeSp(M)

1) |M est symétrique réelle, donc par théoréme spectral, elle est diagonalisable]

2) Toutes les colonnes de M sont identiques et non nulles, donc rg(M) =1et par théoréme du rang,
dim(ker M )) =n—1. Donc la multiplicité de 0 comme valeur propre de M est au moins égale & n—1

et 7, =X"(X=b)=X"-bX"", avec b=Tr(M) (on connait le coefficienten X" de y,,).

Donc |y, = X" (X —n)
On en déduit que |Sp(M) = {O,n} , avec dim(E0 (M)) =n-let dim(En (M)) =mult(n,y, ) =1 puisque

M est diagonalisable.

0 (0)
On a alors | M semblable & D = - 0 eM,(R)

(0) n
1 1
-1 0

3) Onavuque dim(E,(M))=dim(ker(M))=n—-1.0npose X,=| 0 |,....,X,=| i | (plus

: 0
0 -1

précisément, pour j € [[Z,n]], (X;), =1etpourie [[Z,n]] (X)), =-9,,)
La famille (X,,...,X,)est libre et constituée de n—1= dim(E0 (M)) vecteurs de E (M) .
Donc ‘(Xz,...,Xn) est une base de E, (M) |

1 1
Par ailleurs, X =| : | vérifie MX =nX , donc une basede E,(M)est X =| :

Exercice 26 (Oral CCINP 24, Elise,3) : soit 4e M, (R).
1) Montrer que rg(A)+rg(l,—A)=n
2) Montrer que 4’ = 4 < rg(A)+rg(I,—A)=n
Ind :
1) Utiliser le théoréme du rang et la formule de Grassmann.

2) Procéder par double implication. Considérer a canoniquement associé a A et exploiter le théoréme du
rang. Dans le sens < , montrer que ker(a) ® ker(a — d, )=R".

1) On utilise le théoréme du rang : rg(A)+rg(l, — A) = (n—dim(ker(4)))+(n—dim(ker(Z, - 4))).
Donc rg(A)+rg(l,—A) =2n- (dim(ker(A)) + dim(ker([n - A))) .
Or (ker(4))ker(Z, — 4) = {0} (si X eker(4d)ker(/, —A4),alors 4x =X - 4X =0).

Donc par formule de Grassmann,
dim (ker(4)) + dim (ker(/, — 4)) = dim (ker(4) @ ker(/, — 4)) < dim(R" )= .

On a donc bien |rg(A) +rg(l,—A)=n |

2) On procéde par double application.
On suppose A° = 4.

26



Alors si a est canoniquement associ¢ @ 4, a est un projecteur. On a donc ker(a) ® ker(Id,, —a) =R",
donc rg(A4)+rg(l, — A) = 2n—(dim (ker(4)) +dim (ker(Z, — 4))) =n .

On suppose rg(A)+rg(l, —A)=n.

Alors avec le théoréme du rang, dim (ker(A4))+ dim (ker(Z, — 4))=n .

Soit alors a canoniquement associ¢ & A . Il vient dim (ker(a))+ dim (ker(a -1d,, )) =n, donc

ker(a) ® ker(a - Id ) = R" ( ces deux espaces sont en somme directe, et on a une inclusion et I’égalité
des dimensions).

Dans une base B adaptée a cette décomposition, il vient C = M ,(a) = (Eg; (10)] ,donc C° =C, et

a =a,sibienque 4> =4.

On a donc bien montré que |A2 =Adsrg(D+rg(, - A) = n|

Exercice 27 (Oral CCINP 24, Simon,3) : soit £ un ensemble et f une application de £ dans E .

1))
2)

Ind :

1)
2)

1)

2)

Montrer que si f est surjective, alors f> = fo f 1’est aussi.

On suppose f° = f. Montrer que f est injective si et seulement si f est surjective.

Ecrire la définition.
Procéder par double implication. Dans le sens retour, prendre x,x'e Etels que f(x) = f(x"), puis
a,a'e Etelsque f(a)=xet f(a)=x".

Soit z € E. Comme f est surjective, on peut considérer y € E tel que f(y) =z .De méme, on peut
considérer x € E tel que f(x)=y.Ilvientalors fo f(x)=z et f* = fo f estsurjective.

On procede par double implication.

On suppose que | est injective. Soit y € E . Alors f*(y)= f(»), donc comme f est injective,
fof(y)=yet yposséde f(y)comme antécédent, donc f est surjective.

Réciproquement, on suppose que f est surjective. On veut montrer que f est injective : soient
x,x'e Etels que f(x)= f(x").Comme f estsurjective, soient a,a'e E tels que f(a)=xet
f(ay=x".Alors fof(a)=fof(a"),donc f*(a)= f*(a").

Comme f°=f, f(a)= f(a"),donc x=x"et f estinjective.

On a bien montré que | f est injective si et seulement si f est surjective‘

Exercice 28 (oral Centrale 1 2023, Samuel,3) :
Soit f(x) = exp(—x). Pour n entier naturel, x réel, soit P,(x)=(~1)"f 0 (x) exp(x2 ) .

+0o0

Pour P,0 e R[X], soit (P,Q)= j P(O)O®) f(t)dt .

Ind :

—00

1) Montrer que P, est polynomiale, de degré n, et que le coefficient dominant de P, est égala 2n

2)

1))

Etudier la parité de P, .

Montrer que (,) est un produit scalaire sur R[.X]. Calculer <P,,,X p > pour n > p . Montrer que la

famille des (P, ),y est orthogonale pour ce produit scalaire. Calculer (P,,F,) pour ne N,

Procéder par récurrence et montrer que P, est de méme parité quen .
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2)

1))

Pour calculer <Pn,X P > , utiliser des intégrations par parties. Pour calculer <Pn ,Pk> avec k <n, écrire

P, dans la base canonique.

On prouve par récurrence sur n € N H(n) : « P, est polynomiale, de degré n, de coefficient

dominant égal & 2n et de méme parité que n ».
e H(0)estvraieavec Ry =1.

e Soit ne Ntel que H(n) est vraie. Alors P, '(x)=(-1)" (f 1) (x) exp(x2 ) +2xf M (x) exp(x2 )) .

Donc P, '(x) =—PB,,;(x)+2xB,(x), donc ‘Pn+1 (x) =2xB,(x)- B, '(x)|

Or P,(x)=2nx"+8,(x), avec deg(S,)<n.

Donc B,,;(x)=2(n +D)x" 4 T,(x),avec deg(T,)<n+1.

Donc P, est polynomiale, de degré n+1, et le coefficient dominant de P, ; est égala 2(n+1).
Si nest pair, P, est paire, donc Vx € R, P,(—x) = P, (x) eten dérivant P, '(-x)=-F,'(x).

Donc P, (x)=-2xP,(x)+P,'(=x) =—PF,,;(-x) et P, ; est impaire.

De méme si n est impair, B, est impaire et P, est paire.

Donc H(n+1) est vraie.

P, est polynomiale, de degré n, de coefficient dominant égal a 2n et de méme parité que n

+o0

2) Pour P,QGR[X], on pose(P,Q}: I P(H)QO(t) f(¢)dt . Vérifions que c’est un produit scalaire sur

—00

—+0

R[X]. Tout d’abord, soit R =PQ e R[X]. Alors par croissance comparée, R(t)e™" = 0(%2], donc

t— R(t)e”z est intégrable en +oo et de méme en —oo, donc elle est intégrable sur R et <P,Q> existe
bien.

De plus, soient P,Q,ReR[X] et 1eR.

Alors (P,0)=(0,P) et {,)est symétrique.

De plus, <P+ AR, Q> = J. (P+ /1R) ®0@) e dt= <P,Q> + l(R, Q> (toutes les intégrales convergent

—0

donc on peut séparer en deux), donc par symétrie, <,> est bilinéaire.

En outre, (P, P> = I P (1) e dt>0. Enfin, si (P, P> =0, alors la fonction ¢ > P>(f)e”" est continue

—0

et positive sur R, d’intégrale nulle. Donc V¢ e R, P*(f) ¢ =0 et Pa une infinité de racines, donc

P=0et (,)est définie positif. P)onc (,) estun produit scalaire sur ]R[X]‘.

+00
Soit n> p . Alors <P,1,XP>= )" S dr
On effectue des intégrations par parties.

FOD P = (=11 B,_1(0) exp(—t>) — 0 par croissance comparée.
t—*to0

+ 00
Donc <Pn,X p > =(1"p I FO D@ eP dt (et cette nouvelle intégrale converge aussi).

— 00
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+00
Puis <P,1,XP>:(—1)"+P p! [ £ @yar.

—00

+00
Sip<n, fOTP @)= ()T PR, (0exp(1}) - 0,donc [ £ (1)di=0 et<Pn,Xp>=0.
t—too

+ 00 + 00
Si p=n, <Pn,X">:(—l)"+"n! j F(ydt=nI|ou|l = j exp(—t2)dt =/
k k
Dés lors, si k <n,onécrit B = Y a,X? et (B,P)= Zap<Pn,Xp>=0.
p=0 p=0
Si k>n, (P,,B)=(P..B,)=0
Donc ‘la famille des (B,), < est orthogonale‘.
n—1 n—1
Enfin, P, = Y a,X” +2nX" avec 1), donc(B,,P,)= Y. a, <Pn,Xp>+2n<X",Pn>.
p=0 p=0

Donc (B, B,) = (2n)n!1 |

Exercice 29 (oral Mines 24,23, Andréa,Chloé,4) : soit n € N et D1’ensemble des matrices diagonalisables sur
M, (]R) .

1))
2)

Ind :
1)

2)

1))

2)

D est-il un sous espace vectoriel de M, (R) ?

n(n+1)

Soit 7 un sous-espace vectoriel de M, (R)tel que ¥ < D . Montrer que dim(V) < . Existe-t-il

un sous-espace vectoriel V' de M, (R)inclus dans D tel que dim(V) = nn+l) ?

Prendre deux matrices triangulaires supérieures avec n valeurs propres distinctes telles que la somme de
ces deux matrices admet 0 comme unique valeur propre.

Considérer I’espace vectoriel 7' des matrices triangulaires supérieures avec des termes diagonaux nuls.
Etudier TV . Etudier le cas ¥ = §, (R) : déterminer sa dimension.

1 ) -1 1
. 2 -2 . . .
On considére 4 = . et B= . . A et B sont triangulaires supérieures
(0) n (0) —n
et posseédent n valeurs propres distinctes, donc elles sont diagonalisables.
0 (2
0 . :
Pourtant 4+ B = . ne Dest pas : elle posséde une seule valeur propre qui est 0, donc
0) 0

si elle était diagonalisable, elle serait semblable, donc égale a la matrice nulle, ce qui n’est pas le cas.
Donc A,Be D mais A+B¢D.

‘D n’est pas un sous espace vectoriel de 7, (R) |

Soit ¥ un sous-espace vectoriel de M, (R)tel que ¥ c D . On considére 1’espace vectoriel T des

matrices triangulaires supérieures avec des termes diagonaux nuls.
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Si M eT NV, alors M est diagonalisable et 0 est sa seule valeur propre. Elle est donc semblable a la
matrice nulle, donc & =0.
D¢s lors, avec la formule de Grassmann, il vient dim(7 + V') = dim(7) +dim(V) .

Or dim(T) = @ (une base est (Ew')

1<i <j<n

n(n+1)

De plus, 7+V < M, (R), donc dim(T+V)<n’ et dim(V)<n’ —@ et|dim(V) <

Enfin, on choisity = §, (R). Alors par théoreme spectral, toutes les matrices de E sont diagonalisables

sur R.
De plus, une base de S, (R)est C = (E‘. ; +Ef")1 ~ . On peut en effet montrer qu’elle est libre et
2 i <i<j<n
s : M,
génératrice de 5, (R)(si M €S, (R),M = > M, (E, +E”‘)+ZT(E"i +E,;)).
I<i<j<n i=1
On compte le nombre d’éléments de la base : pour j=1,ilyenal(i=1) ;pour j=2,ilyenadeux(
ie{1,2}), et ainsi de suite : pour j=n,ilyena n.

On en déduit que dim(S, (R))=1+2+..+n= n(n2+ DN

n(n+1)

Donc on peut avoir dim(V) = en prenant) = S, (R)|.

Exereice 30 (Oral Mines 24, Cédrine,5) : On considére 4,8 M, (C) telles que A(AB—BA)=0.

1))
2)
3)

1)
2)

3)
1)

2)

Montrer que Vk € N',(4B)* = 4"B*.
Montrer que si C e M, ((C) vérifie Vk € N*,tr(Ck) =0, alors C est nilpotente.
Montrer que AB — BA est nilpotente.

Procéder par récurrence.

Montrer que toutes les valeurs propres de C sont nulles et procéder par I’absurde. Exprimer (C ") a

’aide des valeurs propres distinctes non nulles de C et de leurs multiplicités respectives.
Poser C = AB — BA et calculer ses puissances, puis leur trace.

On sait que 4(AB—BA)=0, donc que A°B = ABA

On prouve par récurrence sur k € N H(k):"(4B)* = 4*B*"

e  H(l) estvraie.

e Soit k e N". On suppose que H (k) est vraie. On montre H(k+1).
On calcule (4B)*" = (4AB)(AB)* = ABA*B*.
Or ABA* = ABAA*™ = A*BA* "' et a I’aide d’une nouvelle récurrence, ABA* = A*B4A= A""'B .
On a donc bien (4B)"*' = 4*"'B**"! et H(k +1) est vraie.

Donc|Vk e N',(4B)' = A'B' |

Puisque Ce M, ((C) , on sait qu’elle est trigonalisable. On veut montrer que toutes les valeurs propres

de C sont nulles et on suppose par I’absurde que ce n’est pas le cas.
On note 4,,..4, les valeurs propres distinctes de C, a,,..a, leurs multiplicités respectives.

A (*)
On considere Pe GL,(C), T = ' . , triangulaire supérieure telles que C=PT P™".

(0) A

30



A *)
Alors pour ke N", C¥=PT* P~ avec T" = .

(0) Ak

P
. . . P

Deux matrices semblables ayant méme trace, il vient # (C g ) = Zalﬂ,," =0.
i=1

Onadonc pour ke N : a4 +a,A; +.+a,A, =0
Si une des valeurs propres est nulle, elle donne un terme nul dans la somme que 1’on peut retirer.

On peut donc considérer que @, 4{ +a,A3 +..+a,4, =0, 00 4.4, sont les valeurs propres distinctes

non nulles de C.

a, A ﬂ.p
: 1 ... A2
Sionnote X =| . |, etV = :1 /|, on obtient ¥ X =0.
a, AL AP
1 1
/Il P o e
Or det(V)=2,..4,| . [ |#0car 4,,..4, sont distinctes et non nulles (avec le
,1111*1 ,1/1;*1

déterminant de Vandermonde). Donc 7 est inversible et X =0, ce qui est absurde (les multiplicités
des valeurs propres ne peuvent pas étre nulles).
Donc toutes les valeurs propres de C sont nulles.

Des lors, y. = X" et avec le théoréme de Cayley-Hamilton, C" =0, |donc Cest nilpotente.|

3) Onpose C=AB—BA.Alors C* = AB(AB—BA)—BA(AB—-BA)=ABC
Donc C* =C*C=(4B)C* = (AB)2 C et par récurrence, pour ke N*, C* =C*'C = (AB)kil C.
Donc C* =(4B)" —(4B)"™ (BA)= A'B* — 4"'B* 4.
Or tr((4"'B") ) =tr(4(4'B"))
Donc tr(C*)=tr(4'B")-wr(4"B*)=0.
|Avec 2), on conclut que 4B — BA est nilpotente].

Séance 6 : Mercredi 18 Juin

0 1 )
1o

Exercice 31 (oral CCINP 24, Grégoire,2) : Soit J = o | eM,(C).
0 10

1) Calculer J>.
2) J est-elle diagonalisable ?
3) Déterminer ses valeurs propres et une base de ses sous-espaces propres.

Ind :
1) Poser le calcul.
2) Utiliser le théoréme spectral ou un polyndme.
3) Trouver d’abord les valeurs propres.
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1)

2)

3)

n-1 n-2 - (n=-2)

2
On trouve J* =| " o , ,dond = (1-2)J +(n -1,

(n—-2) n-2 n-1

|J est symétrique réelle, donc elle diagonalisable sur R donc sur C |

Le polynéme Q= X* —(n—2)X —(n—1) est un polynome annulateur de J .
De plus, Q =(X +1)(X —(rn—-1)), donc Sp(J)c {—l,n —l} .

11 @)
Enoutre, /+/,= . ." | donc rg(J+1,)=1let|dim(E, (J+1,))=n-1|
) 1 1

1 1

-1 0
Onpose X,=| 0 |,...,X, =| i | (plus précisément, pour je[[2,n], (X,), =1 etpour i €[2,n]

: 0

0 -1

(X/)i = _51',,')*
La famille (X,,...,X,)est libre et constituée de n—1=dim(£_ (J)) vecteurs de E_(J).
Donc ‘(X2,...,Xn) est une base de Eﬁl(J)|.

Comme J est diagonalisable, dim(E, ,(J))=n—(n—-1)=1

Par ailleurs, X =|: | vérifie JX =(n—1)X , doncfune base de E, ,(J)est X =|:

Exercice 32 (Oral Centrale 1 23, Emma,3) :
Soitp e L(R[X]) telle que p(1) =let VP e R[X],(¢(P))' = o(P").

1))
2)

3)

Ind :

1)
2)

3)

1))

Pour ne N", montrer (o(X"):X" +R, ,avec deg(R,)<n.

En déduire que R, [X] est stable par ¢ . A quelles conditions la restriction de pa R, [X]est-elle

diagonalisable ?
Montrer que ¢ est un isomorphisme de R[X ] . Quel est son spectre ?

Procéder par récurrence.
Ecrire la matrice de la restriction ¢, de pa R, [X] dans la base canonique de R, [X].

Montrer d’abord 1’injectivité en prenant P € ker(g) et en considérant »n > deg(P) .

Montrer ensuite la surjectivité en prenant Q € R[X ] etn > deg(Q) .

On procede par récurrence sur n € N et on prouve H(n) : « il existe un polynéme R, tel que
deg(R,)<n et go(X") =X"+R, »
H(0) est vraie avec R, =0.
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e Soit neN tel que H(n)est vraie. Alors (w(X"H))' =(n+)p(X")=(n+1)X" +R,
n—1 n—1 a
Sionnote R, =Y. a; X* | il existe une constante a telle que (X" = x"* 4 > k—lekH +a.
+
k=0 k=0

n n
On pose alors R, = Za—ka+l+a=z%;1Xk+a etonabien deg(R, )<n+1.
im0k +1 o K

Donc H(n+1) est vraie.

n n
2) Soit P=) axFeRr, [X]. Alors par linéarité, p(P)= akqo(Xk) eR,[X].
k=0 k=0
Donc R, [X] est stable par ¢.

On écrit la matrice de la restriction ¢, de @2 R, [X] dans la base canonique B, de R ,[X] :

1

0 . ™ . , . . .
M, (("n) = _— . Elle ne posséde qu’une seule valeur propre, donc est diagonalisable si et

0 0 1

seulement si elle semblable a 7

n+l?

donc égalea I ,,.

Donc [la restriction ¢, de pa R, [X ] est diagonalisable si et seulement si ¢, = Idp [X]

3) On prouve d’abord que ¢ est injective. Soit P € ker(¢) . Alors si on prend n > deg(P), PeR, [X] ,
donc ¢(P) =g, (P) =0.Mais M, (@n ) est inversible, donc @, est bijectiveet P=0.

Donc ‘ker((p) ={0} et pest injective‘.

On prouve ensuite que ¢ est surjective. Soit O € R[X ] . Alors si on prend n>deg(Q), OeR, [X ] .
Comme g, est bijective, il existe un polyndome Pe R, [X] tel que p(P)=¢,(P)=0.

QO posséde un antécédent par ¢, |donc ¢ est surjective

Ainsi, g est linéaire et bijective, donc |qp est un isomorphisme de R[.X | |

De plus, ona ¢(1)=1, donc 1€ Sp(¢p).
Réciproquement, si A € Sp((o) ,onprend Pe ]R[X]\{O} tel que @(P)=AP.
Alors si on prend n>deg(P), PeR, [X], donc 1€ Sp(p,).

Oravec M, ((p”), Sp(MB ((on)) = {1} ,donc A =1 et|Sp(p)= {1}

Exercice 33 (Oral Mines 23, Liam,3) : soit 4 € M, (C) . Montrer que A4 est somme de deux matrices

diagonalisables.

Ind : écrire 4 comme somme de deux matrices triangulaires, avec des coefficients tous distincts sur la diagonale.

Onnote A= (Al.’j )13{,/5,1 .
1/p * A4,-1/p (0)
.o 0 . * * 0)
Pour peN ,ilvient A=M+N,avec M =| L. et N= . . .
0o - 0 n/p * e * A4 —nlp
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(plus précisément : pour i > j, M, ;=0 et N, , =4, ,,pour i<j, N, ;=0 et M, , =4, etpour i e[l,n],
N, :Ai,i_i)‘
p

Alors N est diagonalisable car elle posséde n valeurs propres distinctes (elle est triangulaire donc ses valeurs
propres sont sur la diagonale).

De plus, pour i, j e[[l,n],avec i# j ,ilvient N, =N, < 4, ~L= A, Lo A, -4 = 1=
' p p ' p
Si 4,,=4,,;,onadonc toujours N, # N, . etsinon,ona N,, # N, ; lorsque p > ﬁ .
Wi

A.—A

i s

1<i,j<n
AIJ ¢A/J

Donc pour passez grand ( p > max { }), tous les coefficients diagonaux de nsont distincts et N est

diagonalisable.
|Ainsi, 4 est bien somme de deux matrices diagonalisables].

Exercice 34 (oral CCINP 24, Sybille,4) : soit £ un espace euclidien de dimension n>2et 4 e E . Soit& eR’.
E—>FE
On pose £ :{x—><x,u>u’
1) Montrer que f, est un endomorphisme autoadjoint de E .
2) Onsuppose u e E\{0,}
a) Montrer que dim (ker(f, )) =n—1et en déduire que Im(f,) = Vect(u)
b) Déterminer 1 e R tel que A f, est le projecteur orthogonal sur Vect(u).
3) Soit geL(E).
a) On suppose que u e E est vecteur propre de g. Montrer que go f, est un endomorphisme

autoadjoint de rang inférieur ou égal a 1.
b) On suppose maintenant que go f, est un endomorphisme autoadjoint de E . En calculant de deux

manicres différentes (g o £, (x),u) , montrer que si u # 0, , alors u est un vecteur propre de g .
4) On suppose maintenant que g est un endomorphisme autoadjoint de £ de rang inférieur ou égal a 1. En
choisissant une base appropriée, montrer qu’il existe u € E tel que Vx € E, g(x) = tr(g)(x,u)u .
E - T(E)

5) Onnote T(E)={f eS"(E),rg(f)<1}. Montrer que ®: p est surjectif.
Ut

u

Ind :
1) Bien montrer que f,est un endomorphisme. Comparer (f,(x),y) et { f,(»),x)pour x,y € E.

2) a) Montrer une inclusion et 1’égalité des dimensions.
b) Chercher A tel que (1 £, ) o (/1 £, ) = A f, et vérifier qu’il convient en reconnaissant 1’expression
d’une projection orthogonale.

3) a) Comparer (go f.(x),y) et (go f,(y),x)pour x,y € E.
b) Montrer que si D = Vect(u) , alors g(u) € (Dl)L =D.

4) Lorsque gn’est pas I’application nulle, considérer une valeur propre non nulle A et choisir un vecteur
propre unitaire u associé. Prendre une base orthonormée de vecteurs propres de g .

5) Bien vérifier que @ est a valeurs dans T(E). Utiliser 4) et remarquer que #r(g)=0pour pouvoir

considérer \/tr(g) .

1) f, est définie sur E et a valeurs dans E . Soientde plus X,y €E et 1 eR.
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2)

3)

4)

Alors £, (x+Ay) =x+Ay+{x+Ay,u)u= f,(x)+Af,(y),donc f,est linaire.

Donc| f, est un endomorphisme de E ‘

De plus, si x,ye E, <fu (x),y> = <<x,u>u,y> = <x,u><y,u> = <fu (y),x> . IDonc £, est autoadjoinq.

a) Soit x € E. Onrésout f,(x)=0, < (x,u)u=0, & xe(Vect()) .

Or dim((Vect(u))l ) + dim((Vect(u))) =n.

Done|dim (ker(/,)) = dim((Vect(u)) ) = n—1|

De plus, par théoréme du rang, dim(Im(fu)) = dim(Vect(u)) =1puisque u e E\{0,} -
Comme Im(f,) < Vect(u) , on déduit que |Im(f, ) = Vect(u)

b) On procede par analyse et synthese. Soit 1 € R tel que A £, est le projecteur orthogonal sur Vect(u) .
Alors ¢’est un projecteur, donc (A £, )o(Af,)=Af, .
Orsi x e E, alors (ﬂfu)O(/lfu )(x) =1’ (fu(x),u>u =1’ <x,u>||u||2 u .
En particulier, (4, )o(Af,)(u) = A |u| u et (2 £,)(u) = A|ju| u . Comme u#0,, il vient
1

Al ||u||4 =4 ||u||2 ,donc A = ||u||72 = W . Iy a unicité si existence.
u
Réciproquement, on suppose A = ||u ||72 . Alors ["u—"] est une base orthonormée de D = Vect(u) .
U
Sion note p, le projecteur orthogonal sur D = Vect(u) , il vientpour xe E : p, (x)= ﬁ /. (x), donc
u

onabien Af, = p, .
1

- 2
il

a) On suppose que u # 0, est un vecteur propre de f,, associé a la valeur propre 1 . go f, € L(E) par

Donc |4 = ||u||72

est ’unique valeur telle que A f, est le projecteur orthogonal sur Vect(u)|

composée. De plus, si x,ye E, <g0fu(x),y> = </I<x,u>u,y> = /1<x,u><y,u> = <g Ofu(y),x> .
Donc g o f;, est autoadjoint.

Enfin, Im(gOfu)cVect(u) , donc rg(gOf;)Sl.

Ainsi,

go f, estun endomorphisme autoadjoint de rang inférieur ou égal a 1|.

b) On suppose maintenant que go f, est un endomorphisme autoadjoint de E . Soit x € E . On calcule
{go /(0= () (g ).u).

De plus, (go f,(x),u)=(x.go f,@)) = (x.(u,u) g(w)) = |u[ (x,gw)).

Donc  (x,u){g(u),u)=|ul (x,g)). Si on note D =Vect(u)et quon prend xeD", alors

||u||2 <x,g(u)> =0, donc comme u #0,, <x,g(u)> =0.Donc g(u) e (DL)l =Det Il eR,g(u)=Au.

Donc comme u #0,,

u est un vecteur propre de g |

On suppose maintenant que g est un endomorphisme autoadjoint de E de rang inférieur ou égal a 1.
Alors dim(E,(g))=n—1.
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5)

Si dim(E,(g)) =n, alors ir(g) =0ectonabien Vx e E,g(x) = r(g)(x,u)u .
Sinon, dim(E,(g))=n—-1
Alors comme FE est euclidien, gest diagonalisable et il existe A=0tel que dim(E,(g))=1 et
E,(g)®E,(g)=E . De plus, les sous-espaces propres de g sont orthogonaux donc en réunissant une
base orthonormée (u)deE,(g)et (e,,...,e,)base orthonormée de E, (g)=ker(g), on obtient
B =(u,e,,...,e,) base orthonormée de E.Onaalors tr(g)=4+0=41.
Si x= <x,u>u +Zn:<x,ek >ek e E, il vient g(x)= i(x,u)u = tr(g)(x,u)u .

k=2

On a donc bien |Vx ek, gx)= tr(g)(x,u>u ‘

. . E—>T(E) .
Soit T(E) = {f eST(E),rg(f)< 1} . Montrons que @ : i f est surjectif.

e Toutd’abord, si u € E, alors Im(f,)  Vect(u) , donc on a bien rg(u)<1. De plus, avec 1), f est
un endomorphisme autoadjoint de £ . Enfin, f,(u)= ||u||2 u.
Si u=0,,alors f, =0,, €S (E).
Siuz0,, [uf €Sp(f,) etcomme dim(E,(f,))=n~1, Sp(f,)= {0,||u||2} cR,.
Donc f, € S*(E) et ®(u)eT(E).
e Soit geT(E). Alors d’aprés 4), on peut considérer u € E tel que Vx € E,g(x) = tr(g)(x,u)u .

Comme g e S*(E), ses valeurs propres sont positives et leur somme #7(g) I’est aussi.

On pose donc |v =4/tr(g) u|. Alors Vx € E,g(x) =(x,v)v, donc g = f, =®(v) et [® est surjective],

Exercice 35 (Oral Centrale 1 23, Mailys,4) : soit £=C ([0, l],R).

1

Soit @ : £ — E donnée par Vx € [0,1],®(f)(x) = Imin(x,t)f(t)dt .

1)
2)

Ind :

1)

2)

1))

0
Montrer que @ est bien définie et que c’est un endomorphisme de E .
Déterminer ker (@) et Im(P).

Bien penser & montrer que @ est linéaire et que si f €k, alors @( f)est continue (par exemple avec
Chasles).
Montrer que si f €E, alors ®(f)est de classe C? sur [0,1] et calculer ®(f)". Utiliser une analyse-

synthése pour trouver Im(®).

Soit feE= C([O, 1],R) -Alors si x e[0,1] estfixé et 1 €[0,1], on note g(x, ) = min(x,1) f(t) -
Alors pour t < x, g(x,t)=t f(¢) etpour ¢ >x, g(x,t) =xf(¢).
Donc pour tout x € [0,1], ¢ > g(x,?) est continue sur [0,1] et ®( ) est bien défini.

Donc |® est bien définie.

1

Deplus, si f,geE,2eRet xe[0,1], CD(f+/1g)(x)=Imin(x,t)(f—klg)(t)dt .
0

Donc O(f + A g)(x)=D(f)(x)+AD(g)(x) et ® est linéaire.

On veut montrer que si f € E , alors ®(f) est continue sur [0,1].
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On utilise le théoréme de continuité des intégrales a parametres :
e Pour tout re[0,1], x> g(x,7) est continue sur [0,1] (elle est constante sur [0,x], puis linéaire sur

[x,1], et continue en x).
o Pour x,[0,1], |g(x,0)| = |min (x,t)f(t)| <| 71l (|f] est continue sur [0,1], donc majorée par théoréme

des bornes atteintes. De plus, ¢ — || f ||OO est constante donc intégrable sur [0,1].

Donc ®(f)eE et |<D est un endomorphisme de E |

2) On cherche ker(®). Soit f e ker(®).

X 1

On a O(f)(x) = Itf(t) dt +xj f(#)dt, donc D(f)est dérivable sur [0,1] (les fonctions sous les deux
0 X

intégrales sont continues et on utilise le théoréme fondamental).

De plus, ®(f)(x) = [¢ f(t)dt ~x[ f()dt donc B(f)'(x) =/ (x)- ¥/ (x) ~[r@yde=—[r @y
0 1 1 1

De nouveau, ®(f)" est dérivable sur [0,1] et ®(f)"(x)=—1(x)

Comme f eker(®), ®(f)=0,donc ®(f)"(x)=0=—/(x).Donc f est nulle. Donc |ker(P)= {0}
On cherche Im(®). Soit g € Im(®). Alors il existe f € E telle que pour tout x €[0,1] :

X X
g(x) = ®(f)x)= [t f(O)dt—x[ f(e)dt . En particulier, g(0)=0 et par théoréme fondamental de
0 1

X

I’analyse, g est C'sur [0,1], avec g'(x) = —I f(t)dt . En particulier, g'(1)=0 et g est de classe C2sur
1

[0,1] et vérifie Vx [0,1], f(x) =—g"(x).

Donc si gelIm(®), alors ged= {h eC? ([O,l],R),h(O) =h'()= 0} . De plus, on a prouvé que
g=0(-g").
Réciproquement, on suppose g € A . Montrons que g =®d(—g"). Ainsi, g € Im(®D).

Tout d’abord, —g" € E .

X 1
De plus, ®(—g")(x) =— j tg"(t)dt—x j g"(t)dt .
0 x

En intégrant par parties, ®(—g")(x) = —[[r g '(t)] g —T g'@® dtJ - x(g 'H-g '(x)) .
0

Donc ®(-g")(x) =~ (xg'(x) - g(x) +£(0)) ~x(g'(1) - g'(x)) = g(x)
Donc on abien g =®(—g") et g € Im(D).

Par double inclusion, |Im(®) = A = {h e C2 ([0,1],R),h(0) = h'(1) = 0}

Exercice 36 (Oral Mines 23, Mailys,4) : soient 4,8 ¢ M, (C) . On suppose que VA, 1€ C,AA+uB est
diagonalisable. Montrer que AB = BA .
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c
d

diagonalisable. Si f et g sont canoniquement associés & A eta B, prendre une base dans laquelle la matrice de

j e M, (C) soit

.. , . a
Ind : commencer par trouver une condition nécessaire et suffisante pour que 4 = [b

f est diagonale et traduire que la matrice de Af + g doit toujours étre diagonalisable.

a c
Si 4= [b dj eM, ((C) , son polyndme caractéristique est y, = X* —Tr(4)X +det(A4).

Donc y,=X?-(a+d)X +ad—bc.Soit A=(a+d)* —4(ad —bc)=(a—d)’ +4bc
Si A =0, 4 posséde deux valeurs propres complexes distinctes et est diagonalisable.
Si A =0, A4posséde une seule valeur propre et diagonalisable si et seulement si elle est diagonale.

a c
Donc |4 = (b dj € M, (C) est diagonalisable si et seulement si b=c=0 ou (a—d)* +4bc #0|.

Dés lors, on considére f canoniquement associéea A et g canoniquement associée & B . Alors pour tous A, £ €C

gj de fest

. u w . Ao +u w . .
diagonale. On pose N =M .(g)= [ j .Si AueC, M (Af+g)= [ j est diagonalisable.
v X v AP +x

, Af + ug est diagonalisable. On prend une base C de C* dans laquelle la matrice M :[Z

Donc v=w=0 ou A=(Aa—L)+u—x)’+4w=0.
e Sia=p,alors M=al, donc f = ald_, donc fog=gof etonabien 4B =BA4.

o Si azf, A=(A(a-pB)+u—x)’+4vwest un polynéme du second degré en 4 . Il existe donc une

valeur de A telle que A =0 . Pour cette valeur de 1 , on a forcément v = w = 0 puisque M. (Af +g)

au

0
est diagonalisable. Donc N =M .(g) = (z j et MN = NM :[ 0
X

0
,donc fog=gof eton
Bx

abien 4B =BA.

Dans tous les cas, on conclut bien que |48 = B4

Exercices en Plus

Exercice 37 (Oral CCINP 23, Ethan,1) :
1) Soit M e M, (C). Soit peN"tel que M” =0. Montrer que si M est diagonalisable, alors A = 0 .

L7
2im
2) Soit j=e: et M=|j j* 1| M estellediagonalisable ?
2 .
VAR

Ind :
1) Utiliser un polyndme annulateur.

2) Calculer /3, 1+ j+ j* et M*.

1) Soit pe N tel que M” =0 . Alors X” est un polyndéme annulateur de M donc les valeurs propres de

M sont parmi les racines de X” et Sp(M )< {0} .

Dés lors, si M est diagonalisable, alors elle est semblable a la matrice nulle, donc
1-/° .
2) On remarque que ;° =1, donc que j* = j. De plus, 1+ j+ > = 1 J_ =0 (c’est aussi la somme des

racines troisieémes de 1).
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A AR A
Donconcaleule M>=| j > 11| Jj° 1 |=(0) etavec p=2,par contraposée de la question
2 2

VAR A VA B

1), on conclut que comme M n’est pas nulle,

M n’est pas diagonalisable]

Exercice 38 (oral CCINP 22,23,3, Hugo A,4) : Soient n> 2, un entier, et A€ 4, (R).Onpose M =1, +4 et
N=I-4.

1))
2)

3)

4)

Ind :

1)
2)
3)

4)

1)

2)

3)

4)

Soit X e M, (R). Montrer que X" 4X e R . Calculer (XTAX)T et montrer que X' AX =0.

Montrer que la seule valeur propre réelle possible de A est zéro. En déduire que M et N sont
inversibles.

Montrer que M et N commutent, et qu’il en estde méme pour A7 ' et N . Montrer que Q= MN " est
orthogonale et n’admet pas —1 comme valeur propre.

Soit U € O, (R) quin’admet pas —1 comme valeur propre. Montrer qu’il existe une et une seule matrice

Be 4,(R) telle que U =(1, +B)_1 (1,-B)

Regarder la taille de la matrice X" AX et calculer sa transposée de deux maniéres.
Prendre une valeur propre et un vecteur propre non nul associé.

Relier M7 avec N, puis exprimer Q'Q en fonction de M . Pour montrer que —1 n’est pas valeur propre
de Q, exprimer M en fonctionde Net /.

Procéder par analyse et synthese. Une fois B trouvée, montrer que (1, +U)B=—(1,+U)B".

Onsaitque X e M, (R), 4e M, (R) et X" e M, (R).Donc par produit matriciel, X" 4X e M, (R)
et on confond cette matrice avec son unique coefficient, donc X" 4X e R .

. T r T ) > T r T T T
Dés lors, (X AX) :(X AX)d une part, et d’autre part, (X AX) :(X A X)z—(X AX)car

Ae 4,(R).Onadonc bienm

On prend 1€ Sp(4) et X #0tel que AX = AX . Alors X7 4X = /1||X||2. Mais d’aprés 1), on a donc

/1||X||2 =0,etcomme X #0, A=0.Donc Sp(A)c{O}

Dés lors, 1et —1 ne sont pas valeurs propres de A , donc |M =] +A et N=1 —A sont inversibles|.

On calcule MN = (I, + 4)(I, - 4)= NM et (NM) "' =(MN)"'. Donc N"'M™ =M~'N"'

Donc ‘M et N commutent, et il en est de méme pour M "' et N '1|

Comme 4 € 4, (R), on a directement M T=N,donc M et M" =N commutent.

On calcule alors Q= M(MT )_l ,donc Q" =M"'M".

-1

Puis Q'Q=M"M"M(M") =M"'MM" (M") =1

Par I’absurde, on suppose que —1 est valeur propre de Q.
Soitalors X # 0 tel que MN"'X =—X .Onremarque que M =21, — N .1l vientdonc 2N"'X - X =—-X
Et X =0, ce qui est absurde. Donc —1 n’est pas valeur propre de Q |

Soit U € 0, (R) qui n’admet pas —1 comme valeur propre. Alors I, +U est inversible.
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Exercice 39 (Oral Mines 23,Eloi,3) : Soient (a,b) eR? . Soit D:

1))
2)

Ind :

1))
2)

1)

On procéde par analyse et synthése et on suppose que B existe. Alors(/, +B)U =(1,—B), donc
B(I,+U)=(1,-U),donc B=(I,-U)(I, +U)7l . Il y a unicité si existence.

Réciproquement, on pose B=(I,~U)(I,+U) eM,(R). Alors B(I,+U)=(I,~U), donc
(1,+U) B" =(1,-U)" et (1,+U")B" =(1,-U"),donc U(1,+U")B" =U(1,-U").

Comme U €0, (R), U'U=UU" =1,.

Donc (1,+U)B" =—(1,-U)=-B(I,+U).

Deplus, B(1,+U)=(1,~U) et (1, +U)B=(1,+U)(1,-U)(I,+U)".

Or (1,+U)(1,-U)=1,-U*=(1,-U)(1,+U),donc (I,+U)B=(I,-U)=—(1,+U)B"

Donc comme [, +U est inversible, B' =—Bet Be 4, (R).

Donc avec 2), —1 n’est pas valeur propre de B et B(/,+U)=(/,-U), donc on a bien
U=(1,+B)"(I,-B)

B=(1,-U)(I,+U) " est 'unique matrice de 4, (R) telle que U =(1, +B)_l (1,-B)|

M, (R)—> M, (R)
M+ aM +bM 7T
Trouver les éléments propres de @, sa trace et son déterminant.

Déterminer une condition sur @ et b pour que @ soit bijectif et lorsque c’est le cas, déterminer o

Ecrire la matrice de ® dans une base adaptée a la décomposition S, (R)® 4, (R)= M, (R).

Utiliser la matrice précédente et exprimer @' surS, (R) et 4, (R)ou résoudre I’équation ®(M)=N .
p p n n q

On sait que S, (R)® 4, (R)=M, (R)-

n(n+1)

De plus, une base de S, (R) est (E; ; + £ )j<ic j<, €t dim(S, (R))=1+2+..+n= 3

2 nm+D _nmr-1
2 2
Si M eS,(R),alors ®(M)=(a+b)M etsi M e 4,(R), D(M)=(a-b)M .
Dans une base Cadaptée a la décomposition S, (R)® 4, (R)=M,(R), il vient

(a + b)[n(n+1) (0)
2

(0) (a=b) -1
2

Donc |Sp(®):{a—b,a+b}|. Alors S, (R)c E, ., (®) et 4,(R)cE, ,(®), donc

Donc dim (4, (R))=n

Me (@)=

dim (E,,, (©))> % et dim (E,_,(®)) Z(T*” Or dim(E,,,(®))+dim(E,_,(®))=n’
donc nécessairement |dim (E,,,;, (®)) = n(n2+ D et|dim (Eyp (@)= @

On a directement | Tr (®) = Tr (M 5 (®)) = ”(”2+ :

(a+b)+@(a—b):n2a+nb

n(n+l) n(n-1)
det(®@)=(a+b) 2 (a-b) 2
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2)

@ est bijective si et seulement si M (@) est inversible.

Donc ‘(D est bijective si et seulement si a#bet a#—b

(@+0) " L) (0)
On a alors M ((D_l)z 2 |
(0) (a=b) 1,1
2
Donc M e S, (R), alors d)_l(M)=(a+b)_1M etsi M e4,(R), q)_l(m:(a—b)_lM.
T T T T
M+M M-M M+M M-M
Dés lors, si M e M, (R), M = 5 + 5 »avee ESH(R)TEAH(R),
T T
Donc (I)_I(M): L M+M + I M-M = ! ((a—b+a+b)M+(a—b—a—b)M)
a+b 2 a-b 2 2(a2—b2)
Done @~ (M) = 2a M- 2b 2 !
(a”—b") (a” -b")

Exercice 40 (oral Centrale 12023, Paul,4) : soit n e N et S, I’ensemble des permutations de [[1,].

Soit o une permutation de [[1,7] . On définit P, €S, par Vi, j €[Ln],(F,). . =53, -

1))
2)
3)

Ind :

1))
2)

3)

1))

2)

i,j

Montrer que si o,s € S,, alors PP, = P, Montrer que P est orthogonale.

S§o0 *
Montrer que 3/ € N*,PUI =1,.
P, est-clle diagonalisable sur C ? Sur R ?

. . T .
Faire le calcul puis montrer P~ = (PU) en revenant aux coefficients.

Justifier que {O'k,k € N} est un ensemble fini.

Utiliser un polyndéme sur C et remarquer que si P, est diagonalisable sur R, alors (P(7 )2 =1,

n n
Soient o,s € S,,. Soient i, j € [1,n]. (P, P, )i’j => (P, )i,k (P, )k,j =y O (i1 kOs(k),j = Osoar(i, -
k=1

k=1
On a donc bien m

Onadonc B,P+=1,.0r Vi, je [[l,n]],(Pdfu )i’j = 50’1(1'),1' =0 5(j) car o:l(j) =ico@)=j

Donc Vi, j € [[l,n]],(qu )l_’j =(P, )j’l. et P =(P, )T’ donc P, (P, )T =1,.

Donc ‘Pa est orthogonale‘.

Avec 1), on sait que (PG )2 =P, ,donc si on note ok I’application o composée k fois, alors pour
keN, (R ) =P,..
Or {O'k,k € N} c S, est un ensemble fini et donc il existe p,k e Ntelsque p <k et o = k.

Alors o” = ¥ Po? et comme o est bijective, o¥ P = Id Ik

Onpose [:k—pEN*,dOHC HIGN*,POZ :In
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1-1 ik

3) X I_1= H (X —e " ) estun polynome annulateur de P, scindé a racines simples.
k=0
Donc ‘Pg est diagonalisable sur (C|

De plus, si P, est diagonalisable sur R, alors ses valeurs propres sont parmi les racines réelles de
x' -1 , donc Sp (PU ) c {—1,1} . Dés lors, P, est semblable a D diagonale dont tous les coefficients
sont dans {~1,1}. Il existe Q inversible telle que P, =QDQ " et (B, )2 =oD?*Q7'=1,, donc
P =7, et Vie[l,n]],(Paoa)..

ogoo ii

=1=040p(1); doncVie[ln],coo()=i et coo= 1y,

Réciproquement, si coo = Id[[l n]’ alors (PU )2 =P .=1,.

Donc comme P, est orthogonale., il vient P, = (P, )T ,donc P, €S, (R) et B, est diagonalisable.

Donc | P, est diagonalisable sur R si et seulement si o oo = Id [1.A]

Exercice 41 (oral ENS 24, Andréa) : soit n€N et E= {M eGL, (R),Vi,j € Hl,n]],Mi’j € {O,l}} . Trouver

1<i, j<n

Il s’agit ici de trouver une matrice M e M , (R), inversible qui comprend le plus de 1 possibles.

Soit une telle matrice. Elle ne peut pas posséder deux colonnes composées uniquement de 1, sinon on n’aurait pas
rg(M)=n.1ly a donc au minimum un 0 dans toutes les colonnes, sauf une.

On a donc nécessairement M, <n’—(n-1)

1<i, j<n
11 ... 1 1
10 :
De plus, sionprendM =|: "-. "-. "+, |  on constate que Z M,.’j:nz—(n—l).
: ~. 0 1 1<i,j<n
1 «v . 1 0
On prouve que M est inversible.
11 ...1 1 1 0 .. 0 O
Lo o :
T I . C «C -C
On calcule det(M)=|[: "~. "-. . =1 0 . o
o0 1] -1 jz2
1 1P o p 0 -+ 0 -1
On a donc det(M) #0et M e GL, (R)

On conclut que max( > M”j =n’-n+l

MeE \ 140 j<n

Exercice 42 (oral ENS 24, Matthias,4) :
Soit £ un espace vectoriel de dimension 7 muni du produit scalaire usuel ( ).

Soit ke N’ et (f,...,f,) une famille définie telle que pour tout X non nul,3; [Lk].(x, f,)>0

1) Trouver une telle famille.
2) Trouver une famille de taille » +1.
3) Montrer que » +1 est la taille minimale que peut prendre cette famille.

1) Prendre (g,...,e,) une base orthonormée de E et considérer F =(e,,....e,,—¢,,...—¢,).
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2)

3)

1)

2)

3)

Prendre (e,,...,e

n

n
) une base orthonormée de E et considérer F = [el ,...,en,—z ekJ .

Procéder par I’absurde et prendre x € Vect(f,, ..., f,_,)" -

On note (e,,...,e,) une base orthonormée de £ . On considére F =(e,,....e,,—¢,....—€, ).

n

Si xe E\{0,}, x= Z(x,ek>ek - On suppose par I’absurde que Vie[[1,n],(x,e )< 0 et que

k=1

Vie[l,n],{x,~¢,)<0 .Onaalors Vie[l,n],(x,e,)=0,donc x=> (x,e )e, =0, ce qui est
k=1

absurde. Donc ‘F = (el,...,en,—el,...,—en ) convient, avec (el,...,en) une base orthonormée de E ‘

On prend toujours (el,...,en ) , base orthonormée de E . On considére F = [el ,...,en,—z ekj .

k=1

Si xe E\{0,}, x= Z(x,ek>ek . On suppose par I’absurde que Vi e [[I,n],(x,e )<0,etque

k=1
<x,_i ek>g 0. Alors Z (x,€,)20,avec Vie [Ln].{(x,e)<0.
k=1 k=1

La seule possibilité est d’avoir Vie[1,n],(x,e,)=0,doncx =0, ce qui est absurde.

n
Donc |F = [61 jer€y =D € ] convient et contient » + 1 éléments
k=1

On procéde par I’absurde et on considére k € [[l,n]] et F'=(f,....f,) une famille telle que pour tout x
nonnul, 3i e[[1,k].(x, £,)>0.Onnote V =Vect(f,....f,).

Si dim(V') <n, alors dim(¥*)>1.Onprend x eV \{0,} et Vie[1,k],(x,f,) =0, ce qui est absurde.
On a donc nécessairement dim(V) =n=dim(E) etcomme V' c E ,il vient V =E .
De plus, (f;,...,f,) estune famille génératrice de £ .On a donc k > n=dim(E), donc k=net

(fi»---» f,) est une base de E (famille génératrice de n vecteurs, avec dim(E)=n).
On pose alors H =Vect(f;,..., f, ), avec dim(H)=n—-1.Onprend xe H\{0,}. Alors
Vie[l,k-1].{(x, f;) =0, donc nécessairement (x, f,)> 0. Mais alors Vie[1,k].(-x, f,)<0,avec

—x # 0, . On obtient donc une absurdité.

|D0nc n +1 est la taille minimale que peut prendre une telle famillel.
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