Analyse

Séance 1 : Jeudi 15 Mai

Cours : revoir tout le chapitre 1 (avec les DL, les primitives, la trigo)

Exercice 1 (oral CCINP 23, Samuel, CCINP24, Sybille, 2): soit f:[O,;r[—)Rdéﬁnie par f(0)=0 et

f(=

1)
2)
3)

Ind :

1)

3)

1)

2)

3)

1 1 .
——sit=0.

sin(t) ¢t

f est-elle dérivable en 0 ?
Si f n’était pas dérivable en 0, comment cela se verrait-il graphiquement ?

Déterminer une équation de la tangente a C ren 0. Déterminer la position de la courbe par rapport a cette

tangente.

Etudier le taux d’accroissement.
Revenir a la définition de dérivée et a son interprétation graphique.
Déterminer un équivalent de la différence entre f'(x) et I’équation de la tangente pour en obtenir le signe.

On calcule JO=/O) _1=sin@) , avec sin(t) :01—213 +0(t3).

t £ sin(¢) -

— 3 p—
Donc SO-FO . Donc f®O-1O - 1 . Donc| f est dérivable en O et f'(0) = 1
t -0 613 t t—06 6

On note A4(0,0)et M (¢) (¢, f(¢)) . Le taux d’accroissement représente la pente de la droite (AM (?)) . Si
f n’était pas dérivable en 0, cette pente ne convergerait pas une limite finie quand ¢ tend vers 0. Elle

pourrait tendre vers une limite infinie ou ne pas avoir de limite.

1
Une équation de la tangente a C penOest|y= f(0)+1'(0)= gt

. 1, .
o t—sin(¢) ——1t" sin(¢)
Puis f(1)—Lr=1ZS0O 1, _ 6
6 tsin(t) 6 tsin(¢)

. 1 1 . 1
Or sin(t) = t——3+—1~ +o(t5) et 2sin(t) = ££-=1 +o(t5).
t—»0 6 120 t—0 6

Donc f(f)_ll‘ ~ =(L—th3 ,avec L—L>O
6 -0 \36 120

Donc|C estau dessus de sa tangente en 0 pour ¢ > 0|

Exercice 2 (oral CCINP 24, Diego,3) : soit neN". Pour x € R, on pose P,(x)=—4+) x*

k=1

1) Démontrer que I’équation P,(x) =0 admet une unique solution dans R’ . On la notera x, dans la suite.

2)

3)

a) Calculer x,,x,. Montrer que x; <1.
b) Etudier le signe de P, (x,). En déduire que la suite (x,) est monotone et convergente. On notera /

sa limite.

a) Montrer que x""' —5x, +4=0.



"5 0

n—>+0n

b) Montrer que x”"

n+l

4) Onpose &, =x, —/ . Montrer que &, = % En déduire que n8, — 0.

n—>+ow

5) Etablirque §, ~ KI""'.Préciser la valeurde K .

n—>+o0

Ind :
1) Utiliser le théoréme de la bijection.
2) a) Faire le calcul ; remarquer que P(1)=1>0.

b) Montrer RHI (xn) > Rwl (xn+1) .
3) a) Utiliser la somme des termes d’une suite géométrique et séparer le cas x, =1.
b) Utiliser x; <1 et la monotonie de (x,) .

4) Déterminer la valeur de / et procéder par encadrement.

5) Ecrire —= sous forme exponenticelle et déterminer sa limite en utilisant 4).

ln+1

n
1) Pour xeR, on pose P (x)= —4+2xk . P est continue, strictement croissante sur R, , donc réalise
k=1

une bijection de R' sur }lin(}Pn(x), lim P”(x)[ = ]-4, 40 . Or 0. ]-4,+o[ .

Donc }par théoréme de la bijection, 1’équation P,(x)=0 admet une unique solution dans R’ .

_—l+\/ﬁ

2) a) On a directement et ~4+x+x> =0, donc|x, 5

De plus, P,(1)=1> P,(x,), donc comme P, est strictement croissante sur R, .

n+l

b) RHI(xn) :_4+2x71k :0+xnn+l >0:Pn+1(xn+l)‘
k=1

Donc comme P, , est strictement croissante sur R’ , il vient x, | < x, .

n+l

‘Donc (x,) est décroissante, minorée par 0, et converge versunréel /eR, |

3) a)On sait que O:—4+an" .

k=1

e Six =l,onabien x""' —5x, +4=0.

1-x —-X

n n
1
tous les cas |x"" —5x, +4=0|.

b) On sait que x, <1et que (x,) est décroissante et minorée par 0.

) n 1-x" 1—x" . .
e Six =1, ank :xn[ a J, donc x"{l x"}:4et X, (l—x;’)=4(l—xn).0n obtient bien dans
k=1

1

et par encadrement, | x""' — 0

n
n—>+n

Donc pour n>5, 0<x"" <x7

4
4) On déduit de ce qui précéde que —5x, +4 — 0, donc|x, = —=/

n—>+0 n—+o §
4 . xr;’+1
On a donc anxﬂ—g.Or X' —=5x,+4=0,donc|J, = 5




5)

n+l n+l

On a donc en reprenant ’encadrement du 3b) : 0 < ——< n% ,avec 0 <x, <1.

Donc par encadrement, [n6, — 0|

n—>+o0

Pour la derniére question, on étudie lfjl = %exp((n +DIn [%D = éexp((n +1) ln(l + %jj .

Comme 0, = 0, (n +l)ln(l +%) - . Avec la question précédente, (n+1)In (1 +%] - 0,

n—>+w0 no+o | n—>+0
) 1 1
donc —— > = et § ~ KI""',avec K==
]"“ n—+w § [ 5

Exercice 3 (oral Centrale 123, Alice,3) : soit « € ]0,1[. Pour ¢ € Ri ,on pose f(t)= La
t

On note a,, :min[{p eN*,if(k)Zn}].

1))
2)

3)

Ind :

1))
2)
3)

1))

2)

k=1

Montrer que a,, est défini pour tout n € N". Montrer Vn e N*,an >n.

p
Déterminer un équivalent de z f(k).

k=1
Déterminer un équivalent de a,, lorsque ntend vers I’infini.

. 1 . 2
Utiliser la nature de zk_” et majorer z f(k) pour p<n
k=1 k=1
Comparer avec une intégrale.

Trouver de deux maniéres différentes un équivalent de z f(k) en utilisant la question précédente et
k=1

que S0 2nz> S 1 k).

. . . 1 ..
On sait que @ € ] 0,1 [ , donc avec les séries de Riemann, z—a diverge.
k=1

P . L
Comme il s’agit d’une série a termes positifs, lim Z f (k) =+ donc {p eN, Zf(k) > n}n’est
P+ k=1

pas vide et

a,, est défini pour tout n € N*|

. p p
De plus, si neN et p <n,alors Zf(k):z%£p<n,donconn’apas a,<n.
k=1 k=1k

. *
Dés lors, nécessairement [Vn e N ,a, 2n

On effectue une comparaison avec une intégrale : f est décroissante sur R, donc pour 2<k < p,on

k+1 k p+l

sait que jf(z)dtsf(k)s J'f(t)dt,donc 1+ j f(t)dtszp:f(k)gnff(:)dt.

P 1-a
,done 1+ f(ndt ~ P
1

poo ]l —

1-a

l-a poro ]l —

A t—a+1 p P 1 .
Or '!f(t)dt:{ }1 , donc Jl.f(t)dt:m(p _1) -



p+l I-a I-a
De méme, 1+ [ f()dr - (ph ™ _»
2

poto l—a poo ]l — ’

l-a

4
Donc par théoréme d’encadrement sur les équivalents, z fk) ~ 1p
=) po+o ] — ¢

I-a

* . i a .
3) Comme VneN ,a, >n,onsaitque a, — +00.Donc Zf(k) ~ 22— .0Orsi
n—>+x0 = n—+o ] — ¢

. L
A, :{peN ,Zf(k)Zn},onsaitque a,=min(4,)e 4, etque a,—1¢ 4,.
k=1

Done 3 f(k)=n> Y f(k) et Y f(k)=n> Xfuc)—ala.

n

Donc nSXf(k)SH‘FLaSI’Z‘Fl et if(k) ~n.
=y an = n—+ow

I-a

1
a R
Donc —* ~ netla, ~ (1-a)ren'=

1—qg n—o+e " st

Exercice 4 (oral Centrale 24, Quentin,4) : soit une fonction f continue sur [0,1], & valeurs dans R .

3 1
1) Soit ne N". Montrer qu’il existe a,,a,,..,a, € [0,1] tels que Vk e ﬂO,n—lﬂ, I f(®)dt = kj‘f(t)dt .
0 n 0

. . . - 1&
2) Déterminer la nature de la suite de terme général U, =— E a, .
1 k=0

3) Que devient le résultat si on suppose seulement f a valeurs positives ?
Ind :
1) Appliquer le théoréme de la bijectiona F : x> I f(dr .
0

2) Utiliser de nouveau la fonction F et les sommes de Riemann.
3) Prendre pour f la fonction nulle et choisir a,a,,..,a, €[0,1] (qui dépendent de n ) pour que (U,)

diverge.
1) On considére la fonction F définie sur [0, l] par F(x)= I f(t)dt . Comme f est continue, par
0

théoréme fondamental de I’analyse, F est dérivable sur [0,1] et F'=f.

Comme f est a valeurs dans ]R*+ , F est strictement croissante, et continue sur 1’intervalle [0,1] . Si
1 1
ke[0,n-1],ona F(0)=0< fjf(z)dt < jf(:)d: =F().
n 0 0

Donc par théoreme de la bijection (ou théoreme des valeurs intermédiaires), il existe a, € [O, 1] tel que

F(a,)= EJ.f(t)dt .|On a bien Tf(z)dt = fjf(z)dt .
n 0 0 n 0

1
2) Avec ce qui précéde, on peut écrire que si n € N, alors pour k €[0,n-1], F(a,) = E_[f(t)dt . Dés lors,
n 0

1
on pose ¢ = I f(#)dt . Comme la fonction f est continue et strictement positive, on a nécessairement
0



¢ >0. F est strictement croissante, et continue sur 1’intervalle [O, 1] , elle réalise donc une bijection de

[0,1] sur [F(0), F(1)]=[0,c].On adonc q, = F ' (EJ

n

nkO

Par théoréme de convergence des sommes de Riemann, U, ZF [ j IF (ct)dt .

Donc ‘la suite (U,) est convergente‘.

Ma’u

c

De plus, si on fait le changement de variable u = F'(ct) , il vient F(u)=ct, donc dt =

Enfin, quand ¢t =1, u= F'(F(1)) =1
1

Donc U, — 1 j u f(u)du
n—+0 ¢ o

3) Sion suppose seulement f a valeurs positives, le théoréme des valeurs intermédiaires s’applique au 1),
mais a,,a,,..,a, ne sont plus nécessairement uniques.
Par exemple, si f est nulle, on peut prendre pour npair a,=a,=..=a, =0 et U, =0, puis pour n
impair a, =a, =..=a, =1, etainsi U, =1.
De¢s lors, (U,,) et (U,

‘Le résultat devient faux si on suppose seulement f a valeurs positives‘.

) n’ont pas méme limite, donc (U, ) diverge.

n+l

Exercice 5 (oral Mines 24, Cédrine,4) : Etudier la convergence de la suite (U,) définie pour n e N’ par

gl

2

k=1 n k=1 n

Ind : considérer ¥, =In(U, ) = y —“k(nz_k)wLi{ln[lJr \/k(nz_ k)]— Jk(n k) }
n

Etudier la convergence du premier morceau avec les sommes de Riemann et calculer I’intégrale obtenue.
Majorer le second morceau avec Taylor-Lagrange et montrer qu’il tend vers 0.

On étudie ¥, = Zl [ W]
M vient V, = Z\/k(n—k Z{n{1+\/k(”z—k)J_\/k(n—k)J

2
k=1 n n

w Jkn—k) 1 k(. Kk b
Al =) —— ‘== —|1-=| - [Jt(l-0)dt.
ors a, ; = n; n( n] (1-19)

n—>+w0
0

2
On la calcule avec ¢ —¢> :l—(t—lj :l(l—(Zt—l)z).
4 2 4

Doncj t(1-1) dt—lj.Jl—(Zt— 1)> dt. Onpose u=2t—1.
0
Ilv1entj. t(1-1) dtz—lel u du——J\/l u® du par parité.

1
Donc en posant « =sinx, J‘,/t(l—t) dt= 5 J. cos” xdx :E J' de , donc J‘\/t(l—t) dt =%
0 0 0

0




n

On note b :Zn: In 1+\/k(n—k) _\/k(n—k)
n =

2
k=1

On utilise I’inégalité de Taylor-Lagrange pour la fonction 4 :u > In(1+u) entre O et xe R, ,al’ordre n=1

11 vient h'(u)zlL et h"(u):—;)z,donc VueR, ,|h"w)| <1
+u

(1+u

IS¢ k(n—k) 1 n .
SE " SE;?,puls

k=1

bn

bn

2
1
Donc |ln(l+x)—x| <X Done <—.
2 2n

7
Donc par encadrement, b, — 0,et V, =a,+b, — z ,donc|U, =exp(V,) — exp(gJ

n—>+wo n—>+o 8

Exercice 6 (Centrale 1 23, Thomas,4) ;
Soit @ e R . Onpose U, =aet VneN,U, ,=U, +U; .
1) Montrer que U, — +o0.

n—>+0w0

. In (U n ) ,
2) Soit V, = T Montrer que (¥,) converge vers un réel 3.

1
v, _'B|n:+w0(2"j'

4) Déterminer un équivalent de U,

3) Montrer que

Ind :
1) Montrer que (U,) est monotone mais ne converge pas.

2) Calculer V.

n+l

-V, etutiliser le lien suite-série.
N

3) Considérer Z:(Vk+1 —V,) & nfixé et étudier la limite quand N tend vers I’infini.
k=n

4) Ecrire U, en fonction de V, et conclure.

1) En premier lieu, pour ne N, U, ,~U, =U? >0, donc (U,) est croissante. Si elle converge, alors elle

tend vers 5 > U, > 0, et en passant & la limite, on doit avoir b=b+ b*,donc b=0.

C’est absurde, donc (U,) est croissante et ne converge pas : U, — +®

n—+0

1
In|U?| 1+—
_In(U,,) In(U;+U,) H UD

2)

n+l 2n+1 2n+1 271+1

In 1+L
U, 1 .
Donc V,,, =V, +———=.Donc V, -V, = o| — | puisque U, — +x.
2n+ Zn n

n—+0o n—>+0w

1 o 1 o .
Or [?j est de signe fixe et ZO:? converge, donc %" (7, —7,) converge etavec le lien suite-série,
n2!

‘la suite (V) converge vers un réel |

n=0

1
h{HU]
3) Onreprend le résultat précédent: V, , =V, +T1". On fixe n>1 et N>n.



h{l-k]
N N U
Alors Z(V -V,)= Z—k . De plus, pour k>n, U, >U, car (U,) est croissante. Donc

Vln[1+1J N
( 1j<1 1 . i LY
k k

In|1+— |<—<— etainsi [V, — — .
| N+ ~ 2k+1 U ~ 2k+1

Donc en passant a la limite quand » tend vers I’infini (avec 2), on sait que (V) converge) :
1 1
V-p = ol —
" ﬂ| n—>+o0 [2” )

4) Onsaitque 7, = ln(;”]n) , donc U, =exp(2”V;) =exp(2"ﬂ)exp(2" v, —,B))

=—— et comme U, —>+00

1B-V,|<

n k=

n—+wo

Or avec 3), 2" (V, - B) ;)wo,donc u, ~ exp(Z”ﬁ)

Séance 2 : Mardi 20 Mai

Cours : revoir tout le chapitre 3

Exercice 7 (oral CCINP 24, Tristan,2) : Soient U, = jwdt et [ = I hi(l—tt)dt .
0 0
1) Montrer l'existence de /

2) Déterminer un équivalent de U, lorsque » tend vers I’infini.

Ind :
1) Etudier £ f(f) en + .
2) Utiliser une intégration par parties.

1) Soit f:t

In(1+¢ e .
l( ) , définie et continue sur R, .
+

Etude en +o0 : £*2f(t) ~ lni),donc £Pfit) > 0 et f(t) = o % .
t—>+0 \/; 1>+ t—+0 t

1
Comme ¢+ — est intégrable en +oo, f I’est aussi.
Y

2) On effectue une intégration par parties.
1

+1

Pour t e R, , on pose a(t) =In(1+7) et b(¢) = Arctan(z) , donc b'(¢) = 1

ln(l + :)

11 vient ainsi U, = Arctan (n)In(1+n)— j
0

Or Arctan (n)In(1+n) ~ %ln(n) , donc Arctan (n)In(1+n) = %ln(n)+o(ln(n)).

tIn(1+7) [ 1n(l+t)
De plus, dt — I, donc dt In(n
P -([ | -([ 1+ o (InGm).
T
Donc U, = 51n(n)+o(ln(n)) et|lU, ~ Eln(n)




+00

Exercice 8 (Oral CCINP 24, Madeleine,2) : existence et calcul de [ = I

1

arctan(x)
xZ

Ind : effectuer une intégration par parties, puis une décomposition en éléments simples dans C .

arctan(x .
On pose pour x €[l,+0[ : f(x)= # f est continue sur [1,+o0] .
x
V4 1 . s . -
De plus, f(x) ~ EyeR donc comme x > —-est intégrable en +wo, f I’est aussi et |I est bien convergente.
X+ x x

o . 1
On effectue une intégration par parties : on pose u (x) = arctan(x) et v(x) =——.
x

On constate que u (x)v(x) — 0 et que u(x)v(x) e —% .

+0

arctan(x) T
Done [ = [ —FZdv="+ [ ———
onc .!. 2 x 4+'1[(1+x2)x
ona L _ 1 IO
(1+x?)x  (x+i)(x=i)x x 20+ 20x-i)

+o0 1

dx .

en décomposant en ¢léments simples.

1 1 x T 1 o
D - t dx =| In(x)—=In(1+x*
Sl rree e e | e -3 (”)L
A 1 27 “arctan(x) , 7 In(2)
— dx== == ===/ g =2 22
Donc Jll(1+x2)xdx Z{In[“_xZﬂl 2(ln2),d0nc Jl. = x 4+ 5

Exercice 9 (oral CCINP 24, Nassim,3) : on pose J(x) = J‘ ( hl( )] dt
ch(t

1) Déterminer le domaine de définition de J .
2) Justifier la continuité de J .

3) Calculer J(1) et J(2)

4) Etablir une relation entre J(x) et J(x+2).
5) Calculer nJ(n)J(n+1)pour neN".

6) Déterminer un équivalent de J(n) en +oo.

Ind :

1) Poserpour x,teR f(t,x)= [ﬁ} = exp(—xIn(chr)) .
c

2) Utiliser le théoréme de continuité des intégrales a paramétres.
3) Déterminer le dérivée de th .

4) Effectuer une intégration par parties.

5) Montrer que si W, = nJ(n)J(n+1), alors (W,) est constante.

6) Montrer que pour n € N* : J(n+2) < J(n+1) < J(n). Utiliser ensuite ce qui précéde.

1) Onposepour x,teR : f(t,x)= [%J = exp(—xln(cht)) .
c

Pour x e R, ¢+ f(¢,x) est continue sur R, et paire. Il suffit donc d’étudier en +oo.

f(t,x) = exp(—xIn(cht)) = exp[—xln [e, [1 +2e’2’ ]D _ exp(—tx " [ | +26,2, D |




l+e™

Donc f(t,x)=e" exp[—x ln{

x>O.D0nc

2) On utilise le théoréme de continuité des intégrales a paramétres.

D ~ e™2". Or tr> e ™“2%est intégrable en +oo si et seulement si
t—>+0

e Pourtout eR, x> f(f,x) = exp(—xIn(chr)) est continue sur R’ .

e Pourtout x>0, ¢t f(¢,x)est intégrable sur R

e Onprend a>0eton considére x € [a, +oo[ .
Pour teR, ch(t)=1 et |f(t,x)|=exp(—xIn(cht))<exp(—aln(chr))= f(a,t), ou t+> f(a,1)est
intégrable sur R.

Donc par théoréme de continuité des intégrales a paramétres, |J est continue sur R, |

3) On calcule ces deux intégrales, en utilisant par exemple la parité de la fonction :

+00 1 +o0 1
J)=2| ——dt=4
M J; ch(t) ;'). e +e”

et

dt .

dt=4
'!J. & +1

On effectue un changement de variable et on poseu =e’. On a alors du=e' dt et il vient :

1
u? +1

du=r

J(1) = 4T

. T - e
Par ailleurs, ./(2)=2 | e dt=2[th()].” . Or th(r) :%JLL Done [J(2) =2
0

ch(t)

hx+l dt
ch™ (1)

4) Soit x>0.0na J(x)=2
0

On pose u(f) =—— = (ch(t) ™", avee u'(t) = (~x —1)sh(t) (ch (1)) "2
ch™ (1)

Et v'(t) =ch(t), avec v(t) = sh(t).

sh(t) e
chx+l (l) f—>+o0 et(xH)

u(t)yv(t) =

2% donc u(t)v(t) — 0 etu(t)v(t) = 0.
t—+o0 t—0

sh* (1)
chk+2 (t)

Donc on peut intégrer par parties : J(x) =2(x + I)I dt.
0

(ch* (-1

pLIET dit = (x+1)(J(x)-J(x+2))

Donc J(x)=2(x+ 1)+Jic

On conclut : |J(x +2) = ——J(x)
x+1

5) Onnote W, =nJ(n)J(n+1)pour n eN".
Onavuau3)que W, =J(1)J(2)=2x . Deplus, W, :(n+1)J(n+1)J(n+2).
Donc W,,, = (n+1)J(n+1)J(n+2) =W, avec 4).

n+l

Donc (W) est constante et |Vn eN, nJ(n)J(n+1)= 2;;‘

! < ! < ! .
ch™(t)  ch"'(t)  ch"(t)
Donc par croissance de I’intégrale (les bornes sont dans le « bon sens ») : J(n+2)<J(n+1)<J(n).

6) keN .OnaVieR,,




On en déduit que LIJ(n) <J(n+1)<J(n).
n+

Donc par théoréme d’encadrement sur les équivalents, J(n+1) ~ J(n).
n—+w0

2%
n

Donc en utilisant 5) : nJ (n) ~ 27r On en conclut |J(n) ~

Exercice 10 (oral IMT 24, Pauline,4) : Soit f une fonction de classe C', a valeurs réelles. On suppose que

¢ cos(7t) '
f(0)=f(1)=0.0npose I(f)= I in (1 )f(f)f(t)dt

1) Justifier la convergence de I( f ).

2) Démontrer que /(f)= —I ()t .

( t)

3) Démontrer que 7° j FHt)de < j 1)

0

Ind :
1) Utiliser Taylor-Young pour 1’étude aux bornes.
2) Faire une intégration par parties.

3) Etudier le signe de d:j.(f'(t))zdt—zﬁj.fz(t)dt: [(r®) ar ;zj S ())

1 cos’ (m)) dt

1) Onnotea(t)— ( )f(t)f(t)pourte]Ol[
S

in(7t)

e g estcontinue sur ] 0,1 [

e FEtudeen 0 : comme f estune fonction de classe C', il vient d’aprés Taylor-Young :
£ = FO)+£10)+0(0) = 1 0+ (1)

+oM)(E f(0) +0())(/'(0) +0(1))

7t +o(t)

Donc af(t) = = O(1). Or ¢ > lest intégrable en 0, donc
t— —

I’est aussi.
e FEtudeen 1 : d’aprés Taylor-Young, f(1- h) = f(l) —h ') +o(h) =" hf'Q)+o(h).

Done a(l—h) = ( I+o()(=/ '(1)+0(1))(f ’(1)+o(1))

T +o(1)

00(1) .Or h - lestintégrableen 0,

donc aest mtegrable en 1.

Finalement, a est intégrable sur ] 0,1 [ et |I (f) est bien convergente‘.

2) On effectue une intégration par parties.
—7r(sin2 (7t)+cos? (m)) r
sin” (1) ~sin® (wt)

cos(7t)

On pose u(t)=———=. Alors u'(t) =
sin (7t)

Onnotev'(t) = £(1) f'(¢) et v(¢) = %f ()

(L+oM)(t £ (0) +o(1)* _ t(1+0(D)(f'(0) +o(1))* 50
mt+o(t) z+o(l) -0
De méme, u(1—-h)v(l1— h) - 0, doncu(t)v(t) —>10 .

Alors u(t)v(t) =

Ccos

Donc |I(f) = j 72 (t)dt

&)
()fmfmm {m

1
n’ (m)‘

10



3)

On calcule d = j(f )’ dt—;zzj VROV B
1l vient d =j(f'(r))2 dt—;er[.f;i

()
(L0 2 peos(zt)
Or!smz(m)dt— I(f)== jsm( )f(t)f(t)dt

(1 —cos’ (m)) dt

0
sin® (1)
f(t

2
—E ) ) (cos2 (m)) dt converge aussi par différence.
Tt

De plus, (1 cos’ (nt) dt—jf (t)dtet I S (t) dt =— I(f) convergent.

[SY S—

(1)

1
Donc J. =
o Sin

cos (m))

Donc d = j'(f'(t) dt—2r j—m (t)f'(t)dzmj f()

)
cos( ) NP

Donc on a bien 7[2.[f2(t) dt < J ‘(t)

0

(7t)
Donc d = j ( (1) —

Exercice 11 (oral Centrale 24, Cédrine, Elise,4) : soit f une fonction continue de R’ dans R, telle que f°

est intégrable en 0.

On suppose aussi f()c)'[f2 (Hydt — 1eR’.
0 X400

1)
2)
3)
Ind :
1))

2)
3)

1))

On suppose que f admet une limite finie en 0. Que vaut-elle ?
Donner toutes les fonctions qui vérifient Vx e R, f (x)J.. fAde=1.
0

Démontrer que f admet une limite finieen 0.

Procéder par 1’absurde et supposer f(x) — a > 0. Montrer alors que If 2()dt — + oo en utilisant la
X—>+00 0 X—>+00

définition de limite et en coupant 1’intégrale en deux.

Procéder par analyse et synthése. Considérer g(x) :I [ (¢)dt et déterminer g puis f .

Utiliser de nouveau g et montrer qu’elle admet une limite strictement positive en +oo .

On suppose que f(x) — a €R.Alorscomme f esta valeurs dans R, on anécessairement a € R, .
X—>+00
On suppose par I’absurde que ¢ € R’ .

Alors par définition de limite, on peut considérer 4e R, Vx> 4, f(x)> % .
X A X a 2

Des lors, jfz(z)dt - jfz(t)dH _[fz(t) dt > (x— A)[EJ .
0 0 A

Donc _[fz (H)dt — +wet f(x)jfz(t) dt — +, ce qui est absurde.
° X+ o X+

Donc a=0et|f(x) > 0

X—+0

11



Exercice 12 (oral Centrale 1 2023, Ali,4) : on considére f(x)= I

2)

3)

1)

2)

Ind :

1))

2)

1))

On suppose Vx € Ri,f(x)J.f2 (t)dt =1 (analyse).
0

X 1 X
On pose pour x € R, : g(x) :J.fZ(t) dt :.ff2 (t)dt+ff2(t) dt . Comme f? estcontinue, g estune
0 0 1

primitive de /. Donc g est dérivable sur R’ ,etona VxeR’,g'(x)=f>(x)>0.
Onadonc VxeR’, f7(x)g’(x) =etainsi VxeR,g'(x)g’(x)=1".

. . « 1 . .
11 vient donc en intégrant pour x € R, : 3 g’ (x)=I’x+C , ou C est une constante réelle.

1 X
De plus, f7 est intégrable en 0, donc g(x) :jfz(t) dt+f S*(@0ydt =0,
) | X

Donc on a forcément C =0et g(x) =3"1*"x"* etcomme f(x)g(x)=1, f(x)=3"1""x" donc

B L1/3
f(x)—[3xJ .

: . 1"
Réciproquement, on suppose Vx e R, f(x)= (3—) =3
X

Alors Ifz (t)dt =1"737273x"% =13 x'* et on a bien Vx e ]Ri,f(x)J.f2 de=1.
0 0

x 1/3
La seule fonction vérifiant Vx e R, f()c)J'f2 (1)dt =1 estdonnée par f(x)= (%}
X
0

On a vu au 2) que si g(x) :‘[fz(t) dt , alors g'(x)=f?(x)>0.Donc g est croissante et positive sur
0
]Ri . Elle admet une limite b e [O, + 00] lorsque x tend vers +oo d’apres le théoréme de la limite
monotone.
De plus, f(x)g(x) — [,doncsoit AecR ,Vx>4,[f(x)g(x)= é >0.0nadonc Vx> 4,g(x)>0 et

b>0.Deplus, pour x> A4, f(x) :L(f(x)g(x)).
g(x)

Donc ‘ / admet une limite finie en 0 par produit (qui finalement est nulle avec 1))|.

+ 00
1—cos(t) _
( )e txdt
l‘2
0

Montrer que f est continue sur R, et de classe C? sur Ri .

+00 .
. sin¢
Montrer 1’existence et calculer [ = | —dt

0 t

Utiliser le théoréme de continuité puis le théoréme de dérivation des intégrales a paramétres. Se placer
sur tout segment de Ri pour la dérivation.
Montrer que [ existe et que [/ = f(0) en intégrant par parties. Puis expliciter f", f'et enfin f sur Ri .
Exploiter les limites en +oo pour trouver les constantes d’intégration.

1—cos(?) —sx

Soit g(x,t):—ze pour xeR et #>0.
t

On utilise le théoréme de continuité des intégrales a paramétres :

e DPourtout e R, x> g(x,7) estcontinue sur R, .

+

12



2)

I-cos(t)

e Pour xeR,,teR’, |g(x,t)|£—2—(o(t)
t
¢ est continue sur R’ .
1 .
t3/2¢(t) — 0 donc p(t) = O[WJ , donc ¢ est intégrable en +o0.
t—+00 t—>+00 t
2
1- t 1t 1 . .
En outre, &() =@(t) ~ —— et t > — estintégrable en 0 donc @ aussi.
102 2 2

Donc ¢ est intégrable sur R’ .

Donc | [ est définie et continue sur R, |

On utilise le théoréme de dérivation des intégrales a paramétres :
e Pourtout x,t R, x> g(x,t) est C* sur R, .

+

e Pour xe Ri ,teR, t> g(x,t) estintégrable sur R avec ce qui précéde (car ¢ Iest).

_1=cos(®) 2

0, 15} . . .
De plus, a—g(x,t) = ettt a—g(x,t) est continue sur R, , intégrale en +oo (car
X X

a—g(x, ) = o 1 )eten O (car a—g(x,t) ~ L) donc est intégrable.
Ox 2 Ox t—02

t—+©

82g

e Enoutre,si 0<a<b et xe[a,b] ,alors — (x| = ‘(l—cos (t))e " *|<2e7 = h(1)
ox

Ou hest intégrable sur R’ .
+00
Donc | f est de classe C? sur tout segment de Ri donc sur Ri . De plus, f"(x)= j (1 —cos (t))e_[xdt
0

On fait une intégration par parties : on pose a'(t) =sin(z), a(¢) =1-cos(z), b(t) = ! et b'(t)= —iz .
t t

a()b(t) - Oct a(t)b(t)t:()% done a(t)b(t) 0.

+ 00
1- t
Donc par intégration par parties, / a méme nature que f(0) = j c—(;s()dt qui converge avec 1).
t
0

Donc |/ existe et [ = f(0) |

+o0 +oo
Enoutre, si xe R, , /"(x) = J. (1-cos(t))e™*dt = l—Re J. e’(i_x)dt}.
X

0 0
+ 00
Or j gy = —;[et(’;xqm Javee 79| =™ 5 .
xX—1 0 t—+o0
0
i t(i—x) 1 x+1i " 1 X . .
Donc J e dt=——= et| f"(x)=—-— b donc il existe une constante C telle que
0 x—i x?41 X x4l

. 1. (> 1 X2
VxeR+,f'(x):1n(x)——ln(x +1)+C=—1n — |+cC.
2 x“+1

+J?O (1—cos (1))
t

En outre, f'(x)=— e"*dt — 0 par théoréme de convergence dominée (en effet, on

1—cos(¢ *
|( cos ( )) Pat qui est bien intégrable sur R, avec 1))
t

prend x e [1,+oo[ et il vient |

< I(l —cos (1)) -




Donc C=0

On veut une primitive de x — In(x) —%ln (x2 + l) :

j(ln(z)—%ln(nﬁ)Jdt{(m(t)——ln (1+¢%) ﬂ j{

2
Donc il existe D eR,VxeR’, f(x):fln al 5
2 \l+x

2
Jdt = gln ( 1 fxz J — Arctan(x)

J — Arctan(x)+ D

X—>+00 x° Jx—>+0 2x

2
De méme, par convergence dominée, f(x) — 0,et gln[ ol 5 J = zln[l + 12 J L , donc
1+x

p==. Enfin, f est continue en 0 et Zn
2 I+x

2
al =x1n(x)—x1n(1+x2) S0et f(x) > Z.
2 x—0 x—02

Donc |7 = £(0) = %

Séance 3 : Vendredi 23 Mai 3

Cours : revoir tout le chapitre 4

Exercice 13 (oral CCINP 23, Maxime,3) : soit xeR.

1))

2)

Ind :

1))
2)

1)

2)

Etudier la convergence de la série ZS" sin® [ij .
3}1

Calculer sa somme.

Prendre un équivalent.
Linéariser sin’ & puis calculer la somme partielle de la série & I’aide d’une somme télescopique.

On pose U, —3”s1n[ J Six=0,U,=0et ZU converge.

3"

3 3 3 3
Six=#0,U,=3" sin3| = Y X or| X |estde signe fixe et Zx— converge, donc
3" 9" 9"

n—+o0 321 gt

z U, converge|.

3
c ) e —e? L 34 ia —ia 3za 3 L.
On linéarise sin o =| —— :——(e —3¢'% +3e ) =sin(a)——sin(3a).
2i 8i 4 4

. * , . . . L, .
Soit N e N . On étudie les sommes partielles, car si on coupe en deux, les deux séries obtenues ne sont
pas convergentes.

a2 () )

n=0

N 3 1 N 1 X N X
Donc 23” sin [ njzz 23’” sin[—nj— 23” sin[ - 1)
n=0 3 n=0 3 n=0 -
N N+1 N
223”sin3[ij:l 23” sin(ilj—z_’)”sin[ i j =
n=0 3" 4 n=1 3"

n=0

| =

14



X [ ox . ..
Six=o0, 3N gin| 2|~ 3x , donc 3V lgin| 2| - 3x. Ceci reste vrai si x=0.
3V N+ 3V JNo>+o

Donc 23" sin [ij i(3x—s1n 3x))

3"

. . & (-
Exercice 14 (Oral CCINP 24, Grégoire, 3) : Pour neN et seR, , onpose U, (s) = Z ( )3
n=1 n
1) Montrer la série de fonctions » U, converge simplement sur R,
)n 1
On pose alors f(s) = Z si s>0
n=1 n
. . . & (=D
2) a) Soient peN et se R, . Montrer Z —|<—.
n=p n p

b) Montrer que f est continue sur R .

3) a) Soit seRietg:tHlv, définie sur R’ .
r
Montrer Vne N',——> < g(2n)—g(2n-1)< S -
’ (2”1 _ 1)v+1 - 4 - (Zn)s+l :
+o0 s
b) Montrer que )Ly ———
) q Z (2 )A+l f( ) ; (21’! _1)s+1
+ o0 1 1
4) On définit la fonction Zeta pour s >1 par {(s) = z . Montrer que £'(s) Sk
o n sl g —

5) Déterminer la limiteen O de f .

Ind :
1) Utiliser le TSSA.
2) a) Avec la majoration du reste du TSSA.

b) Montrer la convergence uniforme du reste sur tout segment [a,b] c Ri
2n
3) a)Exploiter g(2n)—g(2n—-1)= I g'(t)dt.

2n-1

2N
b) Expliciter Z
n=1
4) Utiliser une comparaison avec une intégrale.
5) Utiliser le théoréme d’encadrement et qu’on obtient les termes d’indice impair en prenant tous les
termes et en retranchant les termes d’indice pair.

en séparant termes d’indice pair et d’indice impair.

( )nl
n’

)

K

1) Soit s € ]0,+00[ . On utilise le théoréme spécial sur les séries alternées. Soit, pour n e N : U, (s)=

Z U, (s) estune série alternée. ( ) est décroissante et converge vers 0. IDonc f est bien définie sur R” ‘

n=1

2a) Avec la majoration du reste des séries alternées, il vient pour p e N'et s e R’

+o0 (_ l)n—l

= |R,,71 (S)| < |Up (s)| ,donc ona bien

2b) On prouve maintenant que f est continue sur R’ .

Chaque U, est continue sur R’ .

15



+o0 k
On se place sur [a,b] = Ri . Pour s €[a,b], R (s)= Z D )

s
k=n+1 k

1

na

< ! Si,et0<
(n+1)" n’

0 Donc ZU converge uniformément sur tout segment [a b] c R

n=1

. *
Donc f est continue sur R

2n 2n

3a) Soit ne N'. Alors g(2n)-g(2n-1)= [ g\t)dt=—s | %dt.
2n-1 2n—1t
2n
On encadre : 1 ! -< I lldtSI;l.
(2n)s+ o ts+ (2}’1 _ 1)S+
. s s
On adoncbien VheN ,—— < g(2n)-g(n—-1)<— .
(Zn _ 1)s+1 g( ) g( ) (zn).wl

, . o R L o Ve ~ T Nl
3b) Soit N € N . Alors en séparant termes d’indice pair et d’indice impair : E ( )S = E —— E —.
mon o (2n-1) 5 (2n)

- )n 1 +Z.O(g(Zn) —g(2n-1)) (puisqu’on sait que la

n=1

Donc ﬁ(‘ll" 1 ——Z 2(2n)—g(2n-1)). Donc 2
n=1 n

remiére série converge, la seconde ausm)

f()<z i

On a donc bien Z

TR

4) Soit s >1 fixé. Alors pour ¢ >0, on note 4 (¢) = is
t

n+l n

h est décroissante sur Ri ,doncsi n>2: I h(t)dt < h(n) < I h(t)dt
n n—1
+00
., 1
Comme s >1, hest intégrable sur [1,+oo[ , donc en sommant J. —dt < z f
¢ n®
2 n=2

tﬂH Rl | tﬂH to l-s 1
On obtient donc <)y —< ,puis 1+ — < J(s) <1+ —.
1-s 5 s—1 s—1

On reprend I’encadrement obtenu précédemment 1s—142" <(s=1)¢(s) <1+s—-1, donc par encadrement,

(s—l)é’(s):)ll.Donc §(s) ~—

solg—1]

5) On a vu que pour s >0 : z <f(9)< 2(2;

(2 ).S+l —~ )s+1 :
Soit a(s) :z 5 r=—7¢(s+1).0r ((s+1) ~ lavec 4), donc a(s)—)l
~ (2n)s+ 2v+
. < K &S &S S . . .
Soit b(s)= Y ——— = — on obtient les termes d’indice impair en prenant tous les termes
( ) nzz; (2n _l)s+1 ; }’l”l "Z:; (2n)s+l ( p p

et en retranchant les termes d’indice pair).

. 1
Donc b(s)=s (l - %J S(s+1) —>0% , donc par encadrement, | 1 (s) —g E
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Exercice 15 (Oral IMT 23, Thomas,2) : déterminer un intervalle 7/ de Ret une fonction f de classe C”sur /
ettelle que VneN, £ (0)=n’n!.

Ind : Chercher une fonction développable en série enticre.

On cherche une fonction f développable en série entiére vérifiant Vn e N, £ (0) = n’n!, avec un rayon de
convergence R > 0

—+00
Si une telle fonction f existe, alors pour x E] -R,R [,f(x) = Zanx" .

De plus, f est C”sur ]-R.R[ et VneN,a, = =n",donc f(x)= Zn

n=0

JARO)
n!

Or on sait que R[anx"J: R(an"j:R(Zx"J: 1. Donc :

n=0 n=0 n=0

+00
Onprend 7 =]-1,1[ pour xe I, f(x) :anxn : cette fonction convient
n=0

Exercice 16 (Oral Mines 24, Madeleine,4) : soit (U,) une suite a valeurs strictement positives et (V) une suite
telle que ¥,,V, e R\ . Onsuppose VneN",V, =V, +U,V,

Montrer que (V,) converge si et seulement si la série ZU , converge.

Ind : montrer que Vn e N,V, > 0et que (V,),,, est croissante, puis procéder par double implication. Dans le sens
direct, exploiter le lien suite-série et un critére de majoration. Dans le sens retour, remarquer que pour n> 2, il
vient V< (l +U )Vn et itérer le procédé pour prouver que (V) est majorée.

n+l

Tout d’abord, on peut dire par récurrence double que Va e N,V >0 (puisque (U,) est a valeurs strictement
positives). Dés lors, si neN", V. —V, =U,V, >0, donc (V,),., est croissante.

On procede par double implication.

= On suppose que (¥,) converge. Alors avec le lien suite-série, z e 4 ) converge, donc z:Uan1

! n=1
converge.
Or (V,),,, est croissante. Donc Vn =1,V >V,

n=1

Donc pour n=22, UV, 22UV, >0et 0<U, <UII// .Or ZUV converge.

1 nx1

Donc par majoration, ZUH converge.

< On suppose que ZUW converge. Comme (V),),., est croissante, il vientpour n>2 : V,,, <V, +U V , donc

n+l n'n?

n—1
V,.. <(1+U,)V, , donc par récurrence V, H (1+U, W, (D).
k=2

n-1
On pose alors pour n>2 : W, =[[(1+U,). 1l vient In(W, ZIH (1+U,).

k=2

Or In(1+U,) ~ U, >0, donc par critére sur les équivalents des séries a termes positifs, comme ZU y

k—>+o0

converge, on peut dire que Zln (l + Uﬂ) converge aussi.

Donc In(W,) - aeR et W, = €. Deplus, pour n22, W, =(1+U)W, =W,

n?
n—>+w

donc (W) est croissante,

etainsi Va2 2,W, <e”.

Onreprend (1) : V, <&V, , donc (V,),,, est croissante et majorée : elle converge.

nxl1
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On a donc bien prouvé que (V) converge si et seulement si la série ZU , convergel.

Exercice 17 (oral Mines 24, Antoine,3) : Pour tout n € N, on considére U, = Ie

Ind :

1)
2)

3)

2)

3)

—nt

dt
g

Montrer que (U,) converge. Déterminer sa limite.

Déterminer la nature de la série de terme général U,

Montrer que pour tout ne N, U, = Z (D'n
D kI2k+1)

Utiliser le théoréme de convergence dominée.
Utiliser un changement de variable et une minoration de U, .

Utiliser un développement en série entiére et le théoréme d’intégration terme a terme.
e*nt
7

— 0, donc (f,)converge simplement vers la fonction nulle.

e
\/_t n—+o0

De plus, pour ne N,

Pour neN et £€]0,1], on pose f,(1)=

—nt

Alors f ()=

1 1 . .
< T Orp:t—> T est continue sur ] 0, l] , et intégrable en 0 avec
t t

Riemann, donc ¢ est intégrable sur ] 0, l] .

—nt

1
\ . e . s
Par théoréme de convergence dominée, chaque U, = I \/, dt est bien défini et
t n—r+00
0

On effectue un changement de variable en posant u = nt pour ne N,

Alors U, = LJ.e—du >— .[ du >0 (lors du changement de variable, les deux intégrales

concernées ont méme nature, si blen que la seconde est aussi convergente).

—u

e
Or umr— est continue et strictement positive sur ] 0, 1 , donc I—du >0.

a 17
Comme z i diverge avec Riemann, ZUW diverge|.

. . ~ +0o0 _1 k nk
On effectue un développement en série entiére : e = Z ( ]z' .
k=0 .

Donc U, I(Z( D'’ - 1/zjdt.On fixe dans la suite ne N.

RN
On pose pour ke N et 1€]0,1] : h,((t):%t"’”2

On cherche a utiliser le théoréme d’interversion terme a terme sur un intervalle quelconque.

1 . s . 1
® Pour keN, /> —— estcontinue sur |0,1], et intégrable en 0 avec Riemann car 5 —k<l1,
t

donc #, est intégrable sur ]0,1].
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—nt

® > h converge simplement sur ]0,1] et sa somme est f,, avec f, (1) = (et cette derniére est

k=0

ﬁm

continue par morceaux sur | 0,1]).

k k
® On étudie _“h ()| dt ——[1“”2}1 "
Kk + 1) o kl2k+1)
l’lk k*ln nk k-1
Si on pose W, =2——————  alors 0 <k’W, < .Or — — 0, donc -0
k'Q2k+1) (k-1)! J ! koo (k=1)Vkown

1 . f ..
Donc W, = O(F et par comparaison de séries a termes positifs, sz converge, donc
k—+0

1
Z“hk ()| dt converge.
ko

1 k_k
On peut donc conclure : Z k('(z)k Z 0

Exercice 18 (oral Mines 24, Angel,4) :

/4

1) Calculer J, = I tan” xdx pour ne N
0

2) Etudier la convergence de Z (=1)"J, et calculer sa somme de plusieurs maniéres (une maniére sera déja

pas mal...).

Ind :
1) Calculer J, +J

n+2
2) Utiliser le théoréme sur les séries alternées pour la convergence. Pour le calcul de la somme, on peut
revenir aux sommes partielles et effectuer le calcul en échangeant somme (finie) et intégrale.
On peut aussi exprimer cette somme partielle en séparant les termes pairs et impairs, puis obtenir une
double somme que 1’on peut calculer difficilement en utilisant la premiére question et le développement

puis itérer le procédé en distinguant deux cas suivant la parité de » .

asymptotique Z% = In(n)+y+o(l).
= n—+w

/4 /4

3) Oncalculepour neN : J +J, ,, = J. (1+tan® x)tan" xdx = J. tan'x tan” x dx L :
0 0 n+
. 1
Onadoncpour peN :J, =-J,, +m )
On itére le procédé : =(=1)*J 1
b ' w2ty 2p 3
T B T P (_l)p—k
Jo = R et J, =—J, +1. Donc par récurrence, |/,, = (=1)" n Z oy
A * 1
De méme, pour peN : J, , =-J,  +—.
2p
. (6 - 1 1
On itére le procedé : J, ., = (- 1)? Joipzys1 E_Zp——Z
i In2 -1t
—[ In(cos )] " ln2 set Jy=—J, +l . Donc par récurrence, |/, ,,, = (1) — n ZL
2 2 = 2%
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4) Pour établir la convergence de Z(— n"J

n

, on utilise le théoréme spécial sur les séries alternées (TSSA).

/4
Soit neN. Alors J,  —J, = J tan” x(tanx —1)dx <0 . Donc (J,) est décroissante.
0

n—+o0

De plus, Vxe[O,%[,tan"x — Oet Vxe[O,%[,VneN,

Donc comme x> 1 est intégrable sur [O’Z{ , on obtient par théoréme de convergence dominée que

/4 /4

J, = j tan’ xdx — j 0dx=0 (1).
0 0

Comme Z(—l)" J, estune série alternée (Vn € N,J, > 0) . On déduit que Z(—l)".}n converge|.

N 74 N
Soitalors NeN. Z(—l IZ —tanx)" dx. Or pour xe{o,%{, |—tanx|<1.
n=0 o n=0
N /4 N+1 N+1 /4
" 1-(-1 t .
Donc Z(—l) J, = I (=) " (tanx) dx — dx (toujours avec le théoréme de
pr o 1+ tanx Noseo o 1+ tan x
L 1\N4 N+l
convergence dominée, en utilisant |l (=) (tanx) < pour la domination).
1+tanx | 1+tanx
/4 1 /4 Cos x /4 Sin X
On calcule enfin K = I dx = .[ - dx . Soit L = I —dx
1+tanx o sinx+cosx sinx +cos x
Alors K+L=2 et K—L= de [ln s1nx+cosx)] :—1 2.
4 sin X +cos x

&, 1 I(z In2
Donc Z(_l) JHZJ. dX:E Z+T

par o 1+tanx

+00

On essaie de calculer Z(—l)" J, d’une autre maniére (compliquée....il doit y avoir plus simple). Soit

n=0

2N+1
NeN. z )'J, Z 2» =51 ) (en séparant les termes d’indices pairs et impairs)

n=0
2N+1 T In2 N n ( l)n k

n"J, ' ———
Yer-ge >( P o)
n-k OS SN ISk<SN

On veut calculer ZZL Or " & .

N

( l)nk N n—k Y &
Donc ZO; @0 kz T I(Zk)(;( ) j Z:‘(zk I(Zk)(no j

Or avec la somme des termes d’une suite géométrique :

n—k N—k+l N (_T\VH
S EDT I S e 126D
=i (2k-1) (2k) 245 (2k—1)(2k) pord 2
On prend dans la suite N impair. On pose N =2g+1
2q+1 2g+1 k
Donc 2( n"J 1 z&

= (2k- 1)(2k)

D 2q+1 an 2q+1 12q+1 ( 1) 2

onc - =—

,,Z:;)( ', Z (2k - 1(2k) 2“(2/( 1)(2k) -
2g+1 2¢g+ 2g+1 4q+ 1 2¢ 1 2¢ 1 1

r ===y —- :
Z(2k 1)(2k) kz 2k 1) k1(2k) Zk Z‘zk Sk 4q+2



2g+1 1 4g+1
Donc :1n4 +D+y+o0()—(In(29)++y +0(1))— = In +o(l).
N raverey . 1(2@ (g4 +7+0()-(InCg) + +7 +o() -7 = (zq ] o(1)

2q+1

Donc 2 2k 1 (Zk) ln(Z)

2g+1 ( 1) 2g+ k 2g+1 (_l)k
De plus. Z(Zk 1)(2k) Z —1 Z(2k)

k=1 k= k=1

L (=) GN
Oronavuaul)que J, =(-1)"—+ , donc l”J
d 2”()4“2k— =D 4;%1
Avec (1), J,, — 0,donc Z( D' S
T o “2k-1 4

r p—k k
De plus, J,,,, =(- 1)” In2 z( 1) , donc de méme Z( D _ln_2.
k=1 k=1 (2k) 2

2q+1
Donc Z = 1) - - _x +1n_2 .
2k 1 (2k) g+ 4 2

2g+1 +0 " 1 1 2
On conclut avec (2) : 2( n*J, —> %(Zlensz et Z(—l) J, :—(£+n—] Ouf'!
n=0 +

Séance 4 : Mercredi 28 Mai

Cours : revoir tous les chapitre 6 et 7
Exercice 19 (oral IMT 24, Tristan,3) : Soit (f,),_, une suite de fonctions définies sur R par f,(0)=1 et pour

x#0, f,(x)=1+x" sin[LJ.
nx

1) Etudier la convergence uniforme de (f,) sur R.

2) Etudier la convergence uniforme de (f,) sur tout segment de R, .

Ind :
1) Etudier la convergence simple de (f,) vers f , puis étudier f, — fen +o0a nfixé.

2) Majorer ||fn —f"ao a I’aide de la croissance de sin sur [O,g]

1) Etudions d’abord la convergence simple de cette suite de fonctions.
Pour x=0, £, (0)=1 > 1

(1
Pour x#0, f,(x)=1+x" s1n(—j - 1.
nx |n—o+eo
Donc la suite de fonctions (f,)converge simplement sur Rvers f:x>1.
Dés lors, si (f,),.y converge uniformément sur R, alors sa limite est f

On étudie la converge uniforme. On fixe ne N .

Alors f,(x)— f(x)=x sin[Lj,avec x’ sin( ! j ~ =, donc f,(x)=f(x) > +o0.
nx nx

X—>+00

Donc f, — f n’est pas bornée sur R et ‘( f,) ne converge pas uniformément sur ]R‘

2) Soient a,b R’ tels que a <b.
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1 1
Pour n assez grand(n>—) pour x &[a,b], il vient 0s—=<— <2,
nx na 2

=x sm( ! j<bzsin(L].
na

. (1
Ce majorant ne dépend pas de x : on adonc 0< ||fn —f||w <b? sm(—j .
na

Or sin est croissante sur l: :| donc

Donc par encadrement, || f=f || - 0.

n—+o

Donc ‘( £,) converge uniformément sur tout segment de R, |

—t

Exercice 20 (Oral IMT 23, Emma,2) : pour f € R, onnote f(¢)= Z
n= ll’l +t

1) Déterminer le domaine de définition D de f
2) Montrer que f est continue sur D .

3) Déterminer la limite de f en +oo.

4)  f est-elle dérivable sur D ?

Ind :
1) Etudier la convergence simple de cette série de fonctions.
2) Utiliser le théoréme de continuité de la somme d’une série de fonctions. On peut se placer sur des
segments.
3) Utiliser le théoréme de la double limite.

+00
4) Montrer que ¢+ Z est dérivable sur D .
n= ln +t
—t —t —t
. e e e
1) Soit teR. Alors onnote U,(t) = R u, -~ —» et | — | est de signe fixe, avec Z—
n-+t n—>+w p n L N

converge. Donc Z U, (t) converge et

n=0
2) On utilise le théoréme de continuité de la somme d’une série de fonctions.
e Chaque U, estcontinue sur R.

*  On considére deux réels a,b tels que a <b.Alors pour ne N et ¢ €[a,b], |U, ()| < 6—2.
n

—a
e

Donc 0 < ||U || et par majoration, ZU converge normalement donc uniformément

nxl1

[a b
sur [a,b]

Donc | 1 est continue sur tout segment de R et f est continue sur R|.

—t

3) On utilise le théoréme de la double limite. U, (¢) = 5 0

n-+t1° t—>+xo

De plus, pour ne N et te R, [U,(t)| < n%, donc 0<|U, ||OO’]R < Lz et par majoration, » U,

n=l

converge normalement donc uniformément sur R, .

+ 00

Donc | f(t) = Z 5 ZOzO

n=1 1 +[2 t—>+00 n=1
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4)

+ o0
On pose pour t€ D :g(t)= f(t)e' = Z - On montre que g est dérivable sur D et par produit,
n=1 N+t

comme f(f)=¢' g(t), f seradérivable sur D=R

Onnote ¥, (¢) = L)
n-+t

e Chaque fonction ¥, est C'sur R (pour n>1).

. 1
. ZV,, converge simplement sur R (car V, (f) ~ — ).
n—+x p

. -2t . .
e PourneN, V, '(¢)= 5 On considére deux réels a,b tels que a <b. Alors pour n e N

(n2+t2)

2 b 2 b
et tefa,b], 0<|V, @) SM, donc OS"Vn'"OO SM. Donc an' converge
n n

n=1

normalement donc uniformément sur [a,b]

Ainsi, | f est de classe C' sur tout segment de R, donc dérivable sur D =R |

Exercice 21 (oral CCINP 24, Elise,2) : Pour xR, et ne N", on pose f,(x)= ! — et g,(x)=xf,(x).On

considére, sous réserve de convergence, f(x)= z

1))
2)

3)

4)
5)

Ind :

1))
2)

3)

4)
5)

1)

n+nx

- |

.
o n+nx

Démontrer que f est définie sur R .

a) Montrer que f est monotone sur ]Ri .

b) Montrer que f est continue sur R’ .

a) Montrer que f(x) —> 0

b) Montrer que la série de fonctions z g, converge normalement sur R’ .

S A
Montrer qu’il existe 4 >0tel que f(x) ~ —

X400y

Déterminer un équivalent de f'en 0.

Traiter a part le cas x=0.

a) Prendre x < y et comparer f(x)et f(y).

b) Utiliser le théoréme de continuité de la somme d’une série de fonctions.
a) Utiliser le théoréme de la double limite.

b) Etudier la fonction g,

Utiliser le théoréme de la double limite pour x > x f(x) .

Faire une comparaison avec une intégrale.

Pour x=0 et n e N, il vient fn(x):l et an(x) diverge. Pour x>0, f, (x) ~ %>0,donc pas
n X

Pl n—o+o p

théoréme sur les équivalents pour les séries a termes positifs, an (x) converge.

nl1

Donc ‘ S est définie sur R’ ‘
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2)

3)

4)

5)

1
2 2
n+n'x n+ny

a) Soient x,y € R’ tels que x < y . Alors pour ne N, , et en sommant, f(x)> f(y).

Donc ‘ f est décroissante sur R’ ‘

b) On constate que chaque f,est continue sur R’ . De plus, soit a>0. Alors pour

1
xe[a,+oo[,fn(x)|ﬁ —=f,(a).
n+n‘a
Done 0 <|(f, | [ < f.(a).Or an (a) converge, donc par majoration, an converge normalement
- n=l n=l

donc uniformément sur tout [a,+oo] .

‘Donc f est continue sur R,

a) On utilise le théoréme de la double limite. Si 7 € N*, alors f.(x)=

— —> 0.
n+n"x ¥+

De plus, ) f, converge uniformément sur [1,+o0 [ . Donc|f(x) = 0

X—>+0

n=1

X 1 . n
. On étudie cette fonction: g,'(x)=————, donc g, est

b) On note g, (x)=xf (x)=
n+nx n+n’x

. . 1 .
croissante sur R, avec g, (x) - —et VxeR_,g,(x)>0,donc |g,| =—-
x40 g * n

Donc avec Riemann, Z g, converge normalement sur R’ |

oo S X < . o .
Pour x >0, il vient xf(x) = Z —= z g,(x). On utilise le théoréme de la double limite. Si n e N
n=1 n+n-x n=l1
X 1
,alors g, (x) = — = —
n+n’x > p
) 400 1 2
De plus, Zgn converge uniformément sur [1,+o [ . Donc |xf(x) — 2—2 = % =A|
>l R 7}

A
On a donc bien| f(x) ~ —

Xty

Le théoréme de la double limite ne fonctionne plus ici car il donne une limite nulle pour x — x f(x) . On

. . . 1 . .
fixe x > 0 et on fait une comparaison somme-intégrale avec ¢(¢) = ; Elle est décroissante sur R, .
+

£x’
n+l n N+l N N
Donc pour n>2 : I p)dt < f,(x) < I @(t)dt . Donc pour N>2, I o(t)dt < an(x) < ‘[(p(t) dt
n n—1 2 n=2 1

1 1 o .
——,etque ¢t > — est intégrable en +ow0 , @ I’est aussi.
t

Comme ¢@(t) = ~
tHEx o P x

On peut donc passer 1’inégalité a la limite quand N tend vers I’infini : J. pM)dt < f(x)< f p(t)dt .
2 1

1 1 x w t ]~
Or o(f) = = -———|,d fdt=|1 = —In(x) +In(1+x) ~ -1
r () =— [t 1+txj onc{«p() {n(lmﬂl n(x) +In(l+x) ~ ~In(x)

1+

2

Et Tgo(t) dt = [ln( ! ﬂ =—In(x) —In(2) + In(1+2x) =) In(x) . Donc| f(x) 0T In(x)

24



Exercice 22 (oral Mines 24, Nassim,3) :

1)
2)
Ind :
1))
2)

1)

2)

—n

n"e

Etudier le rayon de convergence de la série enticre Z x",avec xeR.

n!
Etudier la convergence de cette série sur le bord de I’intervalle de convergence.

n_-n

; . Lo ne
Déterminer un équivalent de a, = .
n!

ou utiliser d’Alembert.

Conclure avec un équivalent de a, pour Zan et utiliser le TSSA pour Z -D"a, .

n_-—n n_-—n 1
Onnote R = R[Z ne x"j On utilise la formule de Stirling : |a, = e .

n! n!  noso }2}17[ ’

Donc a,1" — 0, donc R>1. De plus, pour »>1, a,r" — +o, donc (anr") n’est pas bornée. Donc

n—>+w0 n—>+00

R <1. Ainsi, finalement . On aurait aussi pu utiliser d’ Alembert.

On étudie les convergences de Zan et de Z -D'a, .

n"e™ 1 1 .. . .
~ >0.0r ZT diverge par critére de Riemann, donc par

n! v g n=1 1

critére d’équivalent sur les séries a termes positifs, Zan diverge.

On a prouvé au 1) que a, =

Pour Z (=1)"a, , on ne peut pas utiliser un équivalent qui n’est pas de signe fixe. On cherche a utiliser le

TSSA. La série est bien alternée. On a vu que a, ~ ,donc a, — 0.

1
n—>+o0 } 27172' n—+x0

n+l
. le" (n+1 (1Y
De plus, pour ne N, mzﬂ(—)“:_(1+_j (avec a, >0).
a n" (n+1)le” e n

n

a e n

n

1 1
Donc e :—exp[nln(l+—j} .Or Vu>-LIn(l+u)<u.

an+1

Donc

< lexp(l) =1, donc (a,) est décroissante et on peut appliquer le TSSA.

n

Donc z (=1)"a, converge|.

Exercice 23 (oral Centrale 24, Angel,3) : Soit £, un ensemble & n € N"éléments. Une partition de E, est la

donnée d’un ensemble de & € |I1,n]] sous-ensembles A4,,.., 4, de E , tous non vides, deux a deux disjoints et tels

que 4 VA4, U..UA, =E,.Par exemple, {{1,2} ,[[3,11]]} est une partition de [[1,n].

Pour n e N’ on note a, le nombre de partitions d’un ensemble a n éléments. On pose a, =1.

1))

2)

3)

n n .
Montrer VneN,a,,, = Z(k]ak et en déduire VneN,a, <n!.

k=0

. Y a ro. r hY
Montrer que le rayon de convergence R de la série entiére Z_n'xn est superieur ou egal al.
neN 1

+o0
) a, , L por s \
Pour xe|-R,R[, on pose f(x)= z—”'x . Trouver une équation différentielle vérifiée par f et en
n=0 1:

déduire une expression de f .

Ind :

25



1) Pour trouver le nombre de partitions d’un ensemble E,,, ={e,,..,e,,,} , choisir I'ensemble de la partition
qui contient e et distinguer suivant son nombre d’éléments, puis effectuer une partition avec les
¢éléments qui restent. Utiliser une récurrence forte pour la seconde moitié de la question.

. . (a,.,

2) Etudier la suite (—"’1 j .

n!

3) Calculer f'sur ] -R,R [ et reconnaitre un produit de Cauchy.

1) Soit n e N. On doit ici trouver le nombre de partitions d’un ensemble E,,, ={e,,..,e,,, } qui contient
(n+1) éléments.

Pour constituer une telle partition, on doit d’abord prendre un ensemble qui contient e ,. Ce dernier
n LY 3 b

comportera au total k+1¢léments, avec k € |[O,n]] lya [kj maniéres de constituer cet ensemble que I’on

note A4, . Il faut ensuite effectuer une répartition des n—k éléments restants. Il y a alors «, , partitions

. . s IR z n
possibles. Il vient donc en sommant toutes les possibilités pour k : a,,, = E [k}l"k = E [ k}ak avec un
k=0 k=0

changement d’indice.

—

t(n
Donc onabien|VrneN,a, :Z(k}l

k=0

. n n
puisque Vk e IIO,n]],( kj = {]J .
n—

On prouve ensuite par récurrence forte P(n):"a, <n!".
e  P(0)est vraie.

n n '
e Soit ne Ntel que Vk €[0,n], P(k) est vraie. Alors a,,, = z " a, < ZLk!.
i\ k im0 kl(n—k)!

n
Donc a,,, <n!) let a,, <(n+1)!. Donc P(n+]1) est vraie.
k=0

‘On adoncbien VneN,a, < n!|.

2) Soit r=1. Alors [a—"' r"J est bornée puisque Vn e N,0< a—”'r" <1.
n! n!

Donc |R = sup{r IS Rw[a”r' ]bomée} >1

n:

3) Comme f estlasomme d’une série entiére, elle est C” sur ] -R,R [ ,ou R estson rayon de convergence.

) < a, n—1 - Aust n <l ¢ 1 1 — X"
On a de pl “RR[ S0 =) ——x"" = = P
n ade plus pour xe |- R,R[ : f'(x) Dy Y=y oy Z{Z(k!akj(n_k)!]x

n-1! o (n)! =0\ k=0

On reconnait un produit de Cauchy.
+00 n

X
Ona VxeR,e" = 2—' et le rayon de convergence est +0 > R .
n=0 10:

Donc pour‘xe]—R,R[, fi(x)= exf(x)‘.

On résout cette équation : il vient Vx e ] —R,R [, f(x)=Aexp(e").
Or f(0)=1,donc A=e" et|Vx e]-R.R[, f(x) = exp(e" —1)‘

+00 —nt

Exercice 24 (oral Mines 24, Léo,5) : pour n< N", on pose U,= I %dt .
o l+e '+ +e
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1) Etudier la convergence et la limite de la suite (U,)

2) Déterminer la nature de la série ZU ) -

n=0
Ind :
1) Utiliser le théoréme de convergence dominée.
2) Utiliser le théoréme d’intégration terme a terme sur un intervalle quelconque pour obtenir une expression
de sous forme de somme, puis montrer U, = O( j
n

n—>+0

1) On cherche a utiliser le théoréme de convergence dominée.

efnt 1 _ e*(rwl)t
Onnote f,(t)=——————— pour teR . Alors 1+e” +..+e " = —
I+e’' +..+e™" lI-e
1-¢”

Donc f,(t)=e™ — 0. Donc la suite de fonctions ( f,) converge simplement vers la fonction

1- ef('“l)t n—+0

nulle.
e*nt

= — <e™ = g(t), ol la fonction @ est intégrable sur R’ .
I+e' +...+e

De plus,

—nt

—nt

e
——————dt > 0
I+e'+...+e n—>+

+
*8

Donc par convergence dominée, U, =

0

1-e”
| — g

2) Onavuque U, = J‘e’"’
0

Ce dénominateur est délicat a traiter.

-3

On effectue un développement en série entiére : si [u <1,——

1- - > - +k(n+ —
Donc pour ¢ >0, fn(t):e’”’l%:Ze Hnek D) () _ o7ty
—e

+0 /e
Onadonc U, = I [2 gk () _ et)Jdt . On cherche a intervertir série et intégrale.

0 \ k=0
On pose &, (t)=e """ (1—¢")pour keNet t>0.

. .
La série Z h, converge simplement sur R, .
keN

Sa somme est £, qui est bien continue par morceaux sur R’ .

. . . 1
Pour k e N fixé, h, est intégrable sur R, (elle est continue et 4, (¢) = o(t—zj ).
t—>+0

D 1 Tt h d :mh d :m —t(n+k(n+l))d _m 7t(n+l+k(n+l))d _ 1 _ 1 )
© P, {' L ! ((dt le ! !e ! (n+k(n+1)) (n+1+k(n+1))

1 1
(n+k(n+1))(n+1+k(n+1)) : K (n+1)

Donc pour ke N", 0< T|hk (t)| dt =

2
k=1 k=1 k=0 ¢

Or Zki converge, donc Z I |h (t)| dt converge, et Z J. |h (t)| dt converge aussi.

On obtient donc U, 1)) di =Y 1
n obtient done ;.([( a- ))t ;(n+k(n+1))(n+l+k(n+l))

1 ++z°° 1
nn+l) = (n+k(n+1))(n+1+k(n+1))’

! z— Donc (n°U,)estbornéeet U, = O| — ! .
n(n+1) (n+1) nos

Onadonc U, =

Donc 0<U, <
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1
Donc comme Z—Z converge, ZUW est absolument convergente, donc convergentel.

w21 1 n=l

Séance 5 : Mardi 10 Juin. 5

Cours : revoir le chapitre 10

tx

dt.

1

Exercice 25 (oral CCINP 23, Mathilde,2) : soit [ :x > jl ,
+

0

1) Déterminer le domaine de définition D de f et étudier sa continuité sur D .

2) Calculer f(1/2)avec t=u’ eten déduire f(3/2).

Ind :
1) Déterminer d’abord D puis utiliser le théoréme de continuité des intégrales a parametres.
2) Calculer f(x)+ f(x+1).

~ &F In(?)

1) Onpose g(x,t)= =
) P gx.1) 1+t 1+¢
Pour tout réel x, ¢ > g(x,t) est continue sur ] 0,1].

X

t 1 y . . .
Etudeen 0 : g(x,t)= n - — donc ¢+ g(x,?) est intégrable en O si et seulement si —x <1, ce qui
+1t>50¢

équivauta x >—1.Donc|D = ] —l,+00[
xIn(?)

On considere [a,b]c]—1,+oo[. Si te]O,l[ et xe[a,b], on a|g(x,t)|:el—tﬁealn(t) :La:(p(t).
+ t

Or —a <1donc ¢ est intégrable sur [0, 1] .

Donc par théoréme de continuité des intégrales a parametres, | f est continue sur D |.

1
(1 t .
2) f (Ej = j%dt. On pose comme suggéré ¢ = u? 1l vient df = 2udu .
0

1 b u? h 1 V4
Donc | f 5 =2J. 2du=2J. 1- 5 du:Z—E
0

0l+u 1+u

1 x
De plus, si xe D, f(x)-|~f(x+l):'|‘Z (I-H)dt:L.Donc f[EJ=z—f(lJ=£—i
0 1+¢ x+1

Exercice 26 (oral CCINP 24, Marie,3) : On pose I'(x) = J. rle”'dt avec x e 0,400 .
0
1) Démontrer que I' (1) est bien défini et le calculer.
2) Vérifier que I est bien définie sur ] 0,+ [
3) Démontrer que Vx> 0,I'(x+1) =T'(x) et en déduire T'(2).

4) Montrer que T est deux fois dérivable sur R’ et que T''est strictement croissante sur R’ .
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5) Montrer que I''s’annule une unique fois sur R,

Ind :
1) C’estune intégrale de référence.
2) Utiliser un équivalent en 0.
3) Utiliser une intégration par parties.
4) Utiliser le théoréme de dérivation des intégrales a paramétres. Penser a séparer les cas t <let r>1.
5) Utiliser la question précédente et penser au théoréme de Rolle.
1) On sait que ¢ > e “' est intégrable sur ] 0,+ [ lorsque @ > 0. Donc T'(1) est bien défini et

r{)= Te"dt =1

0

2) Soit x € ] 0,+00 [ .On pose g(x,t)=t"e” pour t € ] 0,+00 [ .
Alors pour tout réel x € ]0,+o0[, ¢ > g(x,r) est continue sur |0+ .
Etudeen 0 : g(x,7) = et zgoﬂ% , donc £ > g(x,t)est intégrable en 0 si et seulement si 1-x <1,
ce qui équivauta x>0.

x+1 P

. 1
— 0, donc ¢+ g(x,?)est intégrable en +oo car ¢ — — ’est.
t—>+© t2

Etude en +oo : tzg(x,t) =t

Donc |F est bien définie sur ]0,+oo ‘

+oo t :tx 1, 1) = txfl
3) Soit x €]0,+00[ . On intégre par parties : I' (x+1) = I t'e”'dt . On pose a(t) s alt)=>x )
0 b'(t)y=e b(t)=—e

Par croissance comparée, a(t)b(t) — 0 et par ailleurs a(¢)b(¢) —)0 0.
>+ 1=
Donc [T (x+1) = xj re”'dr = xT(x) | Ainsi, [T (2) =T (1) =1
0

4) On utilise le théoréme de dérivation des intégrales a paramétres pour montrer que I est de classe C”sur
R

e Pourtout f€]0,+0[, x> g(x,0)= IO =t oot 02 gur R’ .
e Pourtout e ] 0,4+ [ , t > g(x,t) est intégrable sur R avec 2).

e Pour x,t€]0,+x], Z—g(x,t) =1n(t)e(x_l)1n(t)e" =
x

1 _ . -
—In(e .t E}—g(x,t) est continue sur R, .
tlfx Ox

0 (- _ .
Etude en 0 : on prend 1-x < c <1.Alors ¢¢ a—g(x, 1) =11 In()e — Opar croissance comparée.
X t—0

15} 1 1 . 15} .
Donc —g(x,t) = 0| — | et t > — est intégrable en 0, donc ¢+ —g(x,t) aussi.
ox =0 \ € I Ox

t—>+00 Oox t—>+00 2 2

Etude en +oo : tzg—g(x,t):lnﬂt”ze_’ — 0.0=0, donc a—g(x,t) = o[ij et t|—>iest
X t t t

intégrable en +oo , donc ¢ Z—g(x,t) aussi. Donc ¢ > Z—g(x,t) est intégrable sur R .
X X

2
e Pour x,t€]0,+00], 8_(2g(x’t) =In’ (l)e(x_l)ln(t)e_t = %ln2 (f)e™". On prend 0 < a < bet on prend
ox -
xe [a,b] .
2
Pour <1, a—f(x, Bl = 2 (1) ¥ Ot < 152 (p)elaDIn0
ox
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2
Pour > 1, a—f(x, £)| = 2 (1) ¥ MOt < 152 (1)eb-D IOt
ox

In’(¢)

tl—b

2
On pose donc ¢(t) = m%I)e” si t<let o(t) =
t

. N
@ est continue sur R .

e’ =) e si 2 1.

Etude en 0 : onprend 1—a <c <1.Alors “o(f) =t 1" In(t)e™" — 0 par croissance comparée.
t—0

1 1 . .
Donc ¢(t) = o| — | et t > — est intégrable en 0, donc ¢ aussi.
t—0 \ ¢¢ ¢

— 0, donc ¢ est intégrable en +oo , donc sur R, .
t—+w©

2
In“ (¢ .
Etude en +o0 : t2(p(t) :itbﬁe !
t
Donc par théoréme de dérivation des intégrales a paramétres, T est deux fois dérivable sur R’ et
. o 12, . .
Vx>0,I"(x)= I ——In"(t)e”'dt . Or t > ﬁln (t)e " est continue et positive sur R, , mais n’est pas
t t
0

la fonction nulle. Donc Vx >0,T"(x) >0 et ‘F' est strictement croissante sur R’ |.

5) Comme T'est strictement monotone, elle s’annule au plus une fois sur R, . De plus, d’aprés 3), on a
I'(2)=I(1)=1, avec T continue sur [1,2], dérivable sur |1,2[, a valeurs réelles. Donc d’aprés ke

théoréme de Rolle, il existe une valeur d’annulation de I"' dans ]1,2[ , donc dans Ri .

Donc [I'' s’annule une unique fois sur R, |

+0 —t itx

Exercice 27 (oral Centrale 24, Léo) : on considére f(x)= I

G

dt

1) Montrer que f est définie et de classe C'sur R.

2) Calculer f(0) en admettant que I e dt= g
0

3) Pour x e R, exprimer f(x) a1’aide des fonctions usuelles.

Ind :
1) Utiliser le théoréme de dérivation des intégrales a paramétres.
2) Utiliser un changement de variable.
3) Utiliser une intégration par parties dans I’expression de f' pour retrouver celle de f .

—t jixt

N
On vérifie les différentes hypotheses du théoréme de dérivation des intégrales a parameétres :
x> g(x,1) est C' sur R.

1) On pose g(x,t) =

e Pourtout re R’

+ 9

e Pourtout x € R, montrons que ¢ > g(x,¢) est intégrable sur R’ .

¢t g(x,t) est continue sur R .

—t ixt
e'e 1 1 . .
—= et t > —= est intégrable en 0, donc ¢ — g(x,?) ’est aussi.

g(x,0) = \/; o p \/;

1 .
|z2g(x,t)| =t"?e’ - 0,donc g(x,¢) = o[—zj et 1+ g(x,t)est intégrable en +oo .
t—>+o0 1>+ t

Donc ¢+ g(x,t) est intégrable sur R’ .

ll eitel” . —t _ixt

=iNte e .
N

e PourteR’ et xeR, a—g(x,t):
ox
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. 0 . . .
Alors pour teR, et xeR, ‘a—g(x,t) <~te'=@(t), ou @est intégrable sur R, puisque
X

1 .
o) = O(TJ et que @ est continue sur R,
11—+ t

Donc | f estdeclasse C' surRet f'(x)=i I Jte™ ™t
0

+oo 4
2) On a f(0)= If/_—tdt. On effectue un changement de variable et on pose u :\/_t (ainsi, t=u"). Alors

0

2\t

convergent).

du=——=dt et f(0)= 2.[ e du= 2@ = \/; (on sait que les deux intégrales concernées ont méme nature donc
0

. . . ; . 1
3) On procede a une intégration par parties. On pose u(t) = Jt , V(@) =e™ ™ Il vient u'(t) = —=

NG

1 ; "
On prend v(t) = '_le(lH)t . u,vsont de classe C'sur R’ .
ix—

Jie

t .
De plus, |u(t)v(t)| = ﬁ , donc par croissance comparée, u(t)v(t)t ;)wO . De plus, u(t)v(t) - 0, donc

+o0

1 i—x

l _ i L (ix=e :l
f(x)_2(1—ix)-[\/;e dat 2(1+x2jf(x)

0

—-X 1 1
—— |, une primitive est A(x)=—| i Arctan(x)——In(1+x’
1+x2j P *) 2( *) 2 ( )j

Si a(x) = %( d

i%Arc tan(x) i%Am tan(x)
e e
Done | f(x) = £(0) =~

T 8
(xZ +1)1/4 (x2 +1)1/4

Exercice 28 (oral Mines 24, Elise,4) :
\e/_ du converge. En déduire que J = I ¢ dt converge.
u 0

+00 efxz(tz +i)
2) Onnote F(x)= I

0
3) Montrer que F est dérivable sur R et calculer F'.
4) Retrouver la convergence de J a ’aide de F''.

1) Montrer que K = I
0

s——dt . Montrer que F est définie et continue sur R.
r+1

Ind :

1) Utiliser une intégration par parties pour I’étude en +oo. Montrer que J converge a 1’aide d’un

changement de variable.
2) Utiliser le théoréme de continuité des intégrales a paramétres.

3) Utiliser le théoréme de dérivation des intégrales a paramétres pour montrer que F est dérivable sur R’

et R". Conclure avec le théoréme de la limite de la dérivée.
4) Utiliser le théoréme fondamental et déterminer la limite de Fen +oo.
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& . . . 1 .
pour u € R, . Elle est continue sur R, . De plus, h(u) ~ —=, donc £ est intégrable

T T

. . . . 1
en 0. On s’intéresse a I —du On fait une intégration par parties. On pose a(u)=—— a'(u) = >

1) Onpose h(u) =

T
T .
et b'(u)=¢e", b(u)=—ie™ . Alors |a(u)b(u)| — 0, donc a(u)b(u) — 0, et a(u)b(u) —>1— ie'
i iu iu 1
Donc I \/» du a méme nature que I ——du qui converge absolument par majoration avec 0 < |—— ey < o

Donc |[K = _[ du converge

On effectue un changement de variable et on pose u =£>. Alors du = 2tdt et Ju =

2 .
Donc K a méme nature que 2J et comme K converge, |J = I e'" dt converge aussi|.
0

—x? (,z +i)
2) Onpose g(x,t)= 62—.
r+1
On vérifie les différentes hypothéses du théoréme de continuité des intégrales a parameétres :
e DPourtout teR,, x> g(x,) est C° sur R.

+ 9

<

e 1
< =¢(1).
NP+l A+l

o . 1 1
@ estintégrable sur R, , car continue sur R, et telle que ¢(t) ~ (—J avec ¢ > — intégrable en +o .
140\ t

e PourreR, et xeR, |g(x,t)|:

Donc par théoréme de continuité des intégrales a paramétres, |F est définie et continue sur ]R|

3) On vérifie les différentes hypothéses du théoréme de dérivation des intégrales a paramétres :

e Pourtout teR,, x> g(x,7) est C' sur R.

+

e Pourtout x € R, on sait avec 2) que ¢ > g(x,?) est intégrable sur R, .

e PourzteR, etxeR, (Z—g(X,l) —2xe ) Onse place sur un segment [a,b] =R’ . Pour re R, et
x

xe [a,b] , il vient

og
—=(x,t
o (x,1)

22 . . 1
<2be™" =¢(t), ou @est intégrable sur R, , puisque ¢(f) = O(t_zj et
t—>+0
que ¢ est continue sur R, .

+00

On en déduit que F est de classe C' surR’ et que F'(x)= —ZxI g

0

Onadonc F'(x)=-2xe"’" I e dt.Onpose u = xtetil vient F'(x)=-2e¢"" I e du
0 0

Comme de plus F est paire, le résultat reste vrai sur R”
+00

De plus, comme F est continue sur R, et F'(x) >—2 J. e“ducR.
x>0
0

+o0

Donc par théoréme de la limite de la dérivée, |Fest C'sur Ret Vx e R, F'(x) = -2 e I e du
0
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1
Exercice 29 (oral Centrale 24, Sandra,4) : soit f(x) = J. (

+00

4) Onpose [ = I e du>0 (1a fonction sous I’intégrale est continue et strictement positive). Par théoréme

400 —Y (t +i)

fondamental, il vient F(x)= F(0)—2/ I “%dt . Or F ()= J. —dt .
+l

On étudie sa limite en +oo avec le theoreme de convergence dommée a paramétre continu.

—xz(tzﬂ') e 7xz(t2+i) —xz(tzﬂ'] 1
Pour >0 ¢ - donc ¢ — 0. De plus ¢ < =¢).
Ei | 1 £ +i xo C+i | J1+st

i . 1 1
@ est intégrable sur R, , car continue sur R, et telle que p(¢) ~ (—J avec ¢ > — intégrable en +oo.
t—>+0 t t

F 0 +o0 .,
( ) . [On retrouve que J = Ie” dt converge|

0

Donc F(x) — 0, et J.e’” dt —» ——=
X—>+0 o x>+ QT

Lln 1+2tcos(x)+t2)

dt pour x € {O,%]

0

1) Montrer que f est définie et est C' sur [O,%]

+o0 2
2) Déterminer une expression simple de f . On donne Zk_z = % .
k=1

Ind :

1) Utiliser le théoréme de dérivation des intégrales a parametres.
N 1
2) Calculer f'. Se ramener a intégrer u — ——————, puis utiliser Arctan( ) = E—Arctan(x) si x>0.
u® +sin’ x

Ensuite, calculer f(0) avec le théoréme d’intégration terme a terme.

1) On utilise le théoréme de dérivation des intégrales a paramétres.

ln(1+2tcos(x)+t2) .
(on a bien 1+2¢cos(x)+1>>0).

On pose pour xe{o,%} et t€]0,1] : f(x,0)=

e Pourtout e ] 0,1] , x> f(x,t) estbien C'sur [O,E} , avec x5 = —2sin(x) .
2 Ox (1+2tcos(x)+tz)
e Soit xe [O,%} . t+> f(x,1) est continue sur ]0,1].

ln(1+2tcos(x)+t2) 2t cos(x) + 17
t =0 t

De plus, f(x,t)= =CcOSXx+¢—>COSX.
t—0

Donc f'(x,t) = O(1) et t — f(x,t) est intégrable sur ]0,1] .

|6f(xt| | —2sin(x) | -

T
S = t 07_ )
l | |(1+2tcos(x)+t2) 1+ @(t) car xe[ 2}

Donc comme ¢ est intégrable sur ] 0, 1] , on déduit par théoréme de dérivation des intégrales a paramétres que

1
T~ di
1+ 2t cos(x) +¢ )

£'(x) = —2sin(x) j

1

2) 1ls’agit maintenant de calculer J(x) = | ————~dt
'[ (1 + 2t cos(x) +¢ )

33



1 1 1+cosx 1

J(x) = di= [ ———dx.
I (t+cos(x)) +sin® x o, u+sin’ x

Six=0, f'(x)=f(0)=0.

Si xe} } J(x)= Arctan| — - = L Arctan 1+ cos(x) — Arctan cos(x) .
sm() sin(x) ) |_ sin(x) sin(x) sin(x)

. .X X
sinx = 2sin—cos — 1 .
V4 - .
Donc avec et pour u > 0, Arctan(u) = E — Arctan(—) , il vient pour x € } 0’5 { (ainsi,
u

X
1+cosx=200s25

cos(x)

T X T ' _ ﬁ __
sin(x) sin (x)[(TEHTXD’d(’“Cf(x)_ 2(2] 'l

0):J(x)=

. T . L T
Celareste vrai en x = 5 (en faisant le calcul ou par continuité de f'en By ).

or £(0)= 2] dt_zj Z( 1)"1 dz_zj Z[( 1" —sz

o n=1 0 n=0
n

On pose alorsU, (¢) =(-1)" ! I Elle est intégrable etZUﬂ converge simplement sur ]0,1] vers
n+

In(1+1)
—

t—

1
( +1) n—>+uon

On utilise donc le théoréme d’intégration terme a terme, et il vient f(0) =2 z (wl
n=0(n+ 1)

On sépare les termes d’indice pair et impair.

% n
=D 1 1
Il vient £(0)= 22 +2 ) —=2 ¥ S-Y =
n pair (N + 1) n impair (n+1) n impair 77 nzl n
n pair

0 +o0 2 X 2
Done f(O):2[+ZL—22 ! ]:”—.Donc f(x)=f(0)+jf'(t)dt:%—%x2

ont aaen?t) 6

Exercice 30 (Oral Mines 24, Simon,3) : soit f :[a,b]x[c,d]— R, continue.

Montrer que j].U.f(x, y)dy]dx = _T[j.f(x, y)dx} dy.

c\a

[c,d]—)R

On pourra poser g : bl
pourrap & tl—)j[.[f(x,y)dyjdx

t
Ind : considérer h(x,t)= J.f (x,y)dy et utiliser le théoréme de dérivation des intégrales a paramétres pour g .

Une fois g'obtenue, exprimer g a I’aide de g'et du théoréme fondamental de 1’analyse.
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[c,d]—)R

On considére donc g : R _b[[j.f(x y)dy]dx et on pose pour x €[a,b]et t e[c,d] : h(x,t) = !f(x,y)dy .

On a donc g(f) = j{j flx, y)dy]dx = j h(x,t)dsx .

On utilise le théoréme de dérivation des intégrales a paramétres.

On obtient que g est C'sur [c,d] et telle que g'(r) = I

Comme f est continue sur [a,b]x[c,d], y+> f(x,y) 'estaussi pour tout x €[a,b]. Donc par théoréme
fondamental de 1’analyse, ¢ — h(x,t) est C'sur [c,d] et Z—h(x,t) = f(x,1).
t

Pour tout ¢ € [c,d], montrons que x > A(x,t) est intégrable sur [a,b] .Onfixe t € [c,d].

f est continue sur le fermé borné [a,b]x[c,d] (on peut le montrer par caractérisation séquentielle et
passage des inégalités a la limite), donc est bornée : soit M € R,V(x,y) € [a,b] X [c,d],|f(x, y)| <M.
Dés lors, comme x > f(x, ) est continue sur [a,b] pour tout y &[c,d], et y > M est intégrable sur
[c,t], on peut dire par théoréme de continuité des intégrales a paramétres que x — A(x,?) est continue

sur [a,b] , donc intégrable sur [a,b] .

oh .
Enfin, pour ¢ € [c,d] et xe [a,b] s ‘— (x,0)|< M , ou x+> M est constante donc intégrable sur [a,b] .

ah( D g j F(x,t)dx .

On déduit par théoréme fondamental de 1’analyse que g(d) = g(c)+ J. g'(t)dt=0 +IU f(x, t)dxjd

c\a

On a donc bien j ( j F(x, y)dy]dx = j( j f(x, y)dx] dyl.

a\c c\a

Séance 6 : Mardi 10 Juin. 4

Cours : revoir le chapitre 13

Exercice 31 (oral CCINP 24, Victor,3) : on souhaite créer un parallélépipéde de volume égal a 1000cm’ en

minimisant sa surface afin de limiter la quantité de métal utilisée.

1)

2)

3)

4)

5)

V=R, xR >R
Montrer que le probléme se ramene a la détermination du minimum de f': 1000 1000 .
(%)) xy+——
y

a) Trouver I'unique point critique (x,,y,) de fsur V.

b) Calculer f(x,,y,) . Est-ce un minimum ou un maximum local ?

S(x,p)=m
V(x,y)eD,f(x,y)2m
b) Soit U =]1,400[x]1,400[. Montrer V(x,y)eV\U, f(x,y)>300. En déduire que mest un

minimum globalde f sur V.

a) Montrer que ImeRet (x,y)eD= [1, 400]>< [1,400] tels que {

Montrer que V(x,y) eV, f(x,y)=2,1000 y +@

_ 1000 1000
NI

Retrouver que f posséde un minimum global sur &'(y) et sa valeur.
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Ind :
1) Utiliser I’expression du volume d’un parallélépipede.
2) Chercher quand le gradient s’annule et utiliser la matrice Hessienne.
3) a) Utiliser le théoréme des bornes atteintes.
b) Distinguer plusieurs cas suivant les valeurs de x, y .

4) Etudier une fonction de la variable x en fixant y puis exploiter avec soin les questions précédentes.
5) Etudier la fonction obtenue a la question précédente et chercher sa valeur minimale.

1) Notons x la longueur et y la largeur du parallélépipede. Si /4 est sa hauteur, son volume vaut
V' =xyh =1000 . La surface est égale a S =2*(xy+ xh+ hy) en ajoutant les surfaces des 6 faces.
1000 1000 1000 1000
+y—)=2| xyp+——+——|.
xy xy y

‘Il s’agit donc bien de minimiser la fonction f |

Onadonc S=2(xy+x

2a) f estde classe C”sur V par opérations.

0 100 of 1000
U ey =y -8 Lep=0 | y=%
ox X ox X
On calcule of 1000 ° On résout of = 1000 .
X
_.(xsy):x_ P —'(x’y):o x= 2
Oy v oy v 1000
0
a—f(x,y)ZO _ 1000
Donc 5 = r= x> < x=y=10 (on sait que x est non nul).
—f(x,y):O x* =1000
oy
‘On obtient donc un seul point critique : 4(10,10) ‘
2b) On calcule | £(10,10) =300
0° 2000
Ly =220
. . . . . Ox X o f 200
On détermine la matrice Hessienne. Il vient et —5(x,y)=—5—.
o' f oy y
(x,y)=1
0 x0y

21
I1 vient donc Hf(IO,IO):{1 2)

En A(10,10) :. det(H,(10,10))=3>0, et Tr(H (10,10)) =4 >0

Donc‘ f admet un minimum local en A4(10,10) |

3a) La fonction f est continue sur D = [1,400]>< [1,400] . Justifions que cet ensemble est fermé et borné.
Si on prend ||(x,y)||w = max (|x| ,|y|) , il vient pour (x,y)e D, ||(x, y)||w <400, donc D est borné.

De plus, si on prend une suite (x,,y,)déléments de Dqui converge vers (x,y)eR’, alors

1<x, <400 e .
VneN, et en passant les inégalités a la limite, (x,y) € D . Donc D est fermé.
1<y, <400

Sx,y)=m

IPar théoréme des bornées atteintes, Im e R et (x,,y,) € D tels que .
(4:1) 1 {V(x,y)eD,f(x,y)Zm
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. 1000 100
3b) Soit (x,y) eV \U . Alors f(x,y)=xy+ i 1000 . On a plusieurs possibilités.
X y

e Six<lou y<l,alors f(xy)>m w>10()0>300
X y

e Sinon, x>400 ou x>400. Donc f(x,y)=xy>400>300
Dans tous les cas, on a donc bien ‘ V(x,y) eV\U, f(x,y)> 300|

On constate que (x,,y,) =(10,10) e D . Donc m < f(x,,y,) =300.
Donc (x,,y,)eU = ] 1,400 [x] 1,400 [ avec la question précédente. Comme

={(x,») eR’,x=1> 0] n{(x,) e R*,x =400 < 0} n{(x,y) e R*, y—1> 0} " {(x, ) € R*, y— 400 < 0}
est un ouvert (puisque (x,y)— x—1,...,(x,y) = y—400) sont continues), et que m est un minimum local
sur U , alors (x;,y,) est un point critique de f sur U . Donc avec 2a), nécessairement (x,,y,) = (x,,¥,) et
m=300. Enfin, V(x,y)eV\U, f(x,y)>300=m, donc finalement V(x,y) eV, f(x,y)>300=m

‘Donc m est le minimum global de f sur V' ‘

. 1 1000
4) Soit (x,y)eV . Alors f(x,y):xy+ﬂ+—0,
x

Donc  f(x,y)— [2 1000 y +wJ= y+w—2\l1000y:h(x). On fixe yeR)et on étudie cette
y X

'(x)ZO@waQxZ @
x’ y

y - xz >
. 1000 . . 1000
h est donc décroissante sur |0, [—— |, puis croissante sur —,+0| .
y y
Onadonc f(x,y)— [2 1000y+wJ h(x )>h( /1000] 0.
y y

On déduit bien que V(x,y) eV, f(x,y)=2,1000 y + —— 1000 .

fonction de x . Il vient /'(x) =

5) Pour (x,y) eV, f(x, y)>2m+1000 =k(y).

J1000 1000
R

Donc k'(y)Z()@@z%@y“z\/WQyzm.

k admet donc un minirr):um égala k(10)=300 et V(x,y) eV, f(x,y)>300= f(10,10)=m.

‘Don retrouve donc que m est le minimum global de f sur V' |

On étudie k qui est dérivable sur R’ , avec k'(y) =

[—l,l]x R
Exercice 32 (oral CCINP 23, Liam) : soit f: .
(x,y) > x" —V1-x"cosy

On admettra que / est continue et qu’elle est C sur ]-L1[xR.

1) Déterminer or et sur |-1L1[xR.

ox
2)
a) Trouver les points critiques sur |—-1,1[x[0,7].
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3)
4)

5)

Ind :

2a)
2¢)

4)

5)

1))

2)

3)

b) Montrer que V(x,y) e[—l,l]xR,f(x,y)_f(g’”JSXZ i1- a2 _%.

. 3
¢) Montrer que f admet un maximum global en [%, EJ . On pourra poser u =v1— X2

Déterminer la matrice Hessienne en (0,7) . f admet-elle un maximum local en (0,7) ?

f admet-elle un minimum global en (0,0) ?

Soit yg € [0,7[]\{%}. f (1, yp) est-il un extremum local ?

Chercher les points d’annulation du gradient en résolvant un systéme.
Reconnaitre une identité remarquable.
Utiliser les valeurs propres de cette matrice hessienne.

(—cosy)\ll—x2

Séparer les cas y, € }O,%{ et y, € } %,7{. Mettre V1 —x? en facteur.

Majorer

%(x,y) =~1-x? sin y

-

) 1
On calcule pour (x,y) e |-L1[xR : %(x,y)zx[2+ > cosy] e
I-x

a) On cherche les (x, ) € | -1,1[ x[0, 7] tels que %(x,y) = %(x,y) =0.

1
x| 2+ cos =0
Ceci s’écrit ( N (y)] . On résout 2 —
ye {0, 7[}

! =0 l—x2=lc>(l—x2):l (en
NI 2 4
. . . 1 , 3
effet, ces deux quantités sont positives). Puis (1 —Xx ) = 7 & X = 7

5 5

. .. 3
Donc [les points critiques sont les 4(0,0), B(0,7), C(T,ﬂ') et D(—T, )

b) Soit (x,y)e]-1L1[xR . Alors f(x,y)—f(g,ﬂ]zxz —J1-x2 cosy—%—%ﬁxz +1-x2 —%

3 [ 5
On a donc bien f(x,y)—f[%,n}ﬁxz +1-x? 2

2
¢) Si on pose u=+1-x2 , il vient x2 41— x? —%:1—u2+u—%:—(u2—u+%j:—(u—lj <0.

Donc | f(x,y) —f[g,ﬁJ <0 et f admet un maximum global en [%,ﬂ']

0 o Pe &
6—£(x,y):){2+ cosy},donc a—j;(O,ﬂ):Z, %(o,n):o et a—y{(O,y)zcosnz—l.

1-x

Donc H/.(O,ﬁ):{é OJ et Sp(H‘/»(O,II))QR“ Sp(Hf (0,71'))in
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‘ f ne posseéde pas d’extremum local en (0, 7) |

4)  £(0,0)=-1.Pour (x,y)e[~LI]xR, f(x,y)=x*—1-x%cosy>(—cosy)Vl-x7.
(—cosy)\/l—x2 <1, donc f(x,y)z(—cosy)\/l—x2 >-1

‘ f posseéde un minimum global en (0, 0)|

5)  Soit yy E[O,ﬂ']\{%}. f(L,yy)=1.0ncalcule f(x,y)-1 =A1-x% (\/l—x2 +cosyj

Or

Si y, € og[ , alors pour y }og[ L f) - f(1Lyp) <0

Donc si y, € }O,%{ , f ({1, yp) est un maximum local|.

. T
Siy, € —,7{ ,alors cosyy <0 etpour xassez proche de let y assez proche de y,,ona

cosyS%cosyOet Vi-x2 S—%cosyo,donc f(x,y)—l:—\/l—x2 (\ll—xz +cosyj20

Donc si y, € }%,7[[ , f(L,yp) est un minimum local

RxR—->R
Exercice 33 (oral Centrale 24, Matthias,3) : Soit 1 :

1 .
(x,y) = x)° +E(x+y)2 +xy+%
1) Déterminer les points critiques de f .
2) Trouver les extremums locaux et globaux de f .

Ind :

1) Résoudre le systéme. On trouve trois points critiques, avec des coordonnées parfois un peu
compliquées.
2) Utiliser la matrice Hessienne pour déterminer la nature de chaque point critique.

5) festdeclasse C*sur RxR, car elle est polynomiale.

0 0
8L =p ey Lm0 SR
On calcule 5 . On résout 5 {y nry=
9 () =200+ (x+ )+ x Y ryy=0 (ZwrCE)Tr=0
oy dy
0
Lap=o
Donca‘ {—y y@{—y Y .
—f(x,y)=0 2x(1+y)=-y  [2yQ+y)(1+y)=y
oy
Pour y =0, jon obtient un point critique : 4(0,0) ‘
0
a_i:(xd’):o U x=-y" =2y x:y+i
Pour y #0, il vient 5 { = f o9, 3 23
%(x,yho droyrayi=lo | yiHyag =0 Y3yt =0
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On trouve les solutions de y* +3y +% =0:y = % et y, =

3 —3;@} o c(‘/— —3+\/§J.

Ceci donne deux autres points critiques : B(T’

Il y a donc au total trois points critiques.

a 2
Ln-1 .
6) On détermine la matrice Hessienne. Il vient ) et —5(x,y)=2x+1.

o (x,y)=2y+2
0 x0y

. 1 2y+2

Il vient donc | H ,(x,y) =
2y+2 2x+1

1 2
On ¢étudie chaque point critique. En 4(0,0) : H (0,0) = (2 lj . det(Hf (0,0)) =-3<0.

Donc| f ne possede pas d’extremum local en A4(0,0) ‘

Ao A 1 1443 oA
En B \/5, 343 P H ( \/5’ 3 \/§) ( ) . det Hf(j, 3 \/5) <0.
2 2 2 2 ( + ) 3+l 2 2
, , -3 3
Donc | f ne posséde pas d’extremum local en B - .

En C

ﬁ,_“ﬁj:M:H,{£ 3*‘/_ ( 13- 1] Tr(M)=2+3>0
2 2 27 2
De plus, det(M) =3 +1-(v3-1) =3(v3-1)>0.

(\/_ 3+\/_J L vaut f(i —3+\/§]:15—6J§
2 ' 2

2 8

Donc | f poss¢de un minimum local en C

Enfin, f(x,x)=x3+3x2+E — —o.

4 x>0

‘Donc f ne posséde pas de maximum global sur R* ‘

1
Exercice 34 (Oral Mines 24,3) : Soit ne N". Soit /:[0,1] > R continue telle que Vk € [[O,n]],jx"f(x)d x=0
0

. Montrer que / s’annule au moins 7 +1 fois dans [0,1].
Indication donnée : raisonner par 1’absurde et construire une fonction g telle que fg soit positive et d’intégrale
nulle sur [0,1].

Ind : considérer les valeurs d’annulation de f° dans] 0, 1[ et construire une fonction polynomiale g qui change de

signe en méme temps que f , de maniére a ce que gf reste de signe fixe sur [0,1] .
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1
Tout d’abord, on remarque que par linéarité de ’intégrale, il vient VP e R, [X ] ,IP(x) f(x)dx=0.
0
On va considérer un polyndme P qui change de signe en méme temps que f , de maniere a que Pf reste de

signe fixe sur [O, 1]

On suppose par 1’absurde que les valeurs d’annulation de f dans] 0, 1[ sont ¢, <c, <..<c,,avec p<n.
On consideére, pour k& € [[l,p —1]] , X, € ]ck,c,m[ , Xy € ]O,c1 [ et x, € Jcp,l[ .
Par théoréme des valeurs intermédiaires, comme f est continue sur |c,,¢, [, et qu’elle ne s’annule pas sur cet

intervalle, elle est de signe fixe sur ]c,,c,,,[ . Elle change de signe en ¢, lorsque f(x,_,)f(x,)<0.
P

On pose g(x) = f(xp)H(x—ck)“‘ ,avec o, =1si f(x,)f(x,)<0et o, =0si f(x,,)f(x,)>0.
k=1

Pour x>¢,, g(x)f(x)= f(x)f(xp)ﬁ(x—ck)”k >0car f(x)f(x,)>0.

Or get f changent de signe en méme temps (en certains ¢, ), donc gf ne change pas de signe et il vient donc

Vx €[0,1], f(x)g(x) > 0. De plus, g est polynomiale, de degré inférieur ou égala p,avec p<n.
1

Donc on a _[g(x)f(x)dx =0 et comme gf est continue et positive, Vx € [O,l],f(x)g(x) =0 et f estnulle sur
0

[0,1]\{01,...,cp} , donc elle s’annule une infinité de fois, ce qui est absurde.

Donc f s’annule au moins n+1fois dans [0,1] (et méme dans ]0,1[).

. . . . . sin (27zen!)
Exercice 35 (Oral Mines 23, Hugo B,4) : déterminer la nature de la série Z W
n=2 nn
i L. . , . L sin(27zen!) )
Ind : développer e en série entiere et déterminer un équivalent de U, = ﬁ Montrer avec soin que
n(n
A 1
k=n+lk!n—>+ool’l+l
+00 1
On développe en série entiere : e= Y —.
k!
k=0""
n | +00 1 +00 | n |
Alors sin(27en!) = sin[27zz " on Z i] = sin[Zﬂ Z ij car Z TeN.
k! k! k! k!
k=0"" k=n+1"" k=n+1"" k=0""
+00 | +00 | +00 |
Or n!_ 1 N 1 J, avee J, = Z (n+1).: 1 N Z (n+1)!
k:n+1k! n+l n+l1 Pl k! n+2 Plapt k!
+0 1o
+1)! 1 1
Donc 0<J, < Z(n'): Yy —
komy2 KU (n42) SRS k(k=T)
r Z converge donc son reste tend vers 0. Par encadrement, J, — 0.
oo k(k=1) n—>+00
e 1 1 . 2 1
Donc L —+o(—j, donc sin(27zen!) = il +0( )
ki s+ n+1 n+1 n—>+o (n+1) n+l1
sin(2sen! 2
Donc ( ) il

In(n) R0 nin(n) "

41



sin (27zen!)

Or (V,) est de signe fixe, donc Z et z V, ont méme nature.
n>2 ln(n) n=2
. L, . sin(27zen!) .
Or par comparaison somme-intégrale, Z V, diverge, donc Z ———= diverge.
n=2 n>2 ln(n)
1 n+l 1 N N n+l 1
(En effet, pour N>n>2, > I ———dt, donc Z ZZ I —dt
nln(n) ! tn(z) apnn(n) = ! tn(z)
N 1 N+1 1
Donc > dt =In(In(N +1)) — In(In(2
ygnln(n) { Tingpy ¥ = Inin(V +1))~In(in(2))

Exercice 36 (Oral Mines 23, Samuel 4) :

1))
2)
3)

Ind :
1)
2)
3)

1)

2)

3
Soit x >0 . Montrer qu’il existe un unique ¢, >0 tel que sh(x)=x+ %sh (xtx)
Montrer que sh(xt,)>1

Etudier les limites de ¢, lorsque x tend vers 0 ou vers +o.

Chercher le nombre de solutions de I’équation sA (xu) =y, ou y est fixé,

Utiliser la formule de Taylor avec reste intégral.
Déduire une minoration de ¢ _de la question précédente, et utiliser un développement limité en 0.

6 (Sh(x) - x)

x3

On fixe x > 0. On cherche 7, >0 tel que sh(xt,)= . Or shestbijective de Rsur R,

6(sh(x)—x) . . - Uy .

x—3 posséde un unique antécédent u, par sk . On pose alors ¢, = - et on a bien
x3

sh(x) = x+?sh(xtx) .

donc y =

De plus, on étudie a: x> sh(x)—x. Alors Vx e R,a'(x) =ch(x)—12>0, avec Vx e R*,a'(x) >0.
Donc comme a est continue sur R, , aest strictement croissante sur R et comme x > 0, on peut dire

6 (Sh(x) - x) . . oo Uy
que y=——"——7"> 0. Donc sh(u,) > sh(0) et par stricte croissance de sk, il vient {, =—->0
X X

Enfin, par bijectivité de sh, ¢, est bien unique (si on prend une autre solution ¢', on doit avoir

X

sh(xt,)=sh(xt"),donc xt, =xt' et t, =t").

3
Donc [il existe un unique ¢, >0 tel que sh(x) =x+ %sh (xty)

On utilise la formule de Taylor avec reste intégral pour sh (quiest C*sur R)entre Oet x, a

P (x— 1)3
I’ordre n =3 .1l vient donc sh(x)=x +?+J. sh(t)dt .
0

3!
(x—1)° (x-1)° _ R .
Or pour ¢ €[0,x], 3 sh(t)>0 et t > T sh(t) est continue sur [0,x], sans étre la fonction
X 3 3
—t
nulle. Donc j%sh(l)dt >0 et sh(x)> x+%.
o 3

3 3
Dés lors, x+%sh(xtx) > x+% donc m
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3)

On sait que sh réalise une bijection de R sur R. On note a Ri I’unique réel tel que sh(a)=1.

a
Alors sh(xt,)>sh(a),donc xt, >a et t, >—,donc|t, —> +oo
X x—0

6(sh _ Xt Xt X =X
m donc ln{%J:ln(6)—3ln(x)+ln(%—xj.

On met le terme dominant en facteur :

_2xt, _2x
1{6% leT]:ln(6)—3ln(x)+ln{ex[l e2 —xe_xj].

Donc xt, = x+o(x),donct, = 1+o(l) et|t, — 1
X—>+00 X—>+00

Il vient par ailleurs sk (xtx) =
x

Exercices en plus :

Exercice 37 (oral CCINP 23, Simon,3) :

Soient a,b € R, tels que 4 +1 < 5 . Soit une suite (U, ) telle que Vn €N,

1)
2)

3)

4)

5)

Ind :

1)
2)

3)

4)
5)

1)

Uy n+a
n+b’

n

o n+a
Trouver un équivalenten 4 o de In .
n+b

Yo (U
a) Prouverque lim ) In (”_*1] =——»

N~>+oon=0 n

b) En déduire que U, - 0-

n—»+o

Onpose ¢ = b - a et V,, =n°U,,. Trouver un équivalent de In (@j puis montrer que " In (V’”lj
V”l Vn

converge.

A
Montrer 34 >0,U,, ~ —. En déduire la nature de ZUn i
n—+o0 na

+Z°:° b-1
Montrer que U, =

n=0 b~
n(Un+1 _Un)+bUn+1 _aUn .

U, - On pourra commencer par calculer la N -¢me somme partielle de
1

Utiliser un développement limité.
a) Montrer que la série diverge, puis que la suite des sommes partielles est décroissante.
b) Utiliser la question précédente et une somme télescopique.

+ b
Utiliser les développements limités et In [ " aj =In (n(l + ﬁ)) —In (n(l + —)j )
n+b n n

Calculer les sommes partielles de la série précédente et simplifier.
Montrer que la somme suggérée est nulle d’une part, et la calculer d’une autre maniére en séparant les
différentes termes.

m(’““j - ln(n(l+£))—ln[n(l+é)j - m(lﬂj—m(nﬁj
n+b n n n n
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n+a a-b (1 n+a a-b
Donc In = +0|—|.Comme 4 < »,0na ¢ =5 donc|ln ~ A
n

n+b)n>+0 n n+b )n>+0 n

n+a a-b a—
2) a)ln ~ ——, donc comme
n

n+b )n—+oo

b
j est de signe fixe et z diverge, ZIH(H hi Zj
+

n>1 n>1

n
diverge. Si onnote S, = z m(/]‘;*‘ Zj ,alorscomme 4 < a+1<5b, (S,) estdécroissante (car
+
k=0

k+a
In <0 pour f ¢ N ). Comme elle ne converge pas, S, — —oo.
k+b n—>+o0
Jo (U
Donc| lim > In| =L |= lim Sy =-o
N+ 1= U, N—>+o
N-1 N-1
2b) Or Zl ( ] Z Uni1) n(Uﬂ)):ln(UN)—ln(UO) donc In(Uy) — —oo etdonc
N —+o0
n=0
U, —exp(ln(U ) —> 0

3) | Lust :aln(l+lj+ln(n+aj:aln[l+l]+ln[n(1+£)j—ln(n(1+£))-
V, n n+b n n n
Donc 1n(@j=(b_a)ln(nl]nn(l+i)—1n(1+éj.
V, n n n
Or In(u) = u—luz-!—o(uz),donc
u—0 2
V. 11 1 a a 1 b b 1
IH[V_HIJ_(b_a)(;_ZnZ+0(n_2]j+(n 2n2+0(n_2n_(n 2n? (n_zj]

Donc 1n(hJ R bz))w(%] _ la-b)l-a-b)
v, ne ) noe 2n

n—+o 2n

(On saitque a+1<b,donc a#bet a+b>2a+1 donccomme aeR, , a+b-1>0).

(a=b)Y(1—a->b)

2n?

v,
j est de signe fixe, Zln[ ;“J convergel.

Donc par critére d’équivalence, comme (
n

n—1 n—1
4) Z ( ] ( M ln(Vk)) . C’est une somme télescopique

k=1 k=1

k=1 k=1

Donc Zh{VV j In(V,)—In(¥,) etavec3), In(V,) = Zh{ ” ]+1n(V) - beR

Donc [n°U, — A=¢" >0 etonabien U, ~ o

n—r+0o n—+0 p

Comme a+1<b,ilvient « =b—a >1, donc ZUn convergel.

N N
5) On calcule comme suggéré D (n(U,yy —U, )+bU,y —aU,) = D ((n+b)U,y; —(n+a)U, ) =
n=0 n=0

44



N +00
Onnote Ty = Z U, etT= z U,, On calcule d’une autre maniére :

n=0 n=0
N N+l N+1
> (7(Ups1 —U, ) +bU,, —aU, ) = Z(n HU, an +b>.U, —azU,,
n=0 n=1
N N
Donc Z(n(Un+1—Un)+bUnH—aUn)=NUN+1—ZUn+b(UN+1+ZUn)—aZUn
n=0 n=1 n=1 n=0
N
Donc Y (n(Upy U, )+bU,y —aU, )= NUy,y =Ty +Ug +b(Uy,; + Ty —Ug) —aly
n=0
A
OrUy ~ ——avec a>1donc NUy,; — 0.
N—+o N¥ N—+w0
+00 b—1
En passant a la limite : 0 =-T+Uy +bT —bU; —aT . Donc|T = ZUn =% 1UO
n=0 —a-

Exercice 38 (Oral Mines 23,24, Chloé,5) : soient deux réelsa,btels que a <b.Soient deux fonctions

frg:[a,b] > R

1) Montrer que ! admet un minimum 7 et un maximum M sur [a,b].

Tt o] vem? [ ’
2) Montrer que {J.f J{jg ]SW[Ifg]

Ind :
2) Considérer (M g(x)—f(x))(f(x) —mg(x)) pour x € [a,b] , puis intégrer.

1) 1 est continue sur le segment [a,b] , donc par théoréme des bornes atteintes, elle posséde un minimum
4

m et un maximum M sur [a,b].
2) On a donc pour tout x €[a,b] : 0<m< fg ; <M . Donc (M g(x)— f(x))(f(x)-mg(x))=0. Donc
g(x
en développant : (M +m ) g(x)f(x) = f*(x)+Mmg*(x) .
Donc en intégrant : (M +m ) j 2(x) f(x)dx > j F2(x)dx+ Mm j 2> (x)dx=0.
Donc en mettant au carre M +m Ufgj > Ufz +Mmjg2J .

a

Orsi u,veR,(u+v)’ >4uv (car (u—v)*=0).

Donc (M+m)2[jfgj2 24Mmjf2j'g2.0nabien [jzfz][?ng (M+m) [IfJ

. . . " sin((2n+1))
Exercice 39 (Oral Mines 23, Mailys,5) : Convergence et calcul de Z(—l) 1, ,avec I, = J- —zdt
l+cos“t
0

Ind : je n’ai trouvé qu’une manicre difficile et astucieuse de faire cet exercice, mais peut-étre existe-t-il une autre

N N
possibilité. Etudier Sy = Z (—l)klk en calculant Z (—l)k sin((2k + l)t) .
k=0 k=0
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/2

sin((2n+1)t
Justifier que 1, =2 J' M
o l+cos“t

dt . Utiliser le lemme de Riemann-Lebesgue vu en début d’année et calculer

/2
sin((2N +1u
Ky = J- Mdupour NeN.
sinu
0
Tsin((2n+1)t . N
On sait que /,, =J.((—2))dt .On fixe N e N eton étudie Sy = Z(—l)klk .
o l+cos™¢ k=0

e N
Il vient Sy = J-;z(z (—l)k sin((2k+l)t)}1't .

o lt+cos™ 1\ ;2o

N N N
On calcule pour 1 €[0,7] : D ¥ sin((2k +1)t) = Im(eit > ¥ eziktj = Im(eit > (- ezit)kJ
k=0

k=0 k=0

. N . . ¢ J2it\N+l1 it .
Pour tiz, eltz(_ezn‘)k :elt 1 ( e 2) - e (1+(_1)Nel(2N+2)t)'
2 1+ " (2cost)
N )N sin((2N +2)t
Done 3 (<1 sin((2k + 1) = 2 sin((2N+2)).
k=0

2cost

Lavaleur ¢ = % pose probléme.

T sin((2n+ 1) 72 sin((2n+1u
En posant u =7 —t, on remarque que J.((—2))dt= J' (¢ 2) )du

2y 1HcosTe o l+cos“u
zl2 _: /2 N : 7l2 _:
sin((2n +1)¢ 1 —1)" sin((2N +2)¢ sin((2N +2)t
Done 7, =2 | ((—2))dz etSy =2 | 5 (D)7 sin(( ") dt=-n" | ((—Z))dt
o l+cos™t o 1+cos” ¢ 2cost o cost(l+cos” 1)

La fonction sous ’intégrale est prolongeable par continuité en /2 donc cette intégrable impropre est
convergente et on a bien 1’égalité.

P ‘ 2 sin (2N +2)u )
On pose alors u = ——¢ pour se ramener a un probleme en 0 : Sy = —2du
2 p sinu(l+sin”u)
/2 : /2 .
sin((2N +2)u
Donc Sy = J. Mu’u— J. sin((2N+2)u)Lu2du.
sinu 0 (1+sin“ u)
On utilise le lemme de Riemann-Lebesgue qui se prouve a 1’aide d’une intégration parties (vu en TD) :
b
Si gest C'sur [a,b], alors J.g(t)sin((ZN+2)t)dt - 0.
g N—+o0
2 sinu
Doncici [ sin((2N+ Du)————du > 0
0 (1+sin“u) N+
/2 . /2 . /2 . .
sin((2N +2)u sin((2N +1u sin((2N +2)u)—sin((2N +1u
Alors J.Mdu= J. ((4 ) )du+ J (( ) ) (( ) )du.
sinu sinu

inu
s 0 0

N—

—dj (c+d
cos
2

Pour ¢,d € R, sin(c)—sin(d) = Im(e’ —¢'?) = Im(ei(c’“l)/2 (2isin(c;d D = 2sin(c
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/2 - . /2

2N +2)u)— 2N +1 2N+3/2

Donc _[ o (( )u). s1n(( )u) du=2 f Mdu — 0, avec la méme preuve que
0 sinu

u
0 cos 2 N>+

pour le lemme de Riemann-Lesbesgue.

w2
sin((2N +1u
Sionnote Ky = I Mdu , alors
sinu
0
72 sin((2N +3)u) —sin (2N + 1) 72 x
Ky -Ky= | , du=2 [ cos((2N+2u)du=0,done Ky =Ky==
0 sinu 0 2

Donc S,y = Ky+o(l) — Z Donc Z( )" I,, converge et Z( n"I,
N

—>+0 N—+o0 71=0

Exercice 40 (oral ESPCI 24, Angel,5) : soit f(z) = z !

- i’
=y’ (1 —z+—
P
1) Montrer que f est développable en série entiere, avec un rayon de convergence égal a 1.

2) Montrer que f est définie sur tout le disque unité fermé.

3) Montrer que f n’est pas continue sur le disque unité fermé.

Ind :

k
1 & z

1 (n* +in )Z(H')k

n

1) Montrer d’abord que f(z)= z : on aimerait ensuite échanger les deux

sommes. On peut utiliser le théoréme de Fubini sur les familles sommables (hors programme dans ce

. . . S a1 1 s 1
contexte non probabiliste), ou bien prouver que lim Z z* — =0al’aide d’une
N>+

k+1
k=0 a=Nu1 P (1+in73)

majoration du module.
2) Séparer deux cas suivant que z =1ou pas.

3) Poser z, = fl —% + i% et minorer la partie réelle de f(z,) enisolantle termeen n= N .

1) On prend |Z| <1.

+00 1 +00 1 +00 k

Ilvientf(z)zz :Z z z — . Si on note u:;.,ona
n=1 n=1 (n5 + an) k=0 1 l (1 +L]
n5[1+i) 1-—2 3 "
3 -
" 1+
n
RN R Zk ) N | 4o 1 Zk
bien |u|<l car l+— >1.Donc f(z)= Z 2—5 = |= lim 2 Z—S—M .
=l | k=0 ( +in’) Nl T o i (l+in73)
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2)

3)

k +0
1 , . .
Zz z—— (c’est une somme finie de séries

On s’intéresse a 2 z—

k+1 k+1

el | k=0 1 (1+m )+ =0 (1+in’3)+

. ) 1 1 ) i
convergentes). Si on pose, pour k e N fixé: b, , =— — »alors n°b,, — 0, donc la série

n (1+l~n—3 n—>+0
+o
RN 1

an,k converge absolument et on pose |@, = z_sﬁ .
21 =1 1 (1+in’ )

11 vient alors Z Z—— zz _ Zw: 1 1

k+1 5 k+1
et | k=0 1 (1+m ) Farnty [ (1+in’3)

1
T S Z P =(C, donc comme |z| <1, Zakz converge et on peut séparer

n=1 1 k=0

+ o0 1 1
De plus, |a,| < Z;n_5|1+ :
n= in”

la somme en deux.

Donc f(z)= Zakz - hm Zz z —

k+1
et (1+m )+

Or | Y < 2 —5=Cy.done 372" 3 ————7I<C, 3 ||
n=N+11 (l+m 3) n=N+11 k=0  n=N+1T71 (l+ln 3) k=0
40 =1 1 +0
Donc par encadrement, lim Y 7 |=0 et f@)=Y az
N2l 00 wSn (1+1 ) =

Donc f est développable en série entiere, avec un rayon de convergence supérieur ou égal a 1.

Deplus,siz:l+kl—3,avec keN',alors f(z)=) !

=l s (l—z+%j
n
= ,}1+Lﬁ , donc en passant a la limite, R<1.
k

‘ £ est développable en série entiere, avec un rayon de convergence égal a 1‘.

n’est pas défini.

1+~

Donc R < B

On peut aussi utiliser le théoréme de Fubini sur les familles sommables, mais ¢’est normalement hors
programme puisqu’on n’est pas dans un contexte probabilisté. ...

Si |z| <1,onpose U,(z) :;.'
n’ (l—z+%j
n
Siz=1,ilvient U, (z) =-— et ZU (z) converge.

nzl

Si z=#1, n’U, (z) >, 0, donc ZU (z) converge aussi.

n=l

Donc ‘ [ est définie sur tout le disque unité fermé‘.

. / 11
Pour N e N, on pose z, = 1_F“F'OHE‘|ZN|:1~
Alors f(ZN)ZZ !

o)
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, 1
+0 1- l_ﬁ

Donc Re(f(z,))=. 5
=y ( [ J (1 1)2
n 1- 1_76 + 3 T3

N n N

11 s’agit d’une somme de nombres positifs, supérieure ou égale au terme obtenu pour n=N :

Re(f(zN))Z;.
Ns(l— 1—16J
N

1 1

N:ﬂnF
NS(I— /1—}\#}

En particulier, la suite (z, ) converge vers 1 lorsque N tend vers +oo, mais f(z, ) ne tend pas vers

6
Or (NTJ , donc par encadrement, Re(f(zN))N—> +00.

f(1). Avec la caractérisation séquentielle, | f n’est pas continue en 1 donc sur le disque unité fermé‘.

Exercice 41 (oral X 24, Andréa,5) : soient deux suites (a,), (b,) telles que VneN,b, >0 et (b,) diverge.

n

On suppose que (Z—j converge vers s € R .

n

n n A
Pour n e N, onnote 4, = Zak et B, = Zbk Montrer que {B" ] converge vers s .

k=0 k=0 n

s e . . A —sB
Ind : revenir a la définition de limite. Majorer |- —s|=|—2 2

en coupant la somme en deux. Montrer que

n n

B, — +oo etconclure avec la double détente.

n—+o0

Pour neN,ilvient B, - B, =b
b,=B,—B _, - 0,cequin’estpaslecas. Donc B, — +o0.

n—1
n— n—>+o

>0, donc (B,) est croissante. Si elle convergeait, on aurait

n+l

On utilise la définition de limite : soit £ >0. Soit N e N tel que Vn > N, L_sl<e.
Donc pour n> N, |an —sbn| <¢b,.
On s’intéresse a W, = |- —s|= A 5B,
n BVI
N n
Il vient alors pour n> N : A —sB, = Z(ak —sb, )+ Z (a, —sb,)
k=0 k=N+1
N n N n
Donc |4, —sB,| <D (a, —sb, )|+ D |a, —sb,| <D (a, —sb, )|+& Y. b, .
k=0 k=N+1 k=0 k=N+1
N
Or VneN,b, >0, donc |4, —sB,|<|> (a, —sb, )|+ B, .
k=0
> (a-3h,)
a, —sb,
Ainsi, W, = 4, ~ B, < =0 +e&.
| 8 | B
N

N (a,—sb,)
C’est la double détente : | Y (a, —sb, )| est une constante et B, — +o0, donc *= 2 - 0.

=0 n—+0w " n—>+00
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N
Z(ak —sbk)
Donc il existe N'e N tel que Vn > N',"ZOT <¢&.Donc Vn>max(N,N"),

n

A
—~—5|<L2¢.
B

n

n

On retrouve la définition de limite et [;

n

] converge vers §|.

a
Exercice 42 (oral ENS 24, Andréa,4) : On considére une suite (a,) définie par { 0 s
a

Que dire de la série z

neN

?

an+1 _an

1/3 . . o1 ey I . .
Ind : poser f(x)= (8— x2) et étudier cette fonction sur [O, 2] . Utiliser I’inégalité des accroissements finis.

. X , 1/3 B , .
11 s’agit d’une suite récurrente. On note pour x e R, : f(x)= (8 - xz) . Par composée, f est décroissante sur

R,.Ona VneN,a,, = f(a,).Deplus, /(0)=8"=2,donc a,=2,et f(2)=4">0.

n+l

Donc f([O,Z]) c [f(Z), f(O)] c [0,2] et par récurrence, Vne N,a, € [0,2] .

De plus, pour x>0, f‘(x):-zx(g_ﬁ)’“:_zx 1 _
3 3 (/W)
4 1 41 92
Donc pour x e [0,2{, [f'(x)| <= ,donc [f'(x)|<—<==k.
pour x€10.2], | 0|30 s done | 0] s 553

On utilise I’inégalité des accroissements finis.
Comme f est continue sur [0,2] , dérivable sur ] 0,2[ , a valeurs réelles, il vient

Vx,y €[0,2].][ /()= f ()| < klx—].
En particulier, comme Vn e N,a, € [0,2] ,il vient Vn e N’,

Donc VneN’, <k

f(a)~f(a,)|<k

an - an—l :

an+1 - an an - an—l
Par récurrence, il vient Ve N',0 < |an+1 —an| <K |a1 —a0| .

Comme 0 <k <1 (I’application f est contractante sur] 0,2] ), Zk" aussi .

a, —a0| converge, donc z a,, —a,

La série 2

neN

a,.,— an| est convergente|.

Exercice 43 (oral ENS 24, Matthias,5) : Soit (P,) une suite de polyndmes a coefficients réels, telle que
lim sup (Pn(x) - e*) =0. Montrer que lim deg(P,) =+

n—>+w0 xe[-11]

Ind : on peut procéder par I’absurde et montrer qu’il existe une suite (Q,) extraite de (P,) qui est de degré

d
borné. Siona Q,(x) = Zan’kxk , prendre (4,),.,., deux a deux distincts et étudier les limites des Q, (4,) pour
k=0

montrer avec Vandermonde que Vk e |I0,d ]],an P a,.
7 n—o+w

Comme lim sup (Pn(x) - e*) =0, on peut dire que (P,) converge uniformément sur [—1,1] vers la fonction

n—+oo xe[fl,l]
xHe.
On procede par I’absurde et on suppose qu’on n’a pas lim deg(P,) =+ .

Alors il existe d € Ntel que VN € N,3n > N,deg(P,)<d . Soit un tel d
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Pour N =0, onprend n, 2 N,deg(F, )< d etonpose O, = F, . On pose n, = ¢(0)
Puis pour N =n,+1, onprend n, 2 N,deg(F, )<d etonpose O, =F, et n, =¢(1) > ¢(0) .

m

On construit ainsi par récurrence une suite (Q,) = (F,,)) de polyndmes qui vérifie Vn € N,deg(Q,)<d . Elle est

()
extraite de (P,) donc converge aussi vers x > e* dans ’espace vectoriel normé des fonctions C” sur [—1,1] ,a

valeurs réelles, muni de | | .

d
On écrit ensuite pour x € [-L1] : 0,(x) =) a, x" .
k=0

d
Comme la convergence uniforme entraine la convergence simple, il vient Vx e [—1,1], 0,(x)= Z a, x* - e
k=0

n—>+x

n—>+00

d
Onprend —1< 4, <4, <...< 4, <1.Onaalors pour tout je[0,d] : Ya,,(4, )k N
k=0

A
1 4, /1: a,, e’
r . .. . Al ﬂ’ld anl ell
On écrit cela matriciellement : si 4 = , X,=| . |etB=
, :
1 ﬂ'd Z’d a”,d e/id

Onadonc 4AX, — B (convergence coordonnée par coordonnée).

n—+0n

Or comme les A, sont deux a deux distincts, on peut dire avec Vandermonde que A est inversible.
Or X — A7'X est linéaire en dimension finie, donc continue.
Donc A™'(4X,) - A"'B, donc la suite (X,) converge dans M, (R).

n—+wo >

Avec la convergence coordonnée par coordonnée, il vient Vk €[0,d],a,, — a, .
T n—>+w

d d
Dés lors, pour x € [—1,1] , 0,(x) = Zan X Zakxk .Maisonaaussi Q,(x) — e*, donc par unicité de la
=0 ’ n—to0 470 n—>+wo

d +00 1
limite, Vx € [-11],Y a,x" = zzxk . C’est absurde par unicité du développement en série entiére (on n’a pas
k=0 k=0 " -

1
(d+1)!

=0. ‘Donc on a bien lim deg(P,) =+ ‘

Exercice 44 (oral ESPCI 24, Raphaél,5) : soient f,g:[0,1]— R, deux fonctions continues telles que

jf(t)g(t) dt = 0. Montrer que Ufz (t)dt]{j'gz(t)dtj > 4([}f(t)dt}[jg(t)dlj}

On pourra commencer par prouver le résultat pour des fonctions constantes par morceaux.

Ind : prendre une subdivision réguli¢re de [O, 1] et écrire le résultat attendu pour des fonctions constantes par

morceaux. Traduire le résultat a ’aide de de produits scalaires et de normes de vecteurs de R" en utilisant
1

E=|:|eR". Décomposer les vecteurs a I’aide de Vect(E)® (Vect(E ))L =R" et montrer le rasultat attendu
1

avec Cauchy-Schwarz et des normes de vecteurs.
Généraliser le résultat aux fonctions continues de R" a I’aide des sommes de Riemann

. i . k
On considére une subdivision réguliere (c,,...c,)de [0,1] donnée par ¢, =— pour k €[0,n].
n

On définit les fonctions f et g, par Vx e [ck,ck“[ , f[,(x)=4, et g (x)=p, pour ke [[O,n —1]] , avec

1 — 1 _ 1 —
1 n-1 1 n—1 1 n—1

£,()=4, et g,()=p,. Alors [ f,()dt==3" 2, [g,(0dt == u et [ £,(0)g, O3t == A p,
0 M k=0 0 k=0 0 n k=0
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2
n—=1 n-1 n-1 n-1 n-1
On suppose donc Z/lkyk =0 et on veut prouver que [lz,u,f](lz},kz] > 4{(1 Z’?’k j(lz;zk D , ce qui
n =

k=0 k=0 N k=0 N k=0 N k=0
n—1 n—1 n—1 n—1 2
équivaut a ”Z[Zﬂsz[zlﬁjzé{( ﬂkj(zﬂk D .
k=0 k=0 k=0 k=0
A Hy 1
Onposealors U=| : |eR" ,V=| : |eR"et E=|:|eR".
/Infl ll'lnfl 1

On veut montrer que n” |U| || = 4(U,E)* (V,E)" lorsque (U,V')=0.

On sait que Vect(E)® (Vect(E))" =

On décompose U =aE+U' et V=BE+V',ou a,feR, (UE)y=(V',E)=0.

Onaalors [Uf = [E +[UT =an+ |01 [P = o+l (U.E) =an, (V.5)= pn.
Enoutre (U,V)=0< afn+(UV')=0

On veut done montrer que n* (@’ n+[U"[")(8n+[V ) = 42’ B°n* torsque (U'¥") =~apn.
Ceci équivauta (an+|U " )(f2n+ |V )= 4o 7.

Or avec Cauchy-Schwarz, (U'V")" =(apn) <|U V| -

De plus, (an[y |+ #nlU )= enab + pynU | ~20pn (U V) 2 200 .

On a donc bien (@’n+ U )( B+ [V ') 2 4a’ B°n* et le résultat est vrai pour f et g constantes par
morceaux définies auparavant.

On utilise ensuite les sommes de Riemann pour approcher f et g continues sur [0,1] a1’aide de fonctions

1
constantes par morceaux. On suppose If tg)dt=0.
0

Onprend n>2 eton pose 4, =f"(ck)=f(£j et 4, =gn(ck)=g(£j pour ke[[O,n—2]].
n n

n=2 L n=l
Onposeaussi 4, =1et u,_, = —z A, 1, (ainsi, on a bien .[f" g, t)dt = lZlkyk =0).
k=0 0 N k=0
. . 1 n—1 ) 1 n—1 ) 1 n—1 1 n—1 2
Donc avec ce qui précéde, —z,uk —Zﬂk >4 —Zﬂk =D u ).
= n k=0
) =3 14 e n—1) 1 .
Or —Z/l Zf —= —Z +—.Or f est continue sur le segment [0,1] , donc
nt n

n -0 n
bornée et ainsi —Zl,f - sz (t)dt .

n-2 n-1 _
De méme, —Z,uk_lzg (kj u"lzizgz[ j 2("_1J+h.
0
1

n -0 n -0 n n n

r et ng( j (nn ljnjw.[f(t)g(t)dt 0, donc —Z,uk - jg (®)dt .

0

De méme, —2/1,( - If(t)dt et —z,uk - jg(t)dt.
nis n—>+w 0 nis n—>+w 0

On conclut en passant ’inégalité (1) a la limite {J.f2 (t)dtJUg2 (t)dt} > 4[{I‘f(t)dtJ(.[g(t)dtD

0
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Exercice 45 (oral ENS Lyon 24, Raphaél,5) : soit f une fonction C>de R dans R, bornée.
1) Montrer que lim (m%xlf(x)|e”x2 ) =|£(0).
t—>+0 X€E

2) On suppose en plus f(0)=0 et f'(0)= 0. Donner un équivalent de m%x| f (x)| e lorsque ¢ tend

VEers +oo.

Ind :

R—->R
1) Montrer tout d’abord que g, : .
X | f (x)| e’
définition de limite et le théoréme des bornes atteintes. Utiliser ensuite la définition de la continuité de
f en 0 et obtenir le résultat avec la définition de limite.

. posséde bien un maximum M, sur Ren exploitant la

X

2) Etudions sur R, la fonction %, :x - xe™ et déterminer son maximum N, . Exprimer g, al’aide de f,

. M
et procéder de maniéere analogue au 1), en encadrant T pour ¢ assez grand.

t

R—->R

1) Soit CeRtel que VxeR,|f(x)|<C.Pour 21, on considére g, : e
xl—>|f(x)|e ’

On justifie que g, posséde un maximum sur R.
Si f est constante nulle, c’est bien le cas.
Sinon, soit ¢ € Rtel que f(c) = 0. Soit u = g,(c) =]/ (c)| e >0.

Comme g, (x)= |f()c)|e”xZ - 0et g(x)= |f()c)|e”"2 — 0, on peut trouver 4 >0 tel que

Vx g[-4,4],g,(x) < % En particulier, ¢ €[-4, 4]. Sur le segment [-4, 4], g, est continue, donc

possede par théoréme des bornes atteintes un maximum M, >u =g, (c).

Onaalors Vx e R, g,(x) <M, et g, posséde un maximum égal a M, sur R.

On prouve maintenant que [lirEO (M t) = | f (0)| ,avec M, = I}’Cli{x| f (x)| e

Soit £ >0. Comme f est continue en 0, |f(x)|;>0|f(0)| .

Donc soit a > 0 tel que Vx € [-a,a],|f(x)| <|f(0)|+& . Donc pour x €[-a,a] : |g,(x)|<|/(0)]+¢ .
Pour |x|>a, |f(x)|e™ <Ce™ .Or Ce'™ = 0. Soit donc 7, > I tel que V7> ty,Ce™ ™ <|f(0)]+¢.
Pour ¢ >1,, onadonc VxeR,|g,(x)| <|/(0)|+¢, donc g,(0) <M, <|f(0)|+¢

Onadonc Vi >1,,|f(0)| <M, <|f(0)|+&.

C’est la définition de limite et lim (m:}gx| f (x)|e’”2 ) =|£(0)[|
=40 XE.

2) Onsuppose f(0)=0 et f'(0)=0.Alors g,(0)=0etpour x#0, g,(x)= ‘&‘M e
x

Etudions sur R, la fonction 4, : x — xe'* . Elle est dérivable sur R, et 2,'(x) = (1 —2tx’ )e’”Z .

Elle est croissante puis décroissante et posséde donc un maximum atteint pour 2fx° =1< x =

-
>

1

. . 1
Le maximum de 4 sur R, est atteint en x = —=et vaut N, =

1
NP) "oV

=
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1 1
f=) J=)
N2 1 N 2t
7)_ TEﬁ,donc N2teM, > 1
V2t V2t

On a d’une part M, = max g.(x)= g ().

On fixe de nouveau ¢ >0.

Il vient par définition

RACOI P |£'(0)|+& . Alors Vx € [-a,a].|g, (0| <(|/(0)]+&)N, .
X

M‘ —>O|f '(O)| . On peut donc considérer « > 0 tel que
x X!

Vxe[-a,a],

5 X . .
Pour |x|2 a, |f(x)] e <Ce'™ , donc 0< Lg;vﬂ < C\2te e Or par croissance comparée,

t

J2tee™ - 0. Soit donc t, > 1tel que Vi > tO,Ce””’z \2te < |f ’(O)| +e&.

t—>+0

1

NeT

Pour >¢,,onadonc Vxe R,|gt (x)| < (|f ’(O)| +5)Nt ,donc M, < (|f'(0)| +g)

1
S =)
On a donc avec (1) : VtZtO,(|f’(O)|+g)2\/2_teMt > \I/Z .
N

On utilise la double détente.

1 1
5 5
1 1

V2

Par composée de limites,

vV

- |f‘(0)| , donc il existe 7, >1tel que V¢ >1,,
>+

|f'0)-¢.

V2t
Pour 7> max({,,1,), il vient V¢ > ,,(|£(0)]+&) > ~2teM, > (|£(0)]-¢)
On reconnait la définition de limite et v/2teM . | f '(0)| .
G
t—>+0 ' 2te

1/n
n
Exercice 46 (Oral ENS 23, Ali,S) : soit U, = [HkkJ .
k=1

Donc M, = max| f(x)| et
xeR

1) Déterminer un développement asymptotique & deux termes de In(U,, ).

2) Déterminer un équivalent de U, lorsque n tend vers I’infini.

Ind :
1) Utiliser une comparaison avec une intégrale.

n
2) Si§, = Z kIn(k) = a,+b,+o0(b,),alors poser W, =S, —a, +b, etfaire un développement de
k=1 n—>+w

W, —W,_, alordre o(l).Puis montrer que si ¥, = o(1), alors ZYk = o(n) et conclure.
n 00 r=2 n—>+00

>+

n n
1) Oncalcule pour neN" : In(U,) = l[Z:kln(k)]. Onpose S, = Zkln(k) etpour r>1 :
M\ k=1 k=1
f(@)=tIn(?).
On effectue une comparaison somme-intégrale. f est croissante sur [1,+oo [ .

k+1 n—

Pour k=1, f(k)< | f(t)dt,donc S, = f(n)+i flo< nln(n)+i f@ydt .

k=1
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2)

De plus, S, Z fk)= Z j F(t)de = j F(o)dt .

On a donc j f(0)dt < S, <nln(n)+ j F(0)dt.

n 2 2
On calcule avec une intégration par parties : J. f(dt = —n ? In(n) - %I dt = —n % In(n) - nT + "
t
1 1
1 1 n’ 1 1
Donc b <8, _En ? In(n) + b < nln(n) +Z donc par encadrement, ) S, ——n ? In(n) + — | >0

n—>+0

2

I n 2 1
Donc S, L ln(n)—T+o(n ) et|In(U,) = Enln(n)——+o(n

n—>+0

Pour pouvoir ensuite prendre I’exponentielle et aboutir & un équivalent de U, , on a besoin d’un

développement asymptotique du In(U,, ) a I'ordre o(1), donc d’un développement de S, a I’ordre o(n)

2

1 n
Onpose W, =S, ——n’In(n)+—.
P kA (n) )
On cherche un équivalentde W, —W, | = nln(n)—%n2 ln(n)+%(n—1)2 ln(n—l)+%(n2 —(n—l)z)
On calcule (n—1)*In(n—1) = (n2 —2n+ l)[ln(n) +1n (1 —lj) .
n
) ) 1 1 1
Donc (n=1)"In(n—1) = (n* =2n+1)| In(n)——-—+o| — ||.
n—>+0 n 2n n
Donc l(n—l)2 In(n-1) = ln2 ln(n)—nln(n)+lln(n)—ln+i+o(1)
2 ni ) 2 2 4
Donc W, -W, _, = lln(n)+l+o(1).
n—+w0 ) 2
On pose alors pour n>2 : Y, =W, — ——ln(n)—— Alors Y = o(l)

On admet provisoirement que dans ce cas, Z Y, = o(n).
k=2 n—>+0

On calcule ZY W, — W—E——ZI (k).

k=2

n
On fait de nouveau une comparaison avec une intégrale pour estimer ZIn(k) :
k=2

J.ln(t)dt < Z In(k) < In(n) + J.ln(t)dt , oll j In(t)dt = nln(n)—n+1.
Donc Zln(k) nln(n) n+o(n) . Donc comme W, =W, + 2 5 += Zln(k) + Z , on déduit que

k=2 k 2 k=2
W = lnln(n)+0(n) Or W =S5 —ln2 1n(n)+n— donc §, = lnzln(n)—£+lnln(n)+o(n)
" s 2 ’ " " 2 4 ’ " n—+o ) 4 2 ’

Donc In(U,,) = l(sn )= %nln(n) —%+%1n(n) +o(l).
n

Donc U, = exp(%nln(n)—%+%ln(n)}exp(o(l)) et

1 n 1 1 n
U, e exp (En In(n) - 2 + Eln(n)j = \/;exp (En In(n)— Zj

Il reste a justifier que si ¥, = o(1), alors ZY,{ = o(n).
n—+w ) n—>+w0
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On fixe £ > 0. Alors soit N e N, Vn2N|Y|S5.

11 vient ZY S Z|Y| donc— <—Z +— z £.
k=2 = k=N+l1 N k=N+1
N N

Donc — ZY <— Z + & . On utilise la « double détente » : comme — Z — 0, alors il existe

n k=2 k=2 k= n—>+0

Y 1
N,eN,VnzN. Z < ¢.Donc pour n > max(N,,N,), il vient — <2¢.
=2

On a donc —ZY — 0 et onabien ZY = o(n), ce qui achéve la preuve.

nis n—>+o0

Exercice 47 (Oral X 23, Ali,5) : déterminer lim \/ 1+ 2\/1 +3\/1 +o+(m—DNl+n

n—+0

Pour m €[2,n], on pourra poser a,, , = \/l + m\/1+ (m+ 1)\/1 +...+(n—=D/1+n et considérer, pour n fixé,
w, =y, —-(m+1).

Ind : exprimer W,,,; a I’aide de W, , puis €tablir une relation entre W, et W, faisant intervenir les a,, , et m

avec 2<m <n-1. Faire le lien avec U, et conclure a I’aide d’une minoration de a,, ,

On note U, =\/1+2\/l+3\/l+...+(n—1)\/l+n —ay,,

On remarque tout d’abord que a,in =1l+ma donc a

m+l,n> m+l,n =

Done Wy,11 = a1 —(m+2) = =
m m

al,~1-m>=2m a2, —(m+1) . [am’n+(m+1)J
—w, .
m

=g 4 (m+1)
Donc en itérant le procédé, par récurrence, W, =W, H [m’n— .
m

m=2

OrW,=a,,-3=U,-3etW,=a,,-(m+))=vl+n—-n-1.

Donc 3-U, ((n+1) W)H[L]

m=2 amn+(m+1)

m=2\ 4 m=2

n-1 n—1
6
De plus, =\/1+ 14+ (m+ W1+ (n=DJ1+n 21, done = < (’" J:
P G s ifiecs oD H[ mn+(m+l)] 1§ e n(n+1)

6(n+1)
Donc |3—Un|S et par encadrement , |U, — 3
n(n+1) n—+o

Exercice 48 (Oral X 23, Ali,5) :
1) Existe-t-il une fonction f:R — R, non constante, 1-périodique et V2 périodique ?

2) Existe-t-il une fonction f:R — R continue, non constante, 1-périodique et V2 périodique ?

Ind :
1) Considérer 4= {p + \/Eq,p,q € Z} et f =1, la fonction indicatrice de 4 .

2) Vérifier que Vn e N,(\/E— 1)" € 4. Endéduire Vn,peN, f(x)= f(x + p(ﬁ—l)n) et aboutir a une

absurdité en supposant x < y et f(x) < f(y) et en mettant en défaut la définition de la continuité en y .
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1) Si f existe, alorspour xeR et n,peZ, f(x)=f(x+p):f(x+p+n\/§)
On définit f sur R par (f(x)=1sixedet

——

On considére alors A:{p+\/§q,p,qu
f(x)=0sinon).

Alorssi xe 4, x=p+\/§q,p,q€Z donc f(x+1)= f(x)=1 car x+1:p+1+\/§qu.Deméme,
f+32)=f(x)=1.

De plus, si x ¢ A, alors x+1¢ A (on aurait sinon x+1=p+\/§q,p,q€Z,et x=p—1+\/§qu).
Onaalors f(x+1)= f(x)=0 etde méme, f(x+~/2)=f(x)=0.

Enfin, f estnon constante car 0 € 4 (donc f(0)=1)et % ¢ A (en effet, si par I’absurde il existe

1-2p

1 . 1
P.qE E:p+x/5q,alors qg#0 et V2= €Q, ce qui est absurde), donc f(E):O.

2) On proceéde par I’absurde et on suppose qu’une telle fonction f existe.
Alors Vp,q e Z,Vx e R, f(x) = f(x+p+q\/§) .
Onnote 4= {p+q\/§,p,q € Z} . On remarque que si x = p+q\/§ € A, avec p,q€’Z,alors
X =p +2¢" + 2pq\/§ e A . Donc en particulier, Vn e N,(v2 —1)" € 4, avec (\/5—1)" - 0.

n—+w0

Comme f n’est pas constante, on considére x < ytels que f(x)< f(y) (lecas f(x)> f(y) se traite

de méme). Ona Vn,p e N, f(x) :f(x+p(x/5—l)”).

1 . .
On pose & = E(f(y) - f(x))>0. La continuité¢ de f en y assure que si |y—u|<a , alors

|/ ()~ f(»)|< &, doncque f(u)2 f(y)—&> f(x)
Ona (\/E— 1)" — 0, donc on peut choisir et fixer ntel que 0< (~2-1)" <a

On prend p € Ntel que x+ p(\/z —l)n <y<x+(p+ 1)(\/5—1)n (c’est possible en choisissant

p= an ). On pose alors u=x+p(\/§—l)n etonabien |y—u|<a,donc f(u)> f(x).

(V2-1)
Ceci est absurde car f(x) = f(u) = f(x+ p(\/z —l)n) .

‘Donc il n’existe pas f :R — R continue, non constante, 1-périodique et V2 périodique‘.

Exercice 49 (Oral X 23, Eloi, ESPCI 23, Maxime,4) : soient K :[0,1] 2LR . f.g:[0,1] > R, continues et

1 1

strictement positives. On suppose Vx € [O, 1] ,f(x)= JK(x, z)g(z)d z et Vx e [O, 1] ,g(x) = JK(x, z)f(z)dz.
0 0

Démontrer que f=g.

On pourra considérer la fonction h=g—M f, ou M est le maximum de ! sur [0,1].

Ind : montrer Vx € [0,1],A(x) <0, puis étudier f(xy)—Mg(xy) -
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On sait que L est continue et strictement positive sur le segment [0, 1] . Par théoréme des bornes atteintes, elle
4

admet donc un maximum A > 0 sur ce segment. Il est en particulier atteint en x, €[0,1] .
On a ainsi Vx €[0,1], f(x)—Mg(x) <0 et f(xg)—Mg(xy)=0
On considere la fonction h=g—-M f .
1
Par différence, il vient Vx e [0, 1],h(x) =g(x)-Mf(x)= J.K(x,z)(f(z) —Mg(z))d z<0.
0
1 1
Dés lors, 0= £ (x) ~ Mg(xo) = [ K(xg,2)(2(2) = Mf (2))d z = [ K (xg,2) (h(2))d =
0 0
1
Donc [—K(x,2)(h(z))d z=0
0
Or z+> —K(xq,z)(h(z)) est continue, positive et I'intégrale est nulle, donc Vz e [0,1],K(xy,z)(h(z))=0.

Comme K est strictement positive, il vient Vz € [0,1],h(z) =0, donc Vx €[0,1],g(x) =M f(x).

En particulier, g(x,)=M f(x,)=M"g(x,). Comme g(x,)>0, on conclut M? =1, donc comme M >0, ona

nécessairement M =1. On déduit bien que

Exercice 50 (Oral ESPCI Bastien L,5) : Soit aeR . Onnote U, =n(a(n!)~| an!]).

Montrer que (U,,) converge si et seulement si a € Q+eN.

Indications : commencer par le sens retour.
Pour le sens direct, écrire U, =n (a(n (n=)N)—|an 'J) en fonction de U,,_,

Ind : dans le sens retour, écrire a = P +ec,avec peZ, qe N", ¢ e N. Ecrire e comme somme d’une série et

q
+00 n'
séparer les termes d’indice inférieur ou égal a n des autres. Montrer z — > 0.
p=n+2 p! n—>+w

Pour le sens direct, , écrire U, =n (a(n (n-)N)—|an 'J) en fonction de U,,_; , puis poser

v,

w=nla(n=1)!|-| an!| et montrer que (V,) est convergente, puis qu’elle est stationnaire a partir d’un certain

rang N . Exprimer p, =|an!|en fonctionde net N et étudier la limite de (p, ).

On remarque tout d’abord que si xeR et a € Z, alors | x+a |=|x]|+a.
En effet, par définition | x |[<x<|x|+1,donc [x |[+a<x+a<|x]|+1+a
Or | x+a | est 'unique entier relatif b tel que b<x+a<b+1.

On a donc bien | x+a |=| x|+a.

On suppose alors a € Q+eN |Soientdonc peZ, eN*,ceN,a:£+ec.
pp p q

q
n! n! n!
Onprend n>q . Alors an!= p—+ecn!, avec p—eZ.Donc | an!|= p—+| ecn!| etU, =n(ecn'~| ecn!]).
q q q
o0 n +00
Or e:zi,donc ecn!= ﬂ!+ ﬂ'
=y p=0 p! p=n+1 p!

2 cn! & ! 2 en!
De nouveau, Z—el,donc U,=n — = Z —
p! p! p!

p=0 p=n+l p=n+l
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+00

On étudie donc W, =

00
cn! c c c ¥

:n+1+(n+l)(n+2)+n+l

p=n+l p! p=n+2 p!
n! !
or o< = = <! w
pt plp=-Dp-2)! plp-) 5 p(p-
+00 400
Donc 0 < Z — < Z et comme z — 0 (c’est le reste d’une série convergente), il
p= n+2p p=n+2 p(p_ p=n+2 pP(p=1) n>iw

converge.

+00 +00
. n! cn!
vient z — — 0. Donc par somme, W, — 0% et pour nassez grand Z — =0
= oy P!+ n—>+0 Pt p!

+00 |
On a donc pour n assez grand U,, =nW, = L z i — c et|(U,)converge
n+1 (n+1)(n+2) n+1p

2 p n—>+0

Etudions la réciproque : on suppose que (U,,) converge vers ¢ € R ‘ .U, =n (a(n (n-1) !) - La n 'J) .

Alors pour n21, U,y =(n—1)(a((n—=1)!)~a(n-1)!]) donc a((n—l)!)zUL*;+La(n—1)!J.
—

Linlam-1]- Lan'Jj [n%mLa(n—l)!J—LamJj.

U,_
Donc U, = n[n

Onpose ¥V, =n|a(n—1)!|-|an!|eZ . Alors V, :ﬂ—nh - —c

n n—1 n—+w

1 1 .
Par définition de la limite, il existe un rang N € N tel que Vn> N,—c— 7 <V, <—-c+ rk Or 'intervalle

[—c —%,—c +%} contient au plus un entier relatif (il est de taille égale a %).

Donc Vun2N,V, =V, .

On pose alors pour n > N : p, =|an!|.Alors np, | —p, =Vy,donc np, | —Vy = p,

On itére le procédé : p, =np, | —Vy =n((n=1)p,_o—Vy)-Vy =n(n=1)p, 5 —Vy (1+n).

Puis p, =n(n-1)(n-2)p,_3 —Vy (1 +n+n(n —1)) .

Puis p, =n(n-1)..(n—(n—-N)+ Dpy—n-ny —Vn (l +n+n(m-D+..+nn-1)..(n—(n—N)+ 2))
| n—-N-1

n! n! n! n!
Donc par récurrence, p, =—py =V, — = py-V =
p Pn N!PN N kz_%) (n—k)! N!pN N Z 0

k=N+1
Pn _ 1
Donc =— V
NPV N(Z kzok!]

| n

1
Or p, =|an!|,donc p, =|an!|<an!<p,+1 et a(n!)-1<p, <an! et a——'Sp—':Sa.
n!  n!
N N
Py 1 &1 1 1 D
Donc —=—py -V, — D) —| = — = a.
n! N!pN N[zk! Zk n—>+o0 N' z n'n—>+oo

. . 1 N1 1
Donc par unicité de la limite, a =—py —Vy | e— z VNe+—pN+ NZ_’
N! o k! N! ok

De plus, ¥, =n|a(n-1)!|-|an!|=np, - p, €Z ,avec a(n!)—l<pn <an! et p, 1 <a(n-1)!, donc
np,_y <an!,puis p, —np, | >a(n!)—1-a(n!),donc V, =np, | —p, <1 etcomme V,, €Z, ¥, <0.
En particulier, -V e N

On a donc bien a eQ+eN‘.
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Exercice 51 (Oral ESPCI 23, Samuel,5) : soit /: R’ — R, C”sur R’ . Montrer que

n

Vne N, Vx> O,Elce]x,x+n [’Z[ZJ(_I)nk‘f(x"‘k) = ()

k=0

Ind : procéder par récurrence et utiliser le théoréme des accroissements finis pour ’initialisation.
Pour I’hérédité, considérer T(f): x> f(x+1) etcalculer (T —1d,)"(f). Remarquer ensuite que

(T—1d,)"" (f)=(T~1d,)" (T(f )~ (T ~1d,)"(f).

On procéde par récurrence sur > 1 pour montrer H(n): « si hest C* sur R’ , alors

Vx>0,3ce ] X, Xx+n [,Z(ZJ(—I)”h(x+k) =h"(c) ».
k=0

Pour n =1, on suppose que Aest C* sur R’ en on prend x> 0.
On veut montrer 3¢ € |x,x+1[, f(x+1)— f(x) = f'(c) . On utilise le théoréme des accroissements

finis entre xet x+1 :comme f est continue sur [x,x+1], dérivable sur |x,x+1[, alors

Je e]x,x+1[,wzf'(c) et H(l) est vraie.

Soit n>1tel que H(n) est vraie.

Onpose pour x>0 : T(f)x)=f(x+1). TeL(E) et (T—[dE)"(f)(x):Z":[Zj(—l)”"f(x+k) en

utilisant le binome de Newton car T et Id, commutent.

n+l

1
De méme, Z{n; j(—l)"”k k)= —1d,)" (/) x) = (T~ 1d,)" (/) x+D) (T~ 1d,)" (f)(x)).

k=0

w (1 .
On note alors g=(T—1dE)"(f)=xl—>2[k](—l)" f(x+k)

n+l

n+1
Il vient Z[ . J(—l)””" f(x+k)=g(x+1)—g(x). Avec le théoréme des accroissements finis,
k=0

[ (1 n—k
Jee]rx+1[,g(x+1)-g(x)=g'(c)avec g'(c) =Y . (=D)"* fc+k).
k=0
f'est C”sur R’ .donc on peut lui appliquer I’hypothése de récurrence en c: il existe

Elde]c,c+n[c]x,x+n+l[, gl(c):i[;j(—l)""f'(c+k)=(f')(") (d)

k=0

n+l

n+l 1-k +1 .
Donc Z{ . j(—l)"* fx+k)=g'(c)= f""(d) et H(n+1) est vraie.
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