Probabilités

Probabilités 1 : jeudi 22 Mai

Cours = réviser le Chapitre 8.

Exercice 1 (oral IMT 24, Victor,2) : soient A, B deux variables aléatoires indépendantes qui suivent des lois
géométriques de paramétres respectifs p,, p, €]0,1[.
Soit X une variable aléatoire telle que X (Q)={-1,0,1}et X =0si 4=B, X =1si 4>Bet X =—1si A<B.
1) Déterminer P(X =0).
2) Pour k eN", montrer que P(B>k)=(1-p, )k . Déterminer P(X =-1).

3) Déterminer la loi et I’espérance de X .

Ind :

1) Utiliser la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements (4=k) _ .

2) Faire le calcul de z P(B=i).

i=k+1

3) Utiliser Y P(X=x)=1.
xeX(Q)
1) Oncalcule P(X =0)= P(4= B).On utilise la formule des probabilités totales avec le systeme complet

d’événements (4=k) . .1l vient P(X =0) = iP((A = B)r\(A =k))= iP((B = k)m(A =k))..

Donc par indépendance, P(X =0) = ipApB (1-p, )kil (1-py )H.

k=1

1 PPy
Donc | P(X = 0) = -
one| PA=0) pApBl—(l—pA)(l—pB) Pu+ Dy~ PaPs

2) Soit keN". P(B>k)= Y P(B=i)=p, > (I-py)~".

i=k+1 i=k+1
+o0 ) 1_ k
Donc P(B>k)=p,» (1-p,) = p, % =(1-p,)". On a donc bien|P(B > k) =(1-p, )k
i=k - B

On déduit que P(X =-1)=P(A4<B).
On utilise la formule des probabilités totales avec le systeme complet d’événements (4 =k) _ .

Il vient P(X =-1)= iP((A <B)N(A=k)) =§P((B >k)n(A4=k)).

k=1 k=1

Donc par indépendance, P(X =-1) = ipA (1-p, )k’l (1-py )k.

k=1

1 pA_pApB
D PX=-1)= 1- -
| P == 0 P 505, " 5t 5o

3) Tl reste  calculer |P(X =1)=1- P(X = —1)— P(X = 0)= —22—PaPs |
Pyt Py —PyDp




On a ainsi la loi de X . Puis|E(X)=P(X =)~ P(X =—1)=— 28" P1

Pyt DPg—DP4Ps

Exercice 2 (Oral CCINP 24, Pauline,3) :

Soit @ > 0. Pour ne N", on pose U, (a) =

1))
2)

3)

4)

5)

Ind :

1)
2)

3)
4)
5)

1))

2)

3)

n-1 a/f
k
oa +1

Donner un équivalent de In (1 + x) en 0.

a) Montrer que la suite (U, (a)), _.. converge.
b) On suppose a € ] 0,1] . Etudier la limite de (U, (a)) quand n tend vers I’infini.

a) Etudier la convergence de la suite (—1n w, (a))) quand » tend vers ’infini.

b) Trouver les valeurs de a telles que la limite de (U, (a))n’est pas nulle.

On prend une urne contenant une boule blanche et une boule noire. On tire aléatoirement une boule. Si
on pioche une boule blanche, on la remet et on double le nombre de boules blanches dans 1’urne.

Si on pioche la boule noire, on s’arréte.

On note B, : « on tire une boule blanche au i-éme tour »

On pose C, :« on n’a tiré que des boules blanches jusqu’au n-¢me tour », et 7, = P(C”) .

Pour quelle valeur de aa-t-on U, (a) =7, ?
Quelle est la probabilité que 1’on ne pioche jamais la boule noire ?

Immédiat.

a) Montrer que la suite est décroissante et minorée.

b) Traiter le cas a =1 a part et utiliser une majoration.
a) Se ramener a la nature d’une série.

b) Utiliser 2) et 3a) en séparant les cas.

Utiliser la formule des probabilités composées.

DéterminerP[B = ﬂBﬂJ = lim P[ﬂBkj .

n=l1 k=1

On a directement |In (1 + x) ~ X

x—0
n—1 k
a)Pour ne N, ona U,(a)= H f " >0 et la suite (U, (a)) est minorée.
k=0 4 +
De plus, U,,,(a) = a U,(a)<U, (a).
a"+1

Donc ‘(Uﬂ (a)) est décroissante et minorée par 0 : elle converge vers [(a) > 0|.

n(n+1)

n-1
b) On suppose a € ] 0,1 [ .Alors 0<U, (a) < Hak ,donc 0<U, (a)<a ?
k=0

n—+o

n(n+1)
== n(n+1)
o[ 2

Ora ? =ex
2

Donc par encadrement, U, (a) — 0

n—+0

]n(a)J 0.

n—+x0

n-1 n
Sia=1, Un(a):Hl:(l) ,donc U, (a) > 0.
02 \2

Donc si ae]O,l], U,(a) > 0|

a) —1n(Un<a))——"zlln[ a )_iln(Hij.

at +1



. . 1 . .
Siae ] 0,1] , [ln(l +Lkn ne converge pas vers 0, donc la série Zln(l+—kj diverge grossiérement
a k a
et la suite (~In(U,(a))) est divergente.

. 1 1 1 s . -
Si a>1, 1n(1+—k]k ~ —.0Or Z—k converge et c’est une série a termes positifs. Donc la série
a —>toq K a

1 .
Zln(l + a—kj converge et la suite (—ln w, (a))) est convergente.
k

Donc ‘(—ln , (a))) converge si et seulement si a > 1 ‘

b)Onavuau2)quesi ae ] 0,1] , alors (U, (a)) converge vers une limite nulle.

De plus, avec 3a),si a>1, ~In(U,(a)) > ceRet U,(a) > ¢ >0.

n—>+0

Donc |(U ,(@)) converge vers une limite non nulle si et seulement si a > 1 |

4) 1l vient directement C, =B, "B, N..NB,.
Avec la formule des probabilités composées, P(C,)=P(B,)P(B,/B,)..P(B,/B N..NB,_,)
Pour k €[[2,n], on calcule P(B, /B, "..NB,_,).

Si on a pioché k—1 boules blanches dans I’urne, il y a 2.2....2 = 2" boules blanches dans 1’urne, et 1
boule noire, donc 2" +1 boules au total.

Zk—l 1
Donc P(B, /B N..N\B,_)= PN En outre, P(B,)= 5
n-=1 2k
Donc |z, =P(C,)=] | =—=U,(2)
w0 28 +1

5) Onnote B 1’événement : « on ne pioche jamais la boule noire ».

n—>+% n—+o0

Alors B = ﬁBn .Donc P(B)= lim P[ﬁBsz lim P(C,)
k=1

n=1

n—1 +0
Onavuau 3a)que —In(U,(2)) = ZIn[1+2ij - Zln(l+2lkj .
=0 n—r0 10

Donc P(B) = lim U,2)= exp{—z In (1 +2ijj >0
n—+o0 k:0

On a vu que cette série était convergente, mais je ne vois pas trop comment calculer sa somme.

Exercice 3 (oral Mines 24, Andréa,3) : On considére une roue découpée en six cadrans de portions égales
numérotées de 1 a 6. On la fait tourner deux fois de maniére indépendante et on note les résultats obtenus. Peut-
on truquer la roue pour obtenir une loi uniforme quant a la somme des résultats des deux lancers ?

Ind : supposer qu’il est possible d’obtenir une telle loi uniforme, et déterminer P(X =1) et P(X =6) d’abord,
puis P(X =2)et P(X =5).

On note X le résultat obtenu lors premier lancer de la roue, et Y celui obtenu lors du second.
On pose Z =X +Y et on suppose que Z suit un loi uniforme sur [2,12].

Alors P(Z=2)=P((X =) (Y =1)) =ﬁ.

Donc par indépendance, P(X = 1)2 :% et P(X =1)=

—_] —
—_—



On calcule de méme P(Z =12) eton conclut|P(X =1)=P(X =6)=—

Puis si on note @ = P(X =2), il vient P(Z =3)=P((X =)n (¥ =2))+P((X =2)n(Y =1)) =

()
BB

1

211

a
-

P(X=2)=P(X =5)=

On déduit que % = 24 donc a =

1
N 211

(On obtient de méme P(X =5)al’aidede P(Z =11)).

On calcule maintenant b = P(X =3) = P(X =10) al’aide de P(Z =4)ou P(Z =10)
Ivient P(Z=4)=P((X =1)n (Y =3))+ P((X =2)n(Y =2))+ P((X =3)n(¥ =1)).
Donc i:2L L , donc i:217\/_let b=—— 3 donc|P(X =3)=P(X =4)=

1111 411 4 PNT

3
8J11

On sait de plus qu’on doit avoir ZP(X k) =1, donc ici ! 3

= J_J_4Jﬁ

|Il est donc impossible de truquer la roue pour obtenir une loi uniforme pour la somme des deux lancersl.

=1. Ce n’est pas le cas.

Exercice 4 (oral Centrale 24, Victor,3) : Soit n € N". On réalise n lancers indépendants d’une piéce équilibrée.
On note N, le nombre de séries obtenues apres ces # lancers.

Ainsi, pour n =6, sion obtient F'—~F—~F—-P—-P—F il vient N, =3.
1) Déterminer N, (Q) et calculer P(N, =1) etP(N, =n).
2) Soit n>2etk e[l,n]. Exprimer P(N, =k) en fonction des P(N,_ =i) pour i<k .
3) Onnote G, la fonction génératrice de N, . Expliciter G, (¢) et en déduire le nombre moyen de séries
obtenu aprés # lancers.
Ind :
1) Déterminer les événements N, =1 et N, =n.
2) Utiliser le systéme complet d’événements (N, , =1i),,., -

3) Exprimer G,(f)en fonctionde tetde G, (¢).

1) Onnote F, : «la k—¢&me lancer donne Face », et P, : «la k —éme lancer donne Pile »,

Alors on obtient au minimum une seule série (avec F; N...N F,) et au maximum # si le résultat du lancer change

a chaque fois. Donc N, (Q)=[1,n]|

2 . . . .
De plus, P(Nﬂ = 1) = P(F1 N..NF, )+ P(E N..NP ) = > par indépendance et puisque la piéce est équilibrée.

n

Ainsi,| P(N, =1)=

De méme, P(N, =n)=P(F,NP,NF,Nn..)+P(RNF,NP, m...)zz—zn.Donc P(N,=n)=

2) Soit n>2etk e[1,n]. On considére le systéme complet d’événements (N, , =i),.., ;-

n-1
D’aprés la formule des probabilités totales : =k)= ZP =k,N,  =i).

i=1
Sion a i séries apreés (n—1) lancers, on peut en avoir i ou i+1aprés n lancers (suivant que le n -éme lancer

commence une nouvelle série ou pas).



Donc pour i ¢ {k—1,k}, P(N,=k,N, , =i)=0.

Donc P(N, =k)=P(N,=k/N,

On déduit que [ P(N, :k)=%(P(N =k)+P(N,, =k-1))

=k)+P(N,=k/N, , =k-1)P(N, =k-1).

La formule reste vraie pour k =navec P(N,  =n)=0.

3) Par définition, pour cette variable aléatoire a valeur dans un ensemble fini, G, (1) = Z P(N, = k)" .
k=1
1 n 1 n-1 1 n-l1 il
Donc G,(t)=—=> (P(N,., =k)+P(N,, =k-1))t ==>"P(N,, =k)t* +=Y P(N,_, =k)t
2 k=1 2 k=1 2 k=0

1+1¢

Doncpour n>2 et te R, G, () :TGH(I) avec P(NH = 0) =0.

1+¢)

-1
C’est une suite géométrique et G, () = [TJ G,(t).Or G,(1)=P(N, =Dt =t.

On obtient donc |G, (¢) = [1; J t pour teRet neN|

On conclut avec G,'(1)=E(N,).

Ici,

n-1 n=2
G, 0 =[21) L doneG, =142 222
2 ) T2 2 2

Donc le nombre moyen de séries obtenu aprés »n lancers vaut £(N,) =G, '(1) = nT

+1

Exercice 5 (oral IMT 24, Sybille,4) : on lance simultanément N dés a 6 faces. Aprés chaque lancer, on relance

les dés qui n’ont pas donné un 6 et on note S, le nombre de 6 obtenus au bout de 7 lancers.

1) Déterminer la loi de S, etde S,.
2) Déterminer la loi et ’espérance de S, .

3) Déterminer la limite quand 7 tend vers I’infini de a, = P(S, = N) .

Ind :

1)

1) Noter pour 1<i< N, D; le temps d’attente du premier 6 pour le i-€me dé et utiliser les indicatrices de
Bernoulli 1, ., pour exprimer S, .

2) Utiliser ce qui précede.
3) On peut raisonner directement en traduisant I’événement S, = N aI’aide des D, . On peut aussi utiliser

la définition de I’espérance pour montrer E ( < (N - l)z P(S + NP(S =N )

Onapour neN" : S, (Q)z[[O,N]].

De plus, on note, pour 1<i< N, D; le temps d’attente du premier 6 pour le i-¢me dé. Alors D; suit une loi

géométrique de parameétre p = —

Il vient alors S, =1 +1

N
D 1, ., = 21,., - On compte ainsi le nombre de dés ayant donné au
in1

Dz<n

moins un 6 avant le n -éme lancer.
Pour 1<i< N, 1, _, suit une loi de Bernoulli de paramétre p, = P(D, <n)= P(D, <n)

Dy<n 1

Comme les D, sont indépendantes, les 1,, _, le sont aussi, et elles ont méme loi

Dy<n



Donc|S, ~ B(N, p,), avec p, = P(D, <n)=P(D, <n)|

1
En particulier, p, = P(D1 = 1) = é ,dond| S, ~ B(N,g)

2
11
Puis p, = P(D, <2)=1-P(D, >2)=1—(%) :%.Donc S2 = BN,)

2) Avec ce qui précede, on calcule p, = P(D, <n)=1-P(D, >n)= l—(éj .

1 6
Done 5, ~B{N,1_@"J o E(&)=N{1_[gjn]

N N-1
3) On sait par définition que E(S,)= Y kP(S, =k)<(N-1D P(S, =k)+NP(S,=N).
k=0

k=0

Il vient donc E(S,)<(N-1)(1-P(S, =N))+NP(S,=N).
Donc E(S,)<(N-1)+P(S,=N) et E(S,)-(N-D)<P(S,=N)<I.
Oravec2), E£(S,) > N,donc|a,=P(S,=N) - 1

n—+o0

Cela signifie qu’au bout d’un moment, tous les dés auront donné un 6.

Exercice 6 (oral Mines 24, Angel,4) :
1) Soit (Q,7,P) un espace probabilisé. Caractériser les événements 4 indépendants de tout événement B .

2) Sur (Q,P(Q)), au plus dénombrable, existe-il une probabilité¢ telle que tous les événements de P (L)

soient (mutuellement) indépendants ? Si oui, caractériser toutes ces probabilités.

Ind :
1) Procéder par analyse et synthese. Traduire que A est indépendant de A .
2) Utiliser 1) et les événements {c} pour ¢ € Q.

1) On procede par analyse et synthése. Soit un événement A € T indépendant de tout événement B . Alors
pour tout BeT , il vient P(ANB)=P(A)P(B).

En particulier, pour A€T, P(An A4)=P(4)P(A4),donc P(4)(1-P(4))=0.Donc P(4)e{0,1}.
Réciproquement (synthése), on suppose P(A4) € {0, 1} .

Si P(4)=0,alors pour BeT , P(A)P(B)=0.Deplus, AnNBc A, donc 0<P(A4nB)<P(A4). Donc
P(A N B) = P(A)P(B) =0 et A estindépendant de tout événement B .

Si P(4)=1,alors pour BeT, P(A)P(B)= P(B).On veut donc montrer que P(4NB)= P(B).

On sait que P(AUB)=P(A4)+P(B)-P(ANB),avecici Ac AUB, donc P(4U B)2 P(4)=1donc
P(AUB)=P(A)=1 etonabien P(4N B)= P(B)P(A)et A est indépendant de tout événement B

Finalement, |A est indépendant de tout événement B si et seulement si P(4) e {0,1} ‘

2) On se place sur (Q, P(Q)) . On suppose qu’il existe une probabilité P telle que tous les événements de
P (Q) soient (mutuellement) indépendants. Alors comme Q est au plus dénombrable,

ZP({c}):P(U {a)}]:P(Q):l et VceQ,P({c})e{O,l} grice a 1). Donc il existe a € Q,

ceQ weQ

P({a}) =1 (et Vce Q\{a},P({c}) =0.On a donc nécessairement P(4)=1 si ae A et P(A)=0 sinon.



Réciproquement, on considere a € Q et on définit ’application P sur P(Q) par P(A)=1si a4 et
P(A) =0 sinon.

Vérifions que P est une probabilité.

e aecQ,donc P(Q)=1

e  Sion prend une famille (4;),_, , finie ou dénombrable d’événements incompatibles (c’est-a-dire deux a

iel ?

deux disjoints), alors on pose 4 = UAl. .SiViel,ag A, alors ag Aet P(4)= ZP(Al.) =0.
iel iel

Sinon, 3lieI,ae 4, alors ae Aet P(4)=) P(4,)=1.

iel

Dans tous les cas, on a bien P(| J4) =) P(4,)

iel iel

‘Donc avec 1) P est une probabilité sur Q telle que tous les événements de P (Q) sont indépendants|

Donc les probabilités sur P(Q) telles que tous les événements de P () soient (mutuellement)

indépendants sont ‘les P, définies par P, (4)=1si ae 4 et P,(A4)=0sinon, avec a € Q |

On peut aussi caractériser P, par P, ({a}) =1 et VceQ\{a},P, ({c}) =0.

Probabilités 2 : jeudi 5 Juin

Cours = réviser le Chapitre 12.

Exercice 7 (oral IMT24, Marie,2) : Soient X,Y deux variables alé¢atoires indépendantes telles que X ~ P (A1)
et ¥ ~ P(u). Soit n e N . Déterminer la loi conditionnelle de X sachant X +Y =n.

Ind : Ecrire la probabilité conditionnelle cherchée. Déterminer la loide X +7Y .

Pour ke N,oncalcule P(X =k/X+Y =n)= P((X:k)ﬁ(X+Y=n)) = P((X:k)m(Y:n—k))

P(X+Y=n) P(X+Y=n)
Par indépendance, P(X =k/ X +Y =n)= PX =P =n-k) .
P(X+Y =n)

On cherche laloide X +7Y .

Pour neN, P(X+Y:n):P(U((X:k)m(Y:n—k))J.

k=0

C’est une union disjointe, donc P(X +Y =n) = ZP((X =k)n(Y =n —k)) = ZP(X =k)P(Y = n—k) puisque

k=0 k=0

X et Y sont indépendantes.

y n /lk 'unfk e*(ﬂ#ll) n n
Il vient donc P(X +Y =n)=e | '“l)z— = Z At
k=0 k! (}’l_k)' n! k=0 k

—(A+u)
Donc P(X+Y =n)= ¢ ' (/1-!—,u)". On retrouve que (X +7Y) suit une loi de Poisson P(A+ ).
n!
k on—k | k n—k
On déduit que P(X —k/ X +Y =my=— 24 [ 4 V4 "
k\(n—-k)(A+wn)" A+ u A+u k

On conclut que la loi conditionnelle de X sachant X +Y =n est une loi binomiale B(n, 7

2
)|
+ U




Exercice 8 (oral IMT 24, Pauline,2) : soit (Z, ), une suite de variables aléatoires indépendantes telles que

pour keN, P(Zk =1)=P(Zk :—1):%. On pose S, ZZZk .
k=1
1) Déterminer I’espérance et la variance de S, .

2) Montrer que V¢ €R, E(cos(tS,))=cos"¢.

Ind :

V4 . .
1) Poser X, = k et exprimer S, en fonction des X, .

2) Procéder par récurrence.
* 1
1) Pour keN', onpose X, =+TZ"AlorsP(Zk =1)=P(Xk =1)=% et P(Zk =—1)=P(X,( =0)=

1
Donc Xk~B[2j De plus, S, ZZ —ZZX -n.
=

n

ZX «»alors T~ B(n, —) (T, est la somme de variables aléatoires qui suivent une loi de
k=1

Si on pose T,

n

Bernoulli de parametre 5, donc suit une loi binomiale). Ona S, =27 —n

1 1
Donc E(Sn):zg—nzo et V(S,,)=4HE[I—EJ=H

2) On prouve par récurrence sur 72 € N la propriété H(n): "Vt € R,E(Cos(tSn )) =cos"t".
Pour n=1,onfixe re R . Alors par théoréme de transfert :

E(cos(tSl))z (cos(tZ )) (cost+cos( 1)) = cost

Soit n € N'tel que H(n) est vraie. On fixe 1 e R .

Alors E(cos(tS,,,))=E(cos(¢S, +tZ,,,))=E(cos(tS, )cos(tZ,,, )~ E(sin(¢S, )sin(¢Z,.,)) .

n+l

D’apres le lemme des coalitions, S, et Z, , sont indépendantes, donc cos (¢S, ) et cos(¢Z,,, ) le sont

n+l

aussi, ainsi que sin (¢§,) etsin(¢Z,,,)-

Donc E(cos(tS,,,))=E(cos(tS,))E(cos(tZ,,,))- E(sin(¢S,)) E(sin(¢ Z,., ))
Or par théoréme de transfert, £(sin(¢Z,,,))= (sm t)+sin(-1))=0

De plus, avec H(n), E(COS(tSn)) cos"t, et E(COS(tZ

n+l

) =E(cos(tZ,))=cost .

On a donc bien E(Cos(tSn+1 )) "'t et H(n+1) est vraie. [On a donc bien V7 € R,E(COS(ISH )) =cos"t

Exercice 9 (Oral CCINP24, Sandra,2) : Soit X une variable aléatoire sur un espace probabilis¢ (Q,7,P),a

valeurs dans N . On dit que X vérifie la condition (C) si et seulement si Vr e N, P(X=zn)>0.

On suppose dans cet exercice que X vérifie la condition (C) .

On appelle taux de défaillance la suite (x,) . telleque Vvne N',x, = P(X =n/X 2n).

>%Vn

P(in) . N P(X2n+1)
,pulsque Vae N |1-x =

P(X =n) ! P(X =n)

1) Montrer que Vne N, x, =



a b
==+ :
nn+l) n n+l

2) Déterminer deux réels a,b tels que Vne N,

3) Onprend Y une variable aléatoire sur (Q, T, P) telle que Vn e N, P(Y =n) = . Déterminer le

1
n(n+1)
taux de défaillance y, de Y. )" y est-elle convergente ?

n—l

4) Montrer que Vn22,] [(1-x,)=P(X 2n), puis déterminer P(X =n) en fonction des x, pour

k=1
neN" .
5) Montrer que le taux de défaillance x, de X est constant égal @ p <[0,1] si et seulement si X suit une loi
géométrique de paramétre p .
6) Montrer que VneN',x, €[0,1[ etque 3 In(1-x,)diverge. En déduire lanaturede " x .
Ind :
1) Constater que (X =n)N(X >n)=(X2n).

2) Décomposer en éléments simples.
3) Utiliser ce qui préceéde.
4) Reconnaitre un produit télescopique.

5) Procéder par double implication. Dans le sens retour, utiliser x, =

-
\%
N}

S~

n—1

6) Exploiter Y In(1-x,)=In(P(X >n)).

k=1

1) Soit neN".Alors x, =P(X =n/X>n)=

~—

P(X 2n)
(X =n)A(X 2n)=(X >n).Onabien|¥ne N x, = P(X =n)
P(X 2n)
De plus, 1-x, =1~ L =) PN PLC=0) o 4 ) (x = m)u(x 2 n+1)
P(X >n) P(X >n)
Comme I’union est disjointe, P(X >n)=P(X =n)+P(X 2n+1).Donc|l-x, = P(X>n+l)
P(X =n)

* 1 1 1
2) On constate que|Vne N, -
n(n+l) n n+l

3) Soit neN'. P(Y =n)= ! = 11 . Donc par somme télescopique :
n(n+l) n (n+1)

(1 1)1
P 2m= zk(k+1) ,Z‘[k (k+1)J vlg?w[n (N+1)]_n’

P(Y=n) 1
P(Y=n) n+l

Le taux de défaillance est donc égal a |y, =

1 -
Deéslors, y, ~ —>0, et comme E d1verge 2 y, est divergente.
n—+o p on

ikl i P(X 2k+1
4) Soit n>2. H(l—xk H > +)) avec 1).
k=1

k=1



ot P(X>n

C’est un produit télescopique : il vient [ J(1-x,)

11 - P(x21)

.Or X esta valeurs dans N’ , donc

P(X21)=1.

-1
On a donc bien | V. H (I-x,)=P(X >n)
k=

On calcule alors P(X =n)=P(X 2n)—P(X =2n+1).
n n=1

On obtient P(X:n):ﬁ(l—xk)—H(l—xk):(1—(1—xn))H(l—xk).

k=1 k=1 k=1

n—1
On conclut que |P(X =n) = an (1-x,)

=1

5) On procede par double implication. On suppose que le taux de défaillance x, de X estégala pe[0,1].

n-1
Alors avec la question précédente, pour n € N, il vient P(X = n) = an(l - X, ) .
k=1

Donc P(X =n) = pﬁ(l—p): p(1-p)"".

k=1
Donc X suit une loi géométrique de parameétre p .

Réciproquement, on suppose que X suit une loi géométrique de paramétre p . Alors pour ne N,

. :P(in): P(X =n) :p(l—p)H:
" P(Xzn) P(X>n-1) (1-p)”

(On a donc bien montré I’équivalence].

) . P(X >=n+1) . o
6) Onavuaul)quesineN , 1-x, =——————.Comme X vérifie (C) , on déduit que 1-x, >0.
P(X =n)
P(X =n) . -
De plus, x, =———20.On adonc blen|Vn eN',x, e[O,l[‘
P(XZn)

n—1
Avec 4), on déduit que pour n > 2, il vient ZIH(I—xk ) = ln(P(X > n)) .

k=1

Or P(X ZP(X k) . Comme la série Z P(X =n) converge (sa somme vaut 1), le reste tend
= neN"

n—l

vers0 et P(X >n) — 0.Donc Y In(l-x,)=In(P(X 2n)) > —o.Donc| In(1-x,) diverge|
n—s+o — n—>+0

Enfin, In (1 - xn) ~ —x, <0. Donc par théoréme sur les équivalents pour les séries a termes de signe
n—+w0

constant, z x, diverge.

Exercice 10 (oral Mines 24, Matthias,3) : Soit (Q, 4, P) un espace probabilisé. Soit (¢,), . une suite de
variables aléatoires uniformes, indépendantes, a valeur dans {—1,1} On note X, =
Etudier le comportement asymptotique des suites ( (sm(X ))) ( (cos(X )))
Ind : utiliser que ™ = cos(X,)+isin(X,) .

On remarque que pour n € N', il vient ¢ = cos(X,)+isin(X,).

Par linéarité de 1’espérance, il vient alors E (eiX" ) = E(cos(X, )) +i E(sin(X, )) .

10



Donc E(cos(X,))= Re(E(ean )) et E(sin(X,))= Im(E(eiX” )) .

On calcule ainsi E(eiX"):E{eXp[LZn:g -E ﬁexp g _
\/;kzl ‘ k=1 \/;

ig,

Comme les (s, ),.,., sont indépendantes, les {exp[ \/_B le sont aussi.
n 1<ksn

Donc E (e )= HE[exp(%n = ﬂ[%[exp(ﬁ] +exp [_ﬁnj _ [Cos( % j} avec le théoréme de

transfert.

En particulier, | £ (sin(X,)) =0

E(cos(X,)) = Re( E(¢" ) = (cos%j]" _ exp[nln(cos(ﬂ]}
e G ) R e

Des lors, | E(cos(X,)) = (cos[—n N e

Exercice 11 (oral Centrale 1 24, Raphaél,3) :
Deux joueurs jouent a Pile ou Face. Chacun des joueurs dispose de sa propre piece. Chaque piéce a une
probabilit¢ p € ]0,1[ de retomber sur Pile.

On note X le nombre de lancers nécessaires pour obtenir une premicre fois Pile pour le premier joueur, et ¥
. . . X
celui pour obtenir Face pour le second joueur. On pose Z = A

1) Déterminer les lois de X,Y et calculer P(X =7Y).

2) Trouver la loi et I’espérance de Z .
3) Montrer qu’il existe p tel que la moyenne du nombre de lancers nécessaires pour obtenir Pile soit deux

fois inférieure a celle pour obtenir Face.
4)  En plus a la fin : Donner la loi de min(.X,Y) . Que reconnait-on ?

Ind :
1) Utiliser la formule des probabilités totales pour calculer P(X =7Y).
2) Calculer P[Z = %) ,avec a,b e N’ et PGCD(a,b) =1. Utiliser de nouveau la formule des probabilités

totales. Pour I’espérance, utiliser I’indépendance et le théoréme de transfert.
3) Exprimer le résultat attendu a I’aide d’espérances.
4) Calculer P(U 2k)si U=min(X,Y).

1) X estle temps d’attente d’un premier Pile : ‘X suit une loi géométrique de parameétre p|.

De méme, |Y suit une loi géométrique de parametre g =1— p‘

On calcule P(X =Y)= ZP(Xz n,Y=n) (car (X =Y)= U (X =Y =k), avec une union disjointe).

n=1 neN"

11



2)

3)

4)

On obtient donc par indépendance : P(X =Y) = qu:(l—q)'H (1- p)H = ﬁ .
= ~(1-¢)(1-p

1— 2
Donc P(X=Y):1p( p _ pP-p

~p(1=p) 1-p+p’

Tout d’abord, comme X (Q)=Y(Q)=N", Z(Q)= {r = %,a,b € N*} .

Pour r e Z(Q) , on I’écrit sous forme de fraction irréductible : r = % ,avec a,be N et PGCD (a,b)=1.

Dé¢s lors, P z=%\-p £:1 _plx=%y].
b Y b b

Avec la formule des probabilités totales pour le systéme complet d’événements (¥ = k)

P(Z :%) :ip[(x =%kjm(Y=k)j :qipHP(X :%kj.

k=1 k=1

e il vient :
KE

. . a . . a . L,
Or si kn’est pas un multiple de b, Zk ¢ N (en effet, si Zk =neN ,alors ak =bnetsion écrit la
décomposition de b en produit de facteurs premiers, alors tous ces facteurs doivent apparaitre dans &

puisqu’ils ne sont pas dans a, et donc & est un multiple de b ). Dans ce cas, P[X = %kj =0.

Il ne reste donc dans la somme que les termes pour lesquels k =bs, avec se N".

Donc P[Z - %j - qip'”’lP(X —as)= qpipbsflqas—l '
s=1 s=1

+0 . b _a b1 _ a
Donc P(zzﬁjzz@"q”)“: P _ PPN Gy he N et PGCD(ab) =1
= I-p'¢" 1-p"(-p)

1
On calcule ensuite E(Z) = E (X %) Comme X et Y sont indépendantes, X et v le sont aussi. On utilise le

théoréme de transfert : la famille (%P(Y = k)j est sommable car Vk e N',0< %P(Y =k)<PY =k).

k=1

1 .
Donc v est d’espérance finie et :

+ 00

1. &1 | ; q 1 , —-q —qIn(q)
E(-)=) —PY=k=¢g) —(1-¢9)"'=—=> —p' =—In(l- p) =——=.
Y Z‘k Z‘k 1—qzk p p

k=1

1-p)In(1-
Donc Z est d’espérance finie et E(Z):E(X)E(lj:—qln(q) :—( p)in(1-p)

Y P’ P’

On cherche ici ptel que 2E(X) = E(Y), ce qui équivaut a 2 = l; Onrésout: 2(1-p)=p<p :%.
p -p

. 2 , . . .
Sifon prend p = 3t alors la moyenne du nombre de lancers nécessaires pour obtenir Pile est deux fois

inférieure a celle pour obtenir Face.

Soit ke N". Onnote U = min(X,Y) . Alors P(U 2k)=P((X 2k)n(Y 2k))=P(X 2k)P(Y = k) par
indépendance. Donc P(U > k) = ¢*"' p*™' = (gp)"™" et P(U =k)= P(U 2 k)~ P(U 2k +1)=(gp)"" (1-gp).
Done U = min(X,¥) ~ G(1 - pq)|

12



Exercice 12 (oral Centrale 24, Antoine,S) Soit X|,..., X, des variables aléatoires indépendantes suivant toutes

une loi de Bernoulli de paramétre p . Soit N une variable aléatoire a valeur dans N.
N N

On pose X = ZXk et Y= Z(I—Xk). On note aussi G(t,u) = E(tX uy) pour r,u [-1,1].
=] k=

1) Exprimer G(t,u)=E (IX uy) en fonction de la fonction génératrice de N .

2) Montrer que si N suit une loi de Poisson, alors X et Y sont indépendantes.
Ind :

1) Appliquer le théoréme de transferta Z = (N, X) en prenant f(n,k) = t‘u"™* . Reconnaitre une loi
binomiale quand on conditionne.
2) Montrer que G(t,u)= E(ZX u” ) = E(t)‘ )E( uy) . Ecrire cette égalité a I’aide de doubles sommes et

utiliser deux fois I"unicité du développement en série entiére.

1) Soient t,u €[-11]. On remarque que X +Y =N, donc t*u" =¢"u™".

On constate que X et N sont a valeurs dans N.

On pose pour n,k eN : f(n,k)=t‘u""*

On applique le théoréme de transferta Z = (N, X).

(f(n.)P((N.X) = (n.k)) = (t'u"*P(N =n, X = k))n,keN est bien sommable car

|tu"*P(N =n, X =k) < P(N=n,X =k) et que iiP(N: nX=k=1.
n=0 k=0

400 400

Donc par théoréme de transfert, E( f(N, X)) z z P(N k)tku"fk ().

n=0 k=0
On calcule P(N=n,X =k)=P(N=n)P(X =k/N =n)

Or P(X=k/N=n)= [ZX k/N—nJ [k)p"(l—p)”" si k €[[0,n] (en effet, les X, sont

i=1
indépendantes et la loi conditionnelle de X sachant N = n est ainsi une loi binomiale), et
P(sz/Nzn)zO sik>n.

Donc G(t,u):E(f(N,X)):ip(N:n)(z":[k]pk(l Pyt kJ'

n=0 k=0

Donc |G(t,u) = ZP (pt+(l p)u)" =G, ((pt+(l—p)u))

n=0

2) On suppose que N suit une loi de Poisson de parametre 4 >0.

Alors soient 7,u € [-1,1]. G(t,u) = E(tX uy) =G, ((pt+ (1- p)u)) = exp(/l(pt+(1—p)u —1))
Sionprend u=1 : E(tX):exp(ﬂ.(pt—p)). Pour =1 : E(uy):exp(ﬂ(p—1+(l—p)u)).
Donc on constate que G(t,u) = E(tX uy) = E(tX )E( uY)

+00 400

Or, de nouveau avec le théoréeme de transfert, E(tXuY ) = ZZP(X =k, Y= n)tku

ggp(x =k, Y =n)i*u" :[;ZDO(;P(X :k)rk][ﬁ(‘;P(Y =:)ku0j

13



Il vient donc i[iP(X =k, Y= n)u”)tk = (i{[fP(X =k)P(Y = n)u"Dt"] (les familles sont

k=0 \ n=0 k=0 n=0

sommables donc on peut sommer dans 1’ordre qu’on veut).
Par unicité du développement en série entiere, il vient

Vi e N,(f;p(x kY= n)u”j :[i’p(x —K)P(Y :n)u”j.
n=0 n=0

Puis de nouveau par unicité du développement en série enticre,

Vk,neN,P(X =k,Y =n)=P(X =k)P(Y =n). |D0nc (X,Y) sont indépendantes|.

Exercices en plus :

Exercice 13 (Oral IMT 24, Diégo,2) : soit p e N". Soit U, ,U, ,...,U, desurnes. Pour 0< k < p, on suppose
que 'urne U, contient k boules blanches et (p—k) boules noires. On choisit une urne au hasard et on prend
des boules dans cette urne avec remise.

1) Quelle est la probabilité g, pour que la (n+1)—¢éme boule soit blanche sachant qu’on a déja tiré n

boules blanches dans I’urne ?
2) Déterminer la limite de g, lorsque » tend vers I’ infini.

Ind :
1) Utiliser la formule des probabilités totales. Ne pas chercher a simplifier le résultat obtenu.
2) Prendre un équivalent du numérateur et du dénominateur.

1) Onnote pour ne N : B, :"lan-¢me boule tirée est blanche" .

P(B,n..nB,NB,,)
P(B,N..NB,)

On veut donc ici calculer P(B

n+l

/B,N..NB,)=

On note pour k €[[0, p] : U, :"les boules sont prises dans l'urne £".

(U,,-.,U ) forme un systeme complet d’événements. Donc d’apres la formule des probabilités totales :

1 &( kY 1
P(B,n..nB)=)» P(BNn..nB /U, )P(U,)=—=) | —| =) K"
(8,0 8) =3 P(8 008, 10,)(U) -~ S A] - S
De méme, P(B, N..NB,,)=Y P(B N..NB /U)P(U):szlﬁmz : i s
1 n+l ~ 1 n+l k k p+1 “\p (p+1)pn+l ~

3 n+l
2

/B,N..NB,)=——r0

P
V4 kzi;kn

P n n _ n
2) Zk":1+2"+...+p":p"[[lJ +{£] ++(p_lj +1Jn_—)~mp".
= r) \p p

P
A 1
De méme, Z:k"+ ~
n

=1 —>+0

On obtient donc |¢, = P(B

n+l

p"™',donc g, ~ 1 etainsilg, — 1
n—>+wo

Exercice 14 (Oral IMT 24, Gabrielle,2) : On considére un train qui fait des allers-retours entre les stations
0,1,2,3. Le train part ainsi de 0, puis repart dans 1’autre sens quand il atteint la station 3 et ainsi de suite.

Un passager s’endort a la station 0. On note 7 le temps passé dans le train (si 7 = 0, le passager est a la station
0,si T =1, il est ala station 1 et ainsi de suite).
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On suppose que 7 suit une loi géométrique de parametre p e 0,1 -

Soit X la variable aléatoire qui donne la position du passager. Déterminer le loi de X.

Ind :

Exprimer I’événement (X =0) al’aide de 7 puis calculer sa probabilité. Procéder de méme avec (X = k)

pour k e X (Q)

Ona X(Q)={0,1,2,3}. Il vient (X =0)=(3Ik eN",T = 6k).

Donc par union disjointe, P(X =0) = ZP(T 6k) = pZ(l p)*! —pZ(l ).

Donc P(X=O)=p(l—p)5§((1_p)6)k - p(-py

Puis P(X =3)=§P(T=6k+3):pi(1—p)“*2 , Donc P(X=3)=p(l—p)2i((l—p)6)k _»rd=p

k=1

1-(1-p)°

1-(1-p)’

Enoutre, (X =1)=(Fk e N,T=6k+1)UFk e N,T = 6k +5).

Par union disjointe, P(X =1) = ZP(T 6k+1)+ZP(T 6k +5) = pZ(l P +p(l 2(1 »*.
p(1+0-p)") p(1-p+0-py)

Donc |P(X =1) =

——— | De méme, | P(X =2) =
1-(1-p)° 1-(1-p)°

On peut vérifier que la somme de ces probabilités est bien égale a 1.

Exercice 15 (oral IMT 24, Charline,2) : une urne contient 2 boules blanches et 8 boules noires.

Un joueur tire 5 boules dans 1’urne, avec remise.

Le joueur gagne deux points par boule blanche tirée et perd trois points dés qu’il pioche une boule noire.
X compte le nombre de boules blanches obtenues.

Y compte le nombre de points obtenus.

1)

2)

1) Déterminer la loi de X, son espérance et sa variance.
2) Meémes questions pour Y .
3) Répondre aux mémes questions lorsque le joueur tire 5 boules dans 1’urne, sans remise.

Reconnaitre une loi binomiale.

Exprimer Y al’aide de X .

Calculer les différentes probabilités a I’aide de la formule des probabilités composées pour déterminer le loi
de X

On a tout d’abord ¥ (Q) =[0,5] - On reconnait une expérience de Bernoulli, répétée 5 fois de manicre

indépendante, avec une probabilité de succes (prendre une boule blanche) égale a i = — a chaque fois.

1y
5
) . 1 1
Donc X suit une loi binomiale : | X ~ B 5,5 . Dés lors, |E(X) =5. _—1 et V(X)= Sg 1—— =—

Onremarqueque‘Y =2X—3(5—X)=5(X—3)‘

Donc| ¥ (Q) ={-15,-10,-5,0,5,10} = {5(k—3),k [ 0,5]} |

15



En outre, pour & e [[0,5], P(YZS(k_3)):P(X:k):[]i]sik(%j .

E(Y)=5(E(X)-3)= —1o|et\V(Y) =52V(X) =20

Enfin, par linéarité de 1’espérance,

3) Le tirage se faisant sans remise, le joueur pioche au maximum deux boules blanches.
Il vient donc X (Q)=1{0,1,2} -
On note pour £ € [[0,5] B, : «lak-¢éme boule prise est une boule blanche »
On pose aussi N, : « la k-éme boule prise est une boule noire »

Avec la formule des probabilités composées :
P(X=0)=P(N,n..nN;)=P(N,)P(N,/N,)..P(Ns/N,n..AN,)

Deméme, P(X =1)=P(B,AN,n.AN;)+..+ P(N,n.AN, N By)

P(X=1)=5 28765 3 P(X:Z):l—é—gzg
9 9 9

Donc E(X):§+2%:1 et V(X):E((X—EX)Z)zE((X—l)z):%+§:%

Puis de méme, | ¥ (Q) ={-15,-10,-5} ={5(k—3),k €[ 0,2]}

‘E(Y) =5(E(X)-3)= —10|et v (Y) :5%:%

Exercice 16 (Oral Mines 23, Ali,3) : Soit n N". On munit P ([[l,n]]) (ensemble des sous-ensembles de [[1,n])

de I’équiprobabilité. Calculer P({(A,B) e P([[l,nﬂ)2 ,ANB = @}) .
Ind : Poser F, = {(A,B) € P(|Il,n]])2 ,ANB =@, card(A) = k} et calculer card(F).

Onnote F = {(A,B) e P([[l,nﬂ)2 ,ANB = @}

On sait que card (P([[l,n]])) =2"  donc card(P([l,n]])z) =22 — 4",
Puisqu’il y a équiprobabilité, il vient P(F) = 4—

On pose pour & < [[0,n] F, = {(A,B) e P([L.n])*, 4N B = @, card(4) = k}

card(F)
.

n
On a alors directement F = U Fj , etles Fj sontdeux a deux incompatibles.
k=0

n
Done card(F)= Y. card (F)-
k=0

On fixe k [[0,n] . Pour construire les €léments de Fj , on prend une partie 4 de [[1,n] avec k éléments (il y a

2n—k

n _
[kj maniéres de la choisir), puis une partie Bde 4 (complémentaire de 4 dans [[1,n]).llya choix

possibles de la partie B pour une partie 4 donnée.
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n

Donc card(F) =Y. [ijnk =(1+2)" =3" et P({(A,B)e P([[l,,,]])2 ,ANB = @}) =(%]

k=0

Exercice 17 (Oral Mines 23, Maxime,4) : Une urne contient p boules. On effectue des tirages successifs avec
remise. On note X, le nombre de boules distinctes ayant été tirées aprés n tirages.

1) Montrer que P(X, =p) — 1

n—s+o0

2) Déterminer ’espérance de X, .

Ind :

1) Utiliser E,, : «la k—eémeboule a été prise au moins une fois lors des 7 premiers tirages » et écrire

I’événement X, = p al’aidedes E, , , puis utiliser I’événement contraire.

nk 2

2) Utiliser les 1, et la linéarit¢ de I'espérance.

1) Onnote £, ,: «la k —éme boule a été prise au moins une fois lors des # premiers tirages ».

J4 P
Alors P@&1:p):P(r]E%k]:l—P[LJEka.
k=1 k=1

n
r__\ » _ —1
Or P( U E, j < z P(En’k ) , avec P(En,k ) = EP—J (en effet, a chaque tirage, on ne doit pas prendre
k=1 k=1 p
la boule numéro k).
1\
Donc P(X,, =p) > l—p[‘D—J et par encadrement, | P(X, = p) — 1
p n—>+o0

2) X, estle nombre de boules ayant été tirées aprés n tirages. Donc si on note 1, la fonction indicatrice

nk

P
de E,, il vient X, =>"1,
k=1

Donc par linéarité de I’espérance, E(X, )= Zp: E (15” )

1]
M-
=
=
N
1]
M-
=
/L\
|“u
|
=
Ne——

On conclut que E(X”):p(l—(p—_lj ]
p

Exercice 18 (oral ENS 24, Angel 4) :

On dit que ¥ majore stochastiquement Xsi et seulementsi Vie R,P(Y >¢)>P(X >¢).Onnote X <Y .
1) Soient X,Y deux variables aléatoires a valeurs dans N . Montrer que Y > X si et seulement si pour
toute fonction f:N — R, croissante et bornée, ona E (f(X))< E(f(¥)). Pour le sens retour, on

pourra montrer que P(X >t)=E(1,.,)-
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1)

2)

2) Soient X,Y deux variables aléatoires indépendantes a valeurs dans N . Montrer que si X <Y , alors

P(X<Y)> ! . On pourra considérer X , de méme loi que X et indépendante de X, et montrer que

2
P(X <Y)2P(X<X).

Ind :

1) Dans le sens direct, utiliser le théoréme de transfert. Ecrire P(X = n) avec les P(X > n—1)— P(X > n).

Revenir aux sommes partielles pour pouvoir séparer la somme en deux et utiliser I’hypothese de
majoration stochastique.

2) Utiliser la formule des probabilités totales pour exploiter I’hypothése. La premiére question ne m’a pas
Servi.

On procéde par double implication. |On suppose ¥ > X | Comme f esta valeurs positives, et bornée, la

famille (P(X = n) f(n)) est sommable (avec 0 <|P(X =n)f(n)|<|f|, P(X =n)). Dés lors, par théoreme

de transfert, E(f(X)):iP(X=n)f(n)=§:(P(X >n—1)-P(X >n))f(n).

Pour N e N’, i(P(X>n—l)—P(X>n))f(n):f(0)+NZ:jP(X>n)f(n+1)—iP(X>n)f(n).

n=0

Donc ﬁ:(P(X >n—1)=P(X >n)) f(n) = £(0)~P(X > N)f(N +1)+ ZN:P(X >m)(f(n+1)- f(m)).

Or P(X>N)= Z P(X =k) = 0 (c’est le reste d’une série convergente).

Donc la série Y. P(X >n)(f(n+1)— f(n)) converge et
E(f(X)) = f(O)+Zw:P(X > n)(f(n+l)—f(n)) < f(0)+Zw:P(Y > n)(f(n+l)—f(n)) (en effet, f est

croissante, donc Vrne N, f(n+1)— f(n)>0).
On conclut bien que ‘E(f(X)) < E(f(Y))|

On prouve I’autre implication : on suppose que pour toute fonction f :N — R, croissante et bornée, on a
E(f(X))SE(f()))-

On pose pour t e Rfixé: f(u)=1,,. Elle est bien bornée, a valeurs positives et croissante.

Il vientalors E(f(X))=E(ly,,)=1.P(X >1)+0=P(X >1),etdeméme E(f(Y))=P(Y >1)

Donc on obtient bien‘Vz eR,P(Y>1)2P(X > t)‘

Comme suggéré, soit X , de méme loi que X et indépendante de X . On suppose X <Y . Alors on
considére le systeme complet d’événements (X =n),_.

D’aprés la formule des probabilités totales : P(X <Y) = iP((X <Y)n(X = n))
n=0

Donc par indépendance, P(X <Y)= iP((n <Y)N (X =n))= iP(X =n)P(Y 2n).
n=0

n=0

Comme X <Y ,pour xe X(Q), P(Y>x)2P(X >x):P()~( >x) puisque X et X ont méme loi.

On adonc pour neN : P(Y2n):P(Y>n—1)2P()~(>n—1):P()~(2n)

Il vient P(X <Y)> iP(X =n)P(X 2 n),donc P(X <Y)2 iP((X:n)m()?z n)).

On a donc bien, toujours avec la formule des probabilités totales, P(X <Y)2 P(X <X ) .
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Or P(X<X)= ZP(n<X)P(X=n):iP(n§X)P()~(=n)=P(XZ)~() puisque X et X ont méme
n=0
)

loi. DoncP(X<X) (XZX)ZP(X>)?).Donc P(XSX ZI—P(XSX).

~y 1 . .
Donc P(X < X) > — et finalement on obtient bien P(X < Y) >

S}
N | —

Exercice 19 (oral ENS Lyon 24, Raphaél,5) : pour k£ € N, on suppose que X, suit une loi de Poisson de

parametre 1. On suppose aussi que les (X, ) sont indépendantes. En cas de convergence, on pose

f(z)= iszk pour z €[0,1]. Montrer que Ve >0, lim P(|(1-2)f(z)-1|> &) =0
k=0 z1"

Ind : je n’ai trouvé qu’une solution trés difficile avec la définition de limite en posant o > 0.
Noter U =(1-2)f(z)-1= (l—z)(i(Xk —l)z"J etU, = (l—z)(ﬁ:(Xk —l)z"j .
k=0 k=0
Montrer d’abord P(|(1-z2)f(z)~1|> )< P(|U -U,|> %J + P[|UN| > gj
Majorer PUU N| > %j avec Bienaymé-Tchebychev.
Pour M >2 et r>1, considérer A(M,r)= {a) eQVkeN X, <M rk} et montrer qu’il existe M =2 tel que

P(A(M,r)) > 1—% . Montrer que si 7z <1, que @ € E(A4,r) et N est assez grand, alors |(U —UN)(a))| < g

Soit &> 0. Soit & >0. Soit z&[0,1].

Alors en cas de convergence (1—z) f(z) — 1— 1- z [ZXZ —Zz j 1- z (Z(X -1)z* j

k=0

On pose alors pour NeN : U, :(l—z)(Z(Xk —l)z"j etonadonc U-U, :(l—z)( Z (Xk—l)zkj.
k=0

k=N+1
On remarque que (|U| > 5) c (OU —UN| > %ju(lUN| > %n .

Eneffet, [U|=\U-U, +U,|<|U-U,|+|U,|, doncsi |U|> ¢, nécessairement U —U,, >£0u U, >£.
N N N N 2 2

Dés lors, | P(|(1-2)f(2)-1|> €)= P([U]| > &) < PUU ~Uy,|> %)+P(|UN| > %] M}

< _Z)z

Z

, il vient

N
Avec I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, comme E(U,)=0 et V (U, )=(1-z (Z J

k=

4 (1-z) 4 4 a
U 2 <2 (1-2)] 2-2)<Z
(| V> j S S (1-z)| Pour z assez proche de 1, on aura = (1-2)< 5

Il reste a étudier PUU —UN| > %j
Pour M >2 et r >1,on note A(M,r):{a)eQ,VkeN,Xk SMr"}.

Alors P(A(M,r))= (ﬂ(Xk Mr")]: linLP(ﬁ(Xk SMr")).
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Or par indépendance, P(n (X, <M r")} =[]Px, <M+

k=0 k=0

Pour k € N, par inégalité de Markov ( X, est bien a valeurs positives), il vient P(X, > M )<

}"k '
1 ~ < 1
Donc P(X, <M r‘)>|1- et In| Pl ( (X, M) | [ In|1-——].
(X, ) [ Mrkj [[ﬂ( ‘ )D 2 [ Mrk]
1 1 o 1 1-2u
Or pour u E{O,E}Jn(l—u)z—Zu (on étudie g(u) =In(1—u)+2u et il vient g'(u):—l—+2: n >0,
—u —u

n 2 n 1 2 +00 1 k
avec g(0)=0). Donc 1{1{ (X SMrk)DZ =y > (—J
DO k M grk M i\ r

Donc P(ﬂ (X, <M r")} > exp[—%%} , donc en passant a la limite, 1> P(A(M,r)) > exp[—%Lj.
e

k=0 r—1
Par encadrement, P(E(4,r)) 2 1, donc il existe M >2tel que P(A(M,r))= 1—% . Soit un tel M (qui

dépend de r).
Orsi z €[0,1[est fixé etsi we E(4,r), alors 0 S|Xk (a))—l|z" SM(rz)k +z5.

Donc on fixe rtel que 1<r < 1 ,onaura 0 < rz <1 et par majoration, Z (X, (a)) —1)z* est absolument
z k>0
Y (X (0)-Dzf| < Y |x, (0)-1|2"

convergente, donc convergente. De plus, |(U -U, )(a))| =(1-z)

k=N+1 k=N+1
+o M N+1 N+1
Done [(U-0, (@)= 3, (M=) +2t)< L0220
k=N+1 -z

ze [0,1[ étant donné, on choisit dans cet ordre » >1tel que 0 < rz <1. Ensuite, on prend M > 2 tel que

M(}’Z)N+1 + ¥

P(A(M,r)) > 1—% . Enfin, on choisit N (qui dépend de z ) tel que 1
-z

€ .\
< 3 (cette derniere
quantité tendant vers 0 lorsque N tend vers I’infini).

On a prouvé que si w € A(M,r), alors |(U—UN)(a))| <§. Donc (|U—UN| >§j c A(M,r)
Donc P[|U—U1V|>§jSP(A(M,r))S%.

Donc avec (1) pour z assez proche de 1, 0< P(|(1-2)f(2)-1|> &) < P(|U—UN| > §J+P[|UN| > %) <a.

Donc par définition de limite, | V& > 0, lim P(|(l -2)f(2)- 1| > 5) =0
z>1"

Exercice 20 (Oral ENS 23, Maxime,5) : soient n >3 points M,..., M dans le plan. Pour chaque couple de
points, on lance une pi¢ce qui donne Pile avec probabilité p ] 0,1 [ . Si on obtient Pile, on trace une aréte entre
les deux points et si on obtient Face, on ne fait rien. On note 7,,la nombre de triangles ainsi formés.

Pour i # j,onpose X, ; =1silespoints M, et M, sontreliés, et X, =0 sinon.

On pose a, = 3 p .

1) Déterminer I’espérance de 7,,.

1

a

n

2) Montrer que Ve > O,P[

> g] - 0.
n—+ow
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Ind :
1) Poserpour 1<i<j<k<n Y, 6 =X, X, X, etutiliser lalinéarité¢ de ’espérance.

2) Majorer a I’aide de la variance de 7. Expliciter cette derniére, et remarquer que de nombreux termes
sont nuls, et que les autres sont majorés par 1. En déduire une majoration de V' (7).

1) Onpose F = {(i,j,k) = [[1,11]]3 A<i<j<k< n} .Pour (i,j,k)e F,onpose ¥,,, =X, X X, .
Ainsi, il y a un triangle entre les points M,,M ;, M, si et seulementsi ¥, =1.
Deplus, ¥, =X, X, X, ,donc ¥, (Q)={0,1} et

Y] J

P(Y,,, =1)=P((X,, =) (X, =1) (X, =1))= pety,, ~B(p)

Onaalors 7, = Z Y

i,j.k
(i.j.k)eF

Par linéarité de I’espérance, E(T,)= )| E(wak ) = card(F).p’

(i,j.k)eF

Or card(F) = [Zj (choisir un élément de F revient a choisir un triplet d’éléments de [[1,]).

Donc|E(T,) =a, :(n]ﬁ

T
S
a

n

>& :P(

T -a

| > gan) (les deux événements sont égaux donc ont méme

2) Soit £>0. P[

probabilité).

SR

&g a

n

. V(T
Donc par Bienaymé-Tchebychev, P[ > 8} < E ”2)

n

On cherche a majorer V(7)) V[ >y f’*j’

(i, j.k)eF

V(T,,)=E{[ > YU—[E[ > YB: > X (BT ) - E(Y,0)E(Y )

(i,j.k)eF (i,j.k)eF (i,j.k)eF (i',j'k"\eF

Dose ¥(1)= T3 cov(¥,, 1),
(i,j,k)eF (i',j'k)eF
Orpour (i, j,k)eF et (i',jkYeF,Y =X X, X, etY .. =X, X, X, sontindépendantes

J J

lorsque i', j',k" ¢ {i, j,k} d’aprés le lemme des coalitions. Dans ce cas, cov(Y,.!‘/.!kY,!‘/..!k,) =0.
(@)=Y, .. (@)={0.1},
JE(Y )< EM =1

i jLk'
On majore donc tous les termes de la somme qui ne sont pas nuls par 1.

V()= > Y eov(Y o) > X 1+ > > 0+ y >
(1,1 R (] K )eF e (L ReF (LTVF (L eF (L) KVeF (L j ek (b ke
i=i' J=J' k=k'

De plus, dans tous les cas, comme Y,

ij.k
COV(Y[,‘/',/(Y;",/",/(') = E(Y;/k YL//( ) _E(Y

i)k

Donc ¥ (7,)<3 ). n’ caronamoins de nchoix possibles pour j'et k' lorsque i=i".

(i,j,k)eF
3n’ -1)(n-2 :
Donc V' (T,)<3n’a, et P||=—1|>¢ |< 2n .Or anzM - L
a, £a, 6 n>+o 6
On a donc bien V£>O,P(—"—1 >g] -0
an n—»+w
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