DM 3 : corrigé

Probléme 1 : Soit (a,),., une suite de réels strictement positifs.

On lui associe la suite (p,) définie par p, :Ha ‘-
k=1

On dit que le produit Ha . converge si et seulement si la suite (p,) converge vers une limite finie non nulle.
k=1

Dans le contraire, on dit que Ha . diverge.
k=1

+00

En cas de convergence de la suite (p,), sa limite est notée Ha . et s’appelle valeur du produit Ha ‘-

k=1 k=1
N L 1 L p n! 1
1) Pour ne N, on calcule = l-——— |= = = .
) Pa H( p+lj H(p+l] (n+1)! n+1
1
Donc p, 1——) —> 0et (1——} diverge|.
H( p+1 n—>+0 g p+1
n 1 2 n 1 2
2) Pour neN’, oncaleule p, =[] |1- 11 Pa2p 11211 (2+p)[H j .
p=1 (p+1) p=1 (p+1) p=1 p=1 +p
(n+2)!
Donc p, :ln (n ) = Ln+2 - l;tO.

((n+1)1)° 2 n+ln=2

2
Donc t 1- ! converge. De plus ﬁ 1- ! :l
pal (p+1)2 . ’ p=1 (p+1)2 2

3) On suppose que Ha . converge. On pose pour 7€ N "

k=1

D, Ha , - Alors B _ a, . Il vient alors
k=1 Py

. c
p, > ceR ,donc izan - —=letla, — 1|

n—-+owo p L n—>+o n—+o0o
n—

|La réciproque est fausse| conprend a, =1-

— 1 et pourtant avec 1), H [l—%) diverge.
p+

n+1114>+oo p=l

n 2 n n
4) SoitneN".On calcule p, =] J(1- 2) H(4k —) = ! [ [@k-D[J2k+1).
k=1 4k o 4k 2% (n') k=1 k=1

or [J@k-D=1*3*.%Q2n-1)= (22”) etH(2k+l) 3% *(2n—1)* (2n+1)_(2”+) en multipliant
I’l.

k=1
dans chacun de ces deux cas en haut et en bas par les termes pairs.

m@n +1)((2n)))

Donc|p, =




n 2n
La formule de Stirling donne n! ~ (ﬁj \2n7 , etainsi 2n)! ~ (ﬁj 4nrw

n—>+o\ o n—to\ e

1 2 (2n+1)(4nr) 8n’x
D - _(2n+1)((2n)) = ~ :
onc pn 24’1 (n!)4 ( n+ )(( n) ) (2}’!7[)2 n—>+w 4n27[2

Donc |(pn) converge er H(l— 2 kz %

5) Soit (a,),., une suite de réels strictement positifs

a) On procéde par double implication. On suppose que le produit Ha . est convergent. Soit N >1. Alors
k=1

N N N
Zln(ak) =In (H akj , avec Hak > 0. On sait que le produit est convergent, et en passant les
k=1 k=1

k=1
+o0 +0 +o0
inégalités a la limité, | [, > 0. De plus, par définition, [ [a, =0, donc [ ]q, >0
k=1 k=

k=1

k=1

N
Ainsi, Zln(ak ln(Ha,j - ln(HakJ,donc Zln(ak)converge.

Réciproquement, si Zln(a ) converge, alors Hak —exp(Zln(ak)J - exp(Zln(ak)j Donc

k=1 k=1

H a, est convergent et on a bien Ha . est convergent si et seulement si la série Z In(a,)converge.
k=1 k=1

b) Pour peN", onabien a, ={[p=p"">0.Alors ln(ap)zéln(p).

Pour p>3, —]n(p) >—2>0, et comme Z diverge, Zln(ap) diverge.
p

pzl p=1

Donc avec 5a), H{/; diverge.

p=1

6) On considere une suite (U,) de réels strictement supérieurs a —1 .
a) On procede par double implication.

On suppose (P1) . Alors le produit infini H(l +U,) converge.

nxl

On en déduit avec 5a) que Zln (1+U,) converge.

En particulier, ]n(1+U) - 0,donc 1+U, - letU, - 0.

Donc In(1+U,) ~ U Comme VneN ,U, >0, on en déduit que la série ZU converge et (P2)
n— nx1

est vérifiée.
On suppose (P2) . Alors ZU converge, donc U, — Oet In(1+U, ) ~ U Comme

n—+0
nxl

vneN,U, >0, Zln (1+U,) converge et H(l +U,) converge. .

nxl

On a bien|(P1) et (P2) équivalentes si VneN",U, > 0|




) +L. On sait déja que Zldiverge, De plus, Z(_D

\/; 2n w1 21 n>1 \/;

alternée, et (— est décroissante et tend vers 0. Donc avec le théoréme spécial sur les séries alternées,

b) On suppose que VneN',U, = est

I

z U, diverge.

nxl

D"

) +L >0 (en effet 1+——==2>0). On sait avec 5a) que

\/;211 \/;

H a, est convergent si et seulement si la série Z In(a,) converge.

nxl

De plus, on pose pour neN" a, =1+

On étudie donc V, = ln(l+ )] +L]

ﬁ 2n

1 1 1
On sait que In(1+u) = u—=u? +—u’ +o(u’) = u—=u* +O(*).
que In(l+u) = u——u+u’ o(u') = u—u*+0(u’)

Ici, u= (\_/Q +2L, u’ ";wl+0(%ja u’ HZMO[ 31/2)
n n n n n

Donc V, =In 1+ﬂ+L = ﬂ+O(%j
\/; 2n |n—o+e \/; n
1

-1)" 3
Or Z( ) converge, et comme E> 1, ZO(—j est absolument convergente, donc convergente.

3/2
n>1 n n

Donc Z In(1+U,) converge et H (1+U,) converge|.

n=1

nxl

‘Le résultat du 5a) devient faux si on ne suppose plus VneN',U, > 0|

7) On suppose dans cette question que la série ZU , converge.

a) On procede par double implication.

On suppose que H(l +U,) converge.
nxl
On en déduit avec 5a) que Zln (1+U,) converge.
En particulier, n(1+U,) - 0,donc 1+U, > letU, — 0.

Donc In(1+U,) = Un—%(Un)2+o((Un)2).Onnote W, =n(1+U,)-U, :—%(Un)2+o((Un)2).

Alors ZIn (1+U,) converge et ZU , converge, donc Z W, converge aussi.

n
n—>+00

Oor W, ~ —%(U" ), et (—%(UW )zj est de signe fixe. Donc Y U’ converge.

Réciproquement, si Z:Un2 converge, alors ZWn converge. Comme ZU}I converge, U, — Oet

n—>+o0

In(1+U,)=U, +W,, donc Zln (1+U,) converge et H(l +U,) converge.

nxl



Ainsi,

le produit H(l +U,) converge si et seulement si la série ZU 2 convergel.

nzl1

On suppose ici que Z:Un2 diverge. Soit Ne N".

Alors ZW diverge, et comme W, ~ ——(U )2 ,ona W _<0a partir d’un certain rang N . Pour

1

noteo QNN

n=N ,lasuite (§,) définie par S, ZW est décroissante et diverge. Donc S, ZW — -0,

k=1

n—>+o0

Donc ln(ﬁ(1+Uk)] Zln(1+U) ZU +ZW - -,

Donc | P

b) On suppose que la série ZU est absolument convergente. Alors U, — 0, donc U = o((

k=1

H(1+U) -0

n—>+x0

n—>+o0

Or (|Un|) est de signe fixe et Z|Un| converge, donc Z:Un2 converge.

Avec 7a), H(l +U,) converge,.

n=1

¢) [On considére pour ne N U, =

>—l> 1

ZJ_

Avec le théoreme spécial sur les séries alternées, ZU,, converge.

nxl

1 .
Pourtant, (U, )2 e et Y U, diverge, donc avec 7a), [ [(1+U,) diverge.

Finalement, si on ne suppose pas Vne N ,U, >0,onn’ani (P1)= (P2),ni (P2)= (Pl)

Probléme 2 (BECEAS 21) : pour tout suite réelle (U,), on notera ZU}I la série de terme général U,

n=1

+00

nz0

et ZUW la somme de cette série lorsqu’elle converge.

n=0

Partie A : Exemples de calcul explicite de reste.

n-l

1) On suppose que ZU" est convergente. On pose R, = ZUk = ZUk —ZUk .

Alors, lorsque 7 tend vers I’infini, ZU - ZU par définition de la convergence d’une série.

n=0 k=n

n—-l

5=0 nA>+oo

Donc |R,

ZU -0

n—+0

k=1

n—+0o

D)



2)

3)

x désigne un nombre réel non nul, de signe quelconque.
2n 2

v
a) On utilise la regle de d’Alembert en posant V, = >0 Alors 2L=— > 4
2n)! V.,  (2n+2)2n+1) o
Donc [la série Z est convergente|.
n>0
De plus, on sait que pour tout réel ¢, la série Z—' est convergente et que —= e.
n>0 2 n=0 M-
w0 x" 1+ (_])" oo n +o0 2p
Dés lors, ch(x) = (e te)= Ty PR Yt
n=0 n' n=0 n' p=0 (2p)'
n pair
+30 x2n
On a donc bien =ch(x
Zi (2m)! )
w X 2n 2
b) Par récurrence sur n € N*, on prouve P(n):" J. sh(t)dt".
k=n (Zk)' 0 ‘
X +o0 2k
e Pour n=1, on calcule Ish (Hdt =ch(x)-1= Z a0 , donc P(1) est vraie.
0 k=1

Soit 7 € N"tel que P(n) est vraie. Montrons P(n+1) .

On sait que kz 20! J;((xz_l) 2 sh(t)dt.

On effectue deux intégrations par parties successives (les fonctions concernées sont de classe C*).

av(t):(x_t) ] a(t):—(x_t) ]
On note (2n—2)! eton prend Q2n-1! -
b(t) = sh(t) b'(t) = ch(t)

Alors j% h(t)di = O+I%ch(t)dt.

Puis J{();i h(f) t—[—& ()} I((_—t)sh(t)dt:i+j(x 1) sh(tydt .

o 2n=2)! (2n)! 2n)! (2n)! (2m)!
) +o0 2k x )2”
On a donc bien /{Zn‘il 20! l. 2! sh(t)dt et P(n+1)est vraie.

. 2n 2
a) Onsait que arctan(x) ~ x,donc ¢, ~ ——— ~ —.
x>0 " no>to I’l4 + n2 4+ 2 n—+0 n3

2
Or ( j est de signe fixe, Z— converge d’aprés Riemann, donc Za" est convergente|.
n’

nx1 N nz0

b) On cherche P,Q sous la forme P(X)=X’+bX +cet Q(X)=X"+dX +e.

Alors P(X)Q(X)=(X"+bX +¢)(X* +dX +e)= X" +(b+d)X’ +(c+e+bd) X" +(be+cd)X +ce.

b-d=2

cte—-1=1
On veut donc b

,soitb:—d:I,puis{ ,soit e=c=1.

+d= e=c

On prend ainsi P=X>+X +1 et Q= X> — X +1. Réciproquement, ils conviennent{.




c) OnfixeyeR,.

On considere la fonction définie sur R par f(x) = arctan(lx_ Y J— arctan(x) + arctan(y) .
+ Xy

Elle est dérivable sur R, et fi(x)=122 == 1 - L

1 - +x

(lrx)” +( x—y ]
1+xy
2 2

Donc f'(x) = 1ty L Ity L o

(1+xy)2+(x—y)2 X _(1+x2)+y2(1+x2)_1+x2

Donc f est constante sur R, et f(y) =0, donc f est constante, nulle sur R, .

Donc |Vx,y € R_,arctan o)
1+xy

J = arctan(x) —arctan(y)|.

= arctan [Mj .

n
MJ 1+ P(m)Q(n)
Donc avec 3c¢), a, = arctan(P(n)) — arctan(Q(n)) .

Or Q(n+1)=(n+1)’ =(n+1)+1=n’> +n+1=P(n) et a, =arctan(Q(n+1))—arctan (Q(n))

d) Onreprend 3b) pour neN:a, = arctan(

Donc pour N >n, iak = ZN:(arctan(Q(k +1))- arctan(Q(k))) =arctan (Q(N +1))—arctan (Q(n)) .

k=n k=n

+o0
.. . . T
Donc en passant a la limite quand N tend vers 1’infini : Z a, = 3 arctan (n2 —-n+ 1)
k=n

V1 1 R 1 1
e) Onsaitquesi x>0, ——arctan(x) =arctan| — |. Donc » g, =arctan| — | ~ —-.
) d 2 ) [xj Z k (nz—n—i-lj 2

- n—+o pn

1 . 1 . <
Or [—j est de signe fixe, Z_z converge d’aprés Riemann, donc Z(Z a, j est convergente|

2
n n>1 1 n>0 \ k=n

Partie B : Exemples d’évaluation asymptotique du reste

1) Soit x € R. On procéde par disjonction de cas.
y ln(xn) _ In(n) 50

® Six>1. Alors soit ye]l,x[.llvient n

n nxiy n—>+ow
In 1 1 . 1
Donc Ingm) = o[—_j. Or (—] est de signe fixe, Z— converge car y > 1.
N n’ =

In(n
Donc Z (n) est convergente.

x
nx1 N

In(n) S

; € >0 .Comme ZL} diverge, ZM est divergente.

x X
nx1 N nzl1

e Six<l,alorspour n>3,

In(n . .
Donc ZLV) est convergente si et seulement si, x > 1.

nzl1




1
u'(t)y=-
i t)=In(t
a) Soit x >1. On veut calculer Ih%t)dt . On pose {u(’)t I;Ex), \% li .
/ v'(t) = V(1) = t
I-x
On constate que u(f)v(z) :Lln(j) — 0 (etque u(®)v(t) = ! ln(j) - ! ln(le)
l—x t7 1o l-x t7 —al-x a"
Donc par intégration par parties : I In(r) dt = ! ln(le) + ! J‘ tdt .
A x—1a" x-1¢
2 “Z In(t a " (1+(x-1lna
DoncJ.ln(t)dtz ! ln(le)+ ! 2Lﬁ}.Onadoncbien jng)dt: (¢ 2) )
o x=la™  (x-1) & ¢ (x-1)
In(¢)

b) On effectue une comparaison série-intégrale. On pose f(¢) =—— pour € [3,+oo [ .
t

! (") = xt"" In(¢)
Alors f'()=t——— =

t2x tx+1

(I-xIn(r)) <0 car xIn(r) > xIn(e) >1.
Donc f est décroissante sur [3,+oo [

k+1 k
On fixe N >4.Pour 4<n< N, il vient pour ke[[n,N]] : If(t)dtﬁf(k)ﬁ Jf(t)dt.
k k-1
N+1 N

Donc en sommant I f(@®)de < Zf(k) < jji fde Q).

k=n

Or f est continue sur [3,+o[ etsi ye|Lx[, t}'@:m — 0,donc f(t) = 0[:7),donc fest

t 177 1o

intégrable en +oo .

, : T i L ((; ¢ In(t
Dés lors, en passant I’inégalité (1) quand N tend vers I’infini, il vient J.%dt <r < j %dt

n n-1

nH(l—i-(x—l)lnn) n' ™ 1nn
(x—1)2 nsso (x—1)

De méme T In(r) dt = (n-n" (1 +(x—1)In(n- 1)) _n " In(n-1)
’ * (X - 1)2 n—>+o0 (x _ 1) :

n-1

. Tln
¢) On sait avec 2a) que J (f) dt =
o1

Comme ln(n—l):ln(n(l—l)j — In(n)+o(In(n)) ~ In(n), Th;(f) g - G
n n—>+0 71

n—>-+0 nore (x—1)

. In(n
Par théoréme d’encadrement sur les équivalents, |7, #H
n—>+0 ( xX— 1) n

In(n)

—- est de signe fixe, et avec 1), Zrn converge si et

d) Avec ce dernier équivalent, comme
x—1n n=1

seulementsi x—1>1.

< In(k . .
Donc Z(z nk( )j est convergente si et seulement si x > 2

x
nzl \ k=n




Partie C : Restes de séries alternées

1) Tout d’abord, comme f est décroissante sur [O,+oo [ ,ilvientpour t>0 : f(#)— f(t+1)>0. Comme f
SO - f@+])
S

On applique le théoréme des accroissements finis sur [¢,7+1] ( f est bien continue sur [7,7+1], dérivable

JS@O-fe+D) .,
ey @

Comme f est convexe, f'estcroissante, donc f'(c)= f'(¢) et f()—f(+D)==f"(c)<-f'(?).

1< LO=S+) [0
/@ /)

est positive strictement, on a bien 0 <

sur |£,0+1[, & valeurs réelles). Il existe donc ¢ € | £, +1]tel que

Comme f est positive strictement, on a bien

2)
a) On utilise le théoréme spécial sur les séries alternées. La série ZU,, est alternée puisque f est

nz0

positive. De plus (|Un|) = ( f (n)) est décroissante et de limite nulle. Donc ZU,, converge|.

nz0

b) SoitneN. Alors r, = ZUk = Z(—l)k f (k). On effectue un changement d’indice en posant p =k —n
k=n k=n

+00

Alvient 1, = 3 (1™ f(p+m) = (=)' S 1 f(pm).

p=0

Donc||r,|= 3 (=" f(n+ p)

On fixe ne N et il vient :

+00

=Y D S p) = S ) = XD (Ot p D= 0+ ).

p=0

|7;1|— rn+1

Onpose alors V, = f(n+p—-1)— f(n+ p)pour p=>1.

P
On cherche a appliquer le théoréme spécial sur les séries alternées.
Comme f est décroissante, on remarque que ¥, 0. De plus, comme f est de limite nulle en +o,

V, — 0.1lreste a prouver que (V,) est décroissante.

p—r+o

Ve =V, =2f(n+p)=(f(n+p=D+ f(n+p+D).

1 1 1 1 1 1
Or par convexité, beR,, —a+—b|=f|—a+|1-—=|b|<— +—f(b).
r par convexité, pour a,b € f(za 5 j f(za ( 2) ] 2f(a) 2f( )

On I’applique pour a=n+p—-letb=n+p+1.

On obtient V,,, =V, <0, donc (V,) est décroissante.
Donc avec le théoréme spécial sur les séries alternées,
<il= s~ f(n+D).
<fm)=f(n+1)

r

n

—|r,.,| est du signe de ¥, , donc positif. De

I)llls’ ’; nz+1

On a donc bien |0 <

rn rn+1




3)

¢)

d)

b)

g r N r . ro. r *
On utilise de nouveau le théoréme spécial sur les séries alternées. Tout d’abord, pour n e N,

+00
r, = ZU ., estle reste d’une série alternée : il est donc du signe de U, =(-1)" f(n), donc Zrn est

k=n nxl

aussi une série alternée. Comme Vn e N,0 < |r" | =7l

(|r" |) est décroissante et de limite nulle

comme reste de série convergente. Donc Zrﬂ est convergente|.

nz0

On suppose que le quotient J (:) tend vers 0 quand le réel ¢ tend vers I’infini. Alors avec (1), par
encadrement, SO= D) —> 0. Or avec 2b), 0< Il Vo < f(n) Slnt ). Donc par
fy o S (n) S (n)

rn - r;Hl ~>+v:0(f(n))
De plus, 7, = ZU =U, +r,,, ,donc comme r, est dusignede U, =(-1)" f(n),
donc (-1)"|r, |= (-1)" f(n)+(—1)"” roals puis || = f() =],
Donc 2|r | = o iwf(n)+0(f(n)) .
U

Donc 2|rn ! r,o o~ —

n—>+o )
On suppose x <0. Alors w =n"In(n) > +o,donc ZL est grossi¢rement

n n—>+0 1 n

divergente.
On suppose x > 0. On pose f(¢) = t(t) pour t € [1 +oo[

1(t*) —xt"" In(¢)

Alors ()=~ =t—+1(l—xln(t)) .Donc f(t) <0< t>e".

t2x

r . 1/ \ . ..
Donc f est décroissante sur [e Y+ [ , & valeurs strictement positives.

De plus, f"(t):txlﬂ( tj (1=xIn() (=1 _r’}”( X+ (xIn() - (x+1)) .

Coa 1
Pour ¢ >¢*", il vient f"(f) >= s (—x+(x+1)=

¥ oo [ , décroissante, a valeurs strictement positives, de limite nulle en +oo .

f est convexe sur [e
Onnote N = LeZ/'”J +1

Donc avec les résultats de C2), comme la nature d’une série ne dépend pas des premiers termes, on

D'Inn
conclut que ZL a méme nature que Z L et est convergente.
nzl n nzN n
(-1 Inn
Donc | ) ———— est convergente si et seulement si x > 0.
nzl n

On utilise C2d) : L0 =1 (1-x1n<r>)=i.[L_xj 0
f(t) r ]Il(t) t ln(l‘) t—>+o0



Z( 1) nk U,

n—+0 )

Donc pour n= N, r,

Z( 1) Ik (=)"In(o)

Donc
n—+ow 2;,1
On pose U, = ( ()1) pour n>2. Alors
U,,=(_1) ! - _ &y (1+0[ D ) +0[i2).
n [1+(—1)j n n n n
n

-1)" - - . .
Or Z( ) converge avec le théoréme sur les séries alternées, et si W, = O( j alors Z

n—>+0
n=1 n n>1

converge absolument, donc converge. [Donc ( 1)’1 ———— est convergente|.
n=2 n+

(Gl VA GtV S Gl A Gl V
n+(-1)"  n  a+(=D)"  n
D" o oD DT 1

n

n Sk (n(-1))n

On écrit U, =

On note V, =

Si on note pour ¢ >0 :f(t):%,il vient f'(t)——t— "= 2i>0
JAORIN

£ est strictement positive, convexe, de limite nulle, décroissante et 0
1) 1—+>

Donc avec C2d), ZVk - ey , donc ZV = ﬂ+o(lj
k=n

n—>+o  2pn = n—>+0  Qp n
1 1 1 1 1
<

De plus, >2, < _—
© PIus, pour (n+1)n " (n—l)n n (n+1

. 1
Par théoréme d’encadrement sur les équivalents, ZW ~ —et ZW = ——+o[ j

n—+o p n—+0o n

Donc en sommant, » U, = ﬂ-}_o(lj ot ZU _ 2+
n

o n—>+o0 2n LI 2n

or 2tCED" (-1

. L I .. -
est de signe fixe (négatif), Z— diverge et Z converge avec le théoréme sur les

n nx1 1 nxl1

24+(=1)" . . (=D

séries alternées. Donc Z diverge et |la série de terme général Z a
nxl n k=n

- est divergente
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