10-Intégrales a parameétres

Onnote K =Rou C. [ estun intervalle de R, non vide et non réduit a un point.

Objectif : étudier des fonctions de la forme suivante :

o f(x)= T arctan(t)e 'dt
o L(f)x)= T f(t)e'dt (transformée de Laplace).

o F(f)x)= [ f(&)e™dr (transformée de Fourrier)

On s’intéresse a leur existence, leur continuité, leur dérivabilité et leurs limites aux bornes.

A) Rappels sur les intégrales

1) Convergence des intégrales généralisées.

Soit 7 un intervalle quelconque de R. Soit f:/ > K

Rappels : Une fonction f estintégrable sur / si et seulement si elle est continue par morceaux

sur [ et que J | f (t)|dt est convergente.
I
Si f estintégrable sur 7, alors I f(t)dtest convergente.
1

Pour une fonction a valeurs positives, I’ intégrabilité équivaut a la convergence de J f(dze.
I

Intégrales de référence : soit @ € R. Alors :

1 o . :
® —— estintégrable en 0" si et seulement si o <1
t

1 o . :
® t—> — estintégrable en + oo si et seulement si a >1
t

e > In(¢) est intégrable en 0.

a

e Soit aeR. Alors t > e~ “ estintégrable en +oo si et seulement si & >0.

Outils pour étudier P’intégrabilité (*) : on s’intéresse a I’intégrabilité¢ de fsur [ = [a,b],
Iz]a,b], 1=[a,b[ou 1=]a,b[.
1) On commence par dire que f est continue (par morceaux) sur / .

2) On étudie ce qui se passe aux bornes ouvertes de 1’intervalle. On peut :
- Utiliser une majoration : V¢ e 7,0 < |f(t)| < g(t) et g intégrable sur 7, alors

f est intégrable sur [ .



- Utiliser une comparaison :
= Si f(x) = g(x), gest intégrable en b si et seulement si [ est
X—>

intégrable en b .
= Si f(x) :ho( g(x)) et g est intégrable en b, alors f est intégrable en

b.
- Si beR’, étudier I’intégrabilité en b en posant u =b—h, pour se ramener a
I’étude en 0 de 4+ f(b—h). Demémesi aeR enposant u=a+h.
3) On peut aussi faire une intégration par parties ou un changement de variable.

Exemples :
1) Onposepour xe R’ : f(x)= _[ cos(t*)e *dt . Montrer que f est bien définie sur R” .
0

2) Pour xR, onpose h(x)= I

—0

arctan (¢* + x°)

i r dt . Montrer que 4 est définie sur R.
+t

2) Le théoréme de convergence dominée et applications.

Théoréme de convergence dominée (*, admis) : soit / un intervalle quelconque. Soit (f)),_y
une suite de fonctions de / dans K et f:/ — K On suppose :

1) (f,),.y converge simplement vers f sur /.

2) il existe ¢ intégrable sur [telle que Viel,VneN,

fn(f)|3(0(t) (hypothése de

domination = hypothése clé).
3) Les f, et f sontcontinues par morceaux sur / (hypothese accessoire).

Alors les f, et f sont intégrables sur [ et J f@dt —> _[ f(@)dt
It n—+o0 7

1
Exemple : limite et équivalentde I, = jt” ln(l +t" )dt (poser u =t").
0

Remarque : dans tous ces exemples, on fait tendre le parametre entier n vers +oo. On veut
étendre cette idée et étudier ce qui se passe quand un parametre réel x tend vers +oo

Rappel : caractérisation séquentielle de la limite : soit a un point ou une extrémité

(éventuellement infinie) de /et f:7 —>R. Soit be ]Ru{—oo,Jroo} Alors  f(x) > b si et

seulement si pour toute suite (xn) d’éléments de 7 tellequex, — a,onaf(x,) = b.
n—+oo

n—>+0

Ainsi, pour montrer f(x) — 0, il suffit donc de montrer que pour toute suite (xn )qui tend
X—>+0

vers +oo,ona f(x,) > 0
X+

0



Théoréme de convergence dominée a parametre continu (*) : soient A4,/ deux intervalles

et . . . . AxI —> K
de R et a une extrémité, finie ou infinie, de 4 . Soit g : . On suppose que

(x,0) > g(x,1)
o Viel, g(x,t) ¢ (1)

e Pourtout xe 4,t+> g(x,t) ett — I(¢) sont continues par morceaux sur / (accessoire)
g(x,0)| < (1)

o [l existe une fonction ¢ intégrable sur [ telle que V(x,¢)e Ax1,

Alors /est intégrable sur 7 et j g(x,t)dt - jZ(t) dt .
1 1

Preuve : avec la caractérisation séquentielle de la limite. On prend une suite (x,) qui tend vers

a etonpose g, (¢)=g(x,,t) et on applique le théoréme de convergence dominée.

Remarque : si 4=, et qu’on étudie la limite de f(x) = J.g(x, t)dt lorsque xtend vers +oo
1

, il suffit d’avoir la domination pour x & [c,+oo[, avec > 0.

Exemples (¥) :

1) Pour xeR, onpose h(x)= I

—0

arctan (¢* + x°)

i r dt . Etudier la limite de /(x)en +oo.
+

+o

2) Déterminer la limite et un équivalent de f(x) = J.cos(tz)e"”dt en +oo. On trouve
0

1
f(x) ~ —enposant u =xt ou avec une [PP.

X—>+0 X

B) Intégrales a parameétres

Dans ce paragraphe, A et I sont deux intervalles de R et g est une fonction définie de 4x [
dans K =Rou C.

1) Continuité des intégrales a parametres :

Théoréme de continuité des intégrales a paramétre (*) : On suppose que :
1) Pourtout re/l, x > g(x,t)est continue sur 4 .

2) 1l existe une fonction ¢ intégrable sur [ telle que VxeA,VteI,|g(x,t)|S(p(t)

(domination, hypothése clé).
3) Pourtout x € A4, t > g(x,t)est continue par morceaux sur / (accessoire).

Alors la fonction f :x — j g(x,t)dt est définie et continue sur 7 .
J

Idée de preuve : Avec la caractérisation séquentielle de la continuité.
Onprend a € 4 et (x,) une suite d’éléments de A4 qui converge vers a.

Alors f(t)=g(a,t) et f,(t)=g(x,,t) et on applique le théoreme de convergence dominée.



Remarques :
X

+1

e T’hypothése de domination est nécessaire : on prend f(x) = j > dt.Ona f(0)=0
X
0

T :
et f(x)= By si x >0, non continue sur R .

e La continuité est locale. Il suffit donc d’avoir I’hypothése de domination sur tout
segment de A4 ou sur des intervalles qui « recouvrent » 4.

Exemples (¥) :
1
1) On considere f(x)= j cos(\/g ) dt . Montrer que f est définie et continue sur R .
0

+0o0 —xt

i e e . .
2) On considere f(x)= _[ . dt . Montrer que f est définie et continue sur R, .
t+
0

=

3) Soit enfin f(x) = f %

0

dt . Montrer que f est définie et continue sur R.

2) Dérivation des intégrales a paramétres :

Définition : pour ¢ € I fixé, on pose h(x) = g(x,?).
1) On dit que g admet une dérivée partielle par rapport a sa premicre variable si et

. . 0,
seulement si /4 est dérivable en x et on note 4'(x) = a—g(x, t)
X

k
2) Soit k e N". Lorsque 4 est k fois dérivable en x, on note 2 (x) = ZTg(x, f)
X

Théoréme de dérivation des intégrales a parameétres (*) : On suppose que :
1) Pourtout xe 4, t — g(x,¢)est intégrable sur I .

2) Pourtout tel, x+> g(x,t)est C' sur 4.

3) Il existe une fonction ¢ intégrable sur [ telle que Viel,Vx e A4, Z—g(x,t) <o) .
X

0 . .
4) Pourtout xe 4, t— a—g(x,t) est continue par morceaux sur [ (accessoire).
X

Alors la fonction f :x — Jg(x,z) dt est définie et C' sur 4. De plus, f'(x)= Ig—g(x,t) dt
X
1

J

Remarque (*) : 1l suffit d’avoir I’hypothése de domination sur tout segment de 4 ou sur des
intervalles qui « recouvrent » 4.



Exemples (¥) :

ixt

e
1+7

1) On considére f(x)= I dt . Montrer que f est définie et C'sur R.
0

2) On considére f(x)= _[ arctan(r)e *'dt . Montrer que fest C'sur R, et calculer f'.
0

+o0

3) Soitenfin f(x)= I

0
Utiliser [sin (xt)| <|x]|.

sin (xt)
t(1+1%)

dt . Montrer que f est définie et C'sur R.

Théoréme (*) : Soit n € N*. On suppose que :
1) Pourtout tel, x+> g(x,t)est C" sur 4.
o .
2) Pourtout k e [[O,n — 1]] ,pour toutxe 4, t— a—‘;g(x,t) est intégrable sur 7 .
X

n

0'g
Jt
P (x,7)

3) Il existe une fonction ¢ intégrable sur [ telle que Vi e l,Vx e 4, <o(t).

0"g

n

4) Pourtoutxe 4, t+— (x,1) est continue par morceaux sur J (accessoire)

Alors la fonction f :x — I g(x,t)dt est définie et C" sur 1.
J

k
De plus, Vk e[[Ln]. f“(x)= Z—f(x, t)dt
X

J

Remarques :
e pour montrer que f est C*, on prouve qu’elle est C" pour tout entier naturel n e N".

e Les conclusions restent valables quand les hypothéses de domination sont seulement
vérifiées sur tout segment de A4 .

Exemple : transformée de Fourier. Soit gcontinue sur Rtelle que Vke N,z t*g(t)est
intégrable sur R.

+0oo

Soit f(x)= J. g(t)e™™'dt. Montrer que f est définie et C” sur R . Calculer ses dérivées.

—0

+o

Exercice (*,PV) : On pose I'(x) = J. t"'e7'dt avec xeR.
0
Déterminer le domaine de définition D de I' et montrer que I' est continue sur D.

En plus :
1) Calculer I'(n) pour neN".

2) Montrer que I" est C” sur ]0,+oo[ et préciser T (x) pour ke N" et x € ] 0,+00 [



