Algébre : Préparation aux Oraux 2026

Séance 1 : Mardi 19 Mai

Cours : revoir tout le chapitre 2

Exercice 1 (oral IMT 25, Estelle,2) : Soit £ un espace vectoriel et u € L(E). On suppose
u>—5u—-6Id, =0, . Démontrer que ker(u+1d,)@ker(u—6ld,)=F .

L(E)
Ind : procéder par analyse et synthése.

On procede par analyse et synthése pour montrer Vx € E,3!(a,b) e ker(u +1d, )xker(u —61d,),x=a+b.
Soit x € E ; soit (a,b) € ker(u + 1d,,) < ker(u — 61d,,) convenant.

a=x-b a= Sx—u(x)
x=a+b . 7
Alors , donc u(x)+x, puis *).
u(x)=—a+6b b=—"— u(x)+x
7 p=EEE
7
On a donc unicité si existence.
Faisons la synthése : soient @,b donnés par (*).
6u(x)—u’(x) _ 1w’ (x)+u(x)

Alors x=a+b, u(a)= —a et u(b) = =6b.

On a donc bien (a,b) € ker(u+1d, ) xker(u—61d, ) .

On peut conclure : [Ker(u + Id,) ®ker(u —61d,) = E |

Exercice 2 (oral IMT 25, Léo,2) : Soit 4 € M, (R ) une matrice de rang 1 telle que A =0.

01
Est ce que 4 est semblable a B = {O Oj ?

Ind : prendre a canoniquement associ€¢ a 4 et chercher une base dans laquelle la matrice de a est B .

On prend a canoniquement associé & 4 . Soit v une base de Im(a). Soit u € R? tel que a(u)=vComme
A>=0,onaaussi aoa=0 et Im(a) < ker(a).Donc a(v)=0.

On prouve que C = (v,u)est une base de R? : comme elle contient deux vecteurs, il suffit de prouver qu’elle est
libre. Soient @, f € R tels que au+ v =0.Alors on applique a : av=0.

01
Onadonc @ =f=0 et C=(v,u)est une base de R telle que M (a)= [O 0] .

01
AetB= (0 OJ représentent a dans deux bases différentes : elles sont semblables|.

Exercice 3 (oral CCINP 25, Emma). Soit n>2 etde M, (R), telle que 7r(4)#0. On considére
@:{M” (®) > M, (R) .
M — Tr(A)M —Tr (M)A
1) Montrer que ® est un endomorphisme de M, (R) .
2) Montrer que ker(®)=Vect(A).

3) Montrer que Im(®) c {M eM,(R),tr(M) = 0} =FE.



4) Montrer que Im(®)=E .
5) @ est-clle diagonalisable ?

Ind :

2) Par double inclusion.

4) Montrer 1’égalité des dimensions.
5) Calculer ®(M)lorsque M € E .

1) Tout d’abord, on a bien ®: M, (R) —» M, (R) . Soient M,N e M, (R). Soit LeR.
(D(M +/1N)=Tr(A)(M+/1N)—Tr(M +/1N)A=CD(M)+A©(N),avec la linéarité de la Trace.

Donc ‘CD est un endomorphisme de M, (R) ‘

2) On procéde par double inclusion. Soit M € Vect(A4).Soit Ae R, M =14.
Alors ®(M) = ATr(A)(A—A)=0,donc M € ker((I)) .
Tr (M)

Soit M eker(®). Alors Tr(A)M =Tr(M)A . Comme Tr(4)#0, M:WA,donc M eVect(A).
r

On a donc bien ker(d)) =Vect(A) |

3) Montrons que Im(®) < {M eM, (R),tr(M)= 0} =E . Soit N € Im(®) . Alors il existe M € M, (R)
telle que Tr(A)M —Tr(M)A= N .Donc Tr(N)=Tr(A)Tr(M)—Tr(M)Tr(4)=0.
On a donc bien N e {M eM (R),ir(M)= o} = Eet|Im(®) {M eM (R),ir(M)= 0} =E

4) On souhaite montrer que dim(Im(GD)) =dim(E) . On utilise le théoréme du rang. Comme
ker (®) =Vect(4), dim(ker(CD)) =1, donc dim(Im(CD)) =n*-1.
De plus, {M eM, (R),tr(M)= O} =ker(7r), et Trest une forme linéaire non nulle ( 7r (]n) =n#0,donc

son noyau est un hyperplan et dim(ker(T r)) =n"-1.

Donc dim (Im(®)) = dim(E) et d’aprés 3), |Im(®) = E

5) Onadéja ker(®)="Vect(A),donc 0 e Sp(®)et dim(E, (P))=1.
De plus, si M e Im(®) = E , alors ®(M) =Tr(A)M , donc M € Ey,, (®) et Im(®) < Ey,, (D).
Donc dim(E, (®))+ dim(ETr(A) (<D)) > n*, avec Tr(A4)#0

Or Z dim(E, (®)) <n*, donc Z dim(E, (®)) = n’ et|® est diagonalisable]
AeSp(®) AeSp(®)

Exercice 4 (oral Mines 25, Nino,4) : soit 4 M, (R).Pour X e M, (R), onpose f,(X)=tr(4X).

1) Montrer que f: A > f, définit un isomorphisme de M, (R) dans L(Mn (R),]R) .
2) Soit ge L(Mn (R),R) . On suppose V4,Be M, (R),g(4B)=g(BA).Montrer JaeR,g=aTr.

Ind :

1) Montrer avec soin la linéarité, puis I’injectivité en utilisant les matrices E, ; de la base canonique de

M, (R). Conclure avec un argument de dimension.

2) Utiliser la premiére question, et les produits de deux éléments de la base canonique.

1) On prouve tout d’abord que f: 4> f, estlinéaire. Soient donc 4,Be M, (R). Soit 4 € R. Soit
X eM,(R).Oncalcule f(4+AB)X)=fy,,5(X)=Tr((4+1B)X).



Donc f(A+AB)(X)= f,(X)+Afp(X)= (fA +ﬂf3)(X) .
On conclut f(A+AB) = f(A)+ A f(B) (égalité d’applications linéaires).

Donc comme VA €M, (R), f, € L(M,(R),R), on conclut que| f € L(M, (R),L(M, (R),R))

On prouve ensuite que f est injective : soit 4 € ker(f).Alors VX e M, (]R),fA (X)=tr(4X)=0+.

En particulier, pour X =E; ,,

Mais tr(4E, ;)= i(AEi’ Doy = iiAM (i )p =4;; (D] Done 4= (0).
p=1

=1 g=1

avec i, j €[l,n] : tr(4E, ;)=0.

Donc f est injective et I’espace de départ et d’arrivée ont méme dimension, égale & n” .

Donc| f': A+ f, définit un isomorphisme de M, (R) dans L(Mn (R),]R)

2) Soit ge L(M, (R),R). On suppose VA,Be M, (R),g(4B)=g(B 4).

Comme f est bijective, soit 4 e M, (R) telleque g = f,.

Onadonc VX e M, (R),g(X)=Tr(4X).

On cherche a utiliser la propriété¢ YU,V € M, ( R), gUV)= gV U)pour les éléments de la base canonique
de M,(R).

Soient i, j,k,/ €{1,2,...,n} . On calcule (Ei»/EkJ),,q = i(E”) (E“)

s pr rq

On utilise le symbole de Kronecker : ;, =1 si j =k et 0 sinon.

(ELEn), = 20,8,00,0, =8,0,0, =6 (EL),

i,p

Onconclut £, . E,, =0, E,, (les deux matrices ont les mémes coefficients). De méme, £, ,E,, =0,,E, ;.

i, j

Donc pour i # j : g(EE )=g(Ei,,)=A/,iavec 1.

Mais aussi g (E,E, ) =g(E, E,,)=g(0)=0,donc Vi j, 4, =0.

[ LT
De plus, g(Ei,jEj,i): g(Ej’l.E,,’j), donc g(Ei’l.):g(Ej,j) et 4,,=4, =aeR.

On en déduit que A=al, et VX e M, (R),g(X)=alr(X)

Donc|daeR,g=alr

Exercice 5 (Oral Mines 25, Jules,5) : On considére (a,..,a, )€ C", (B,,..8,)eC".
On suppose Vi, j €[Ln],a + B, #0.

1
a;+ B;

On note M € M, (C)la matrice telle que Vi, j € [[l,nﬂ,Ml—’j =

[T (@ -a)(5-4)

I<i<j<n

Démontrer que det(M) =

n n

HH("‘I'*'B/)



H(O‘l*ﬂi)

i#l
Ind : procéder par récurrence et considérer P(X) =

[T(x+5)

il

Effectuer une démonstration proche de celle de Vandermonde.

Tout d’abord, le résultat est vrai si les (¢ )1 <i<n

deux lignes identiques et le déterminant est nul) :
On procede par récurrence surz € N" et on prouve :

H(“l*ﬂi)

i#n+l

[Tx+5)

i#n+l

ne sont pas deux a deux distincts (en effet, la matrice possede

[T (&-a)(5-5)

1<i<j<n

H(n) :«si M eM, ((C) vérifie Vi, j € ﬂl,n]],Ml. ;= , alors det(M) = , ol
D al + ) n n
' HH(% + 'B/)
=1 j=1
les (a; )1 <<, Sont deux a deux distincts »
1
Pour n=1,onabien det(M)=——.
(e +5)
Soit n e N" tel que H (n) est vraie. Soit M M, ((C) telle que Vi, j e [[1,n+1]],Ml. ;= 5 avec les
> a-+ 0.
iR

(¢ )1 <i<ny deux a deux distincts.

1 1

e, (a +ﬂ1) (a +ﬂ1)
(a1 +ﬂ1) (al +:Bn+1) l;[ 1 il;—[l 1

: : 1
det(M) = =T : :

i i ) |

e e — i=l j=1 H(anH +ﬂ1) H (an-H +ﬂ1)
(anH + IBI) (an+l + :BnH) i#l i#n+l
n+l

en multipliant la i — émeligne par H(ai +ﬂj) pour 1<i<n+l.

H(a1+,6’,-) H(“ﬁﬁi)

i#] i#=n+1

1

n+l n+l

[T 1(«~5)

=1 j=1

On pose alors P(X) = . En développant par rapport a la

[Tx+5) [Tx+5)

i#l i#n+l
derniére ligne, on constate que PeC,[X].
De plus, P(al) =.= P(an ) =0 (il y a alors deux lignes identiques), donc P posséde n racines distinctes et

P:/IH(X—ak),avec 1eC.

k=1



On calcule P(—/,,,) : tous les termes de la derniére ligne sont nuls, sauf éventuellement le dernier. On

H(“ﬁﬂi) H(al+ﬂi)

i#l i#n

développe par rapport a la derniére ligne

1
P(-Bo)=—ri— H (B =Bur)

HH((Z,- +13j)lin+ H(an +B) H(an +5)

i=l j=1

i#l i#n

P(—ﬂ’nﬂ):%n B — H(ﬂn+1+a) H (a —¢; )(,B ﬂ) (dans chaque terme de la

i#n+l 1<i<j<n
I II I(ai+ﬂj)

=1 j=l1
i—eme ligne de ce dernier déterminant, il y a (f,,; +@;) que ’on peut sortir par linéarité par rapport a chaque

ligne, et ensuite on utilise H(n) ).

n ' P
Mais par ailleurs P(—23,.,,) = (-1)" ,11_[ (B, +,),donc A= D"P(- ﬂn+1)
= H (Brn+ i)
H (e )(8-53)
Ainsi, |det(M) = P(a, ;) /11_[(05,,+1 o) = det(M) = =

. [1iTes)

i=1 j=1

Exercice 6 (oral Mines 25, Violette,5) : Soit £ un K -espace vectoriel de dimension finie égale a n € N,
Soient u,,...,u, des endomorphismes nilpotents de £, qui commutent deux a deux.

Que vaut u, ou,o...ou, ?

Ind : procéder par récurrence forte sur 7 € N . Remarquer que si u,,....,u,,u,, sontdes endomorphismes
nilpotents de £, qui commutent deux a deux, alors F = Im(u
F>F

X u(x) '

) est stable par u pour k e [[1,n] etappliquer

n+l

I’hypothése de récurrence a v, = (i, ) :

On traite le cas n=1. On prend u, endomorphisme nilpotentde E . Si B = (e, ) est une base de £, alors

M = M ,(u,) = (a) est aussi nilpotente. Donc on peut trouver p e N” tel que M” =(a”)=(0), donc a = 0 et
u, =0 Ly ¢

On procéde ensuite par récurrence forte sur n € N’ pour prouver H (n) :

Si E estun K -espace vectoriel de dimension # , et que u,,...,u, sont des endomorphismes nilpotents de E,
qui commutent deux a deux, alorsu, ou, o...ou, =0, -
e Onaprouvé H(l).

e Soit neNtel que Yk <n, H(k)est vraie. Montrons H(n+1). Soit E un K -espace vectoriel de

dimension finie égale & n + 1. Soient u,,...,u,,u, ,, des endomorphismes nilpotents de E , qui

n+l

commutent deux a deux. Montrons que u, ou,o...ou, ou, =0, -
Soit alors y € Im(u,,,), Soit x < E tel que u,,,(x)=y. 1l vient pour k e [1,n]

u(y)=u, ou,,(x)=u,,ou,(x)elm,, ).

Donc F =1Im(u,,,) est stable par u,



Or F=Im(u,,,)cE.Si F = E ,alors u,,, est un endomorphisme surjectif en dimension finie, donc
bijectif et ¢’est absurde (en effet, Vp € N*,u?,, est bijectif, donc non nul, ce qui est exclu puisque u,

est nilpotent).
Donc dim(F)=k <n.

Si dim(F)=0, u,,, =0, etdonc u,ou,o..ou, ou, =0,,"-

Si dim(F) =k [1,n], on pose v, = (u, ), : pour k e [[1,n]. W,V sontdes

X u(x)
endomorphismes nilpotents de F, qui commutent deux a deux, Donc avec H (k) , on sait que
viovyoe.ov, =0, .

Doncsi xe E, U, oU,o..ou, ou, (X)=uou,o..ou, (um(x))) =0gcar u,, (x)eF.

On adoncbien u, ou,o...ou,ou,,, =0,, et H(n+l)estvraie.

On conclut que sous les hypothéses de I’énoncé, u, ou,o...ou, = OL(E)|.

Séance 2 : Jeudi 21 Mai

Cours : revoir tout le chapitre 5

4 1 1
1 4 -

Exercice 7 (Oral IMT 25, Nathan,1) : Soit 4=| i "-. . -, i|eM,(R),avec n>2.
: RN
1 1 4

1) A est-elle diagonalisable ?
2) Soit a e R . Quelles sont les valeurs de « pour lesquelles rg(A—al,)=17?

3) Déterminer les éléments propres de A4 .

Ind :

2) Séparerlescas @ =3 et o # 3.
3) Utiliser la trace pour déterminer la derni¢re valeur propre. Deviner des éléments de ker(4—A41,)

suivant les cas.

1) A est symétrique réelle, donc par théoréme spectral, elle est diagonalisable.
4-a 1 e 1
1 4-a ° :
2) Soit aeR. A—al, = ' :
: N 1
1 I B gy
Doncsi o =3, rg(A—al,)=1,etsi a #3, les deux premiéres colonnes de 4 -/, forment une famille
libre, donc rg(A—-al,)=2.
rg(d-al,)=1<a=3]

Finalement,

3) Toutd’abord, rg(A—-31,)=1, donc par théoreme du rang, dim(ker(A —3In)) =n—-1>0.
De plus, si on note (E,,...,E, ) la base canonique de R" = M, | (R), les (E —E;)y< j<, forment une famille

libre (n—1) vecteurs de ker(4—31,), donc une base de ker(4-31,) .



Exercice 8 (Oral CCINP 25, Alice,3) : Soit 4e M, (C) et ¢:

Enfin, comme A4 est diagonalisable (donc trigonalisable), 7r(A) = Z A* mult (/1) =(m-D)*3+x,0u x
AeSp(4)
est la derniére valeur propre de 4 . On déduit que 4n=x+3n-3,donc x=n+3.
Mais dim (ker(4—31,))+dim(ker(4—x/,))=n, donc dim(ker(4—x/,))=1.
1 1 1
On remarque que 4.| : |=(n+3)|:|,donc | :| estune base de ker(A—xI,).
1 1 1

n
Finalement : | Sp(4) = {3,n +3} . Ey(4)= Vecl‘((E1 -E; )ZSan) et E; 5(A4) = Vect[z E_I}
j=1

M,(C)—>M,(C)
M = MA+AM
1) Montrer que ¢ est un endomorphisme.
2) Soit M =XY",avec X,Y e M, (C)\{0}.
a) Montrer que M =0, .

b) Soit X estun vecteur propre de 4, et ¥ un vecteur propre de 4" . Montrer que M = XY estun
vecteur propre de ¢ .

3) Soit M e M, (C) telque (M )=AM ,avec 1eC.

a) Montrer que Vk € N, AM =M (Al, - A)k )

b) Soit PeC[X]. Montrer que P(A)M = MP (A1, - A4).
4) Montrer que M y, (/Hn - A) =0,avec y, le polynéme caractéristique de 4 .
5) Montrer que Sp(p) ={A+ 1,4, € Sp(A)} .

Indication: procéder par double inclusion et utiliser les questions précédentes.

Ind :

2) Considérer i, j € ﬂl,n]] telsque X; #0 et ¥, =0.

3) a) Procéder par récurrence.
4) Utiliser un théoréme du cours.

5) Procéder par double inclusion en utilisant la 2b) et la 4). Utiliser y, = H X-a).
aeSp(A4)
1) Soient M,NeM,(C) et AeC.Alors (M +AN)=(M+AN)A+A(M +AN)=o(M)+ip(N).
Donc ¢ est linéaire et va de M, (C)dans M, (C) : c’est un endomorphisme de M, (C).

2) a) M=XY",avec X,YeM,, (C)\{0}.Alors pour i, j [1,n], M, =X7,.
Comme X, Y ne sont pas nuls, il existe i, j €[1,n] tels que X, =0 et Y,#0.0nadonc M, , =X,Y, #0.

Donc .

b) Soit X estun vecteur propre de 4, et ¥ un vecteur propre de A" . On suppose que AX =aX et
A"Y = BY . Alors X,Y e M, (C)\{0}, donc M #0,.
Deplus, ¢(M)=XY" A+ AXY" = X(AY) +aXY" =(a+B)M

Donc |M = XY" est un vecteur propre de ¢, associé a o + 3 |

3) a) Soit M e M, (C) telque ¢(M )= AM ,avec AeC.Montrons par récurrence sur k € N la
propriété H(k):"A*M =M (21, —A)k "
e  H(0) est vraie.



e Soit k € Ntel que H(k)est vraie. Alors MA+ AM = AM ,donc AM =M (A1,-4).
Donc A*"'M = A*M (A1, A)=M (A1,-A)"" avec H(k).

Donc H (k+1)est vraie et on a bien|Vk € N, 4*M =M (41, - A)k

b) Soit Pe (C[X] . On prend n > deg(P) tel que P = Zaka .
k=0

Alors p(A)M = iakAkM = Zn:akM(/“n ~4)" avec 3a).
k=0

k=0

Donc p(A)M = M(Zﬂ: a, (A1, _A)"j et on abien‘P(A)M =MP (A, —A)‘.

k=0

4) Soit y, le polyndme caractéristique de A . Alors d’aprés Cayley-Hamilton, y,(A4)=0.

Donc d’aprés la question précédente, |M;(A (/Un - A) = O‘

5) On procéde par double inclusion. Avec 2b), on a prouvé que si a,f € Sp(4) ,alors ¢ +h5p(@)
(puisque M = XY est un vecteur propre de ¢ associé a a+p ).
Montrons I’autre inclusion. Soit donc x € Sp(¢) et M # 0un vecteur propre associé (donc M #0).
Alors d’aprés 4), comme ¢(M ) =AM , il vient M y, (xI,—A4)=0
Or AeM, ((C) est trigonalisable, et y, = H (X —a) (ou chaque valeur propre apparait autant de

aeSp(A4)

fois que le veux sa multiplicité). Donc VBe M, (C),z,(B)= [] (B-al,)

aeSp(A4)

Donc y,(xl,—A4)= [] (x-a)1,-4).

aeSp(A4)
Si par ’absurde Vo € Sp(A),(x— a)[n —AeGL,(C), alors par produit de matrices inversibles,
2. (xI, — A) est inversible, donc comme M y, (x/,—A)=0, M =0, ce qui est absurde puisque M est

un vecteur propre.
Donc Ja € Sp(A),(x—a)[n -AeGL,(C).Soituntel o .Alors f=x—a e Sp(A4).

Donc x=a+ [, avec a, f € Sp(A4)et on a bien I’autre inclusion.

Donc | Sp(p) = {4+ 1,2, pt € Sp(A)}|

Exercice 9 (Oral IMT 25, Alice,2) : Soit M e M, (C), avec M*> =M".

1) M est-elle diagonalisable ?
2) Onsuppose Tr(M) =n.Déterminer M .

Ind :
1) Trouver un polynéme annulateur de M .
2) Utiliser le polyndme annulateur obtenu et le lien entre trace et valeurs propres.

1) Comme M>=M" ilvient M* =M"M" =(M*) =M.
Donc X* - X estun polyndme annulateur de M .
De plus, X*—-X = X(X3 —1) = X(X—l)(X—eZi”/s)(X—e’Zi”/3) est scindé a racines simples.

Donc | M est diagonalisable].

2) Onsuppose Tr(M)=n.On sait que Sp(M)c {0, l,ez"”/3,e’2"”/3} = {O,l,j,}} ,avec 273 =
On note, pour A € Sp(M), «,la multiplicité de cette valeur propre, et qu’on adopte la convention «; =0

lorsque A ¢ Sp(M),
M est trigonalisable sur C donc posséde n valeurs propres comptées avec leur multiplicité.



Donc ay+oy+a;, +a5=n
J J

De plus, 0+¢; +ajj+a;;:Tr(M):n

. 3 3 )
Donc en soustrayant et en prenant la partie réelle : o + Ea it Ea; =0,donc oy =« o= 0 (c’est une

somme nulle de termes positifs).
Donc Sp(M) c {l} et comme M est diagonalisable, M est semblable a 7, , donc

0 a a’
Exercice 10 (oral Mines 25, Lucas,3) : soit a #0et M =| 1/a 0 a
1/a> 1/a 0

1) M est-elle inversible ? Expliciter m -
2) M est-elle diagonalisable ?
3) Sans diagonaliser, déterminer M ". On pourra utiliser le théoréme de division euclidienne.

Ind :

1) Calculer M*.
2) Utiliser un polyndme annulateur.

3) Effectuer la division euclidienne de X" par P .

2 a a°
1
1) Oncalcule M2 =|1/a 2 :M+213,doncM(E(M—I3)jzl3,
1/a* 1/a 2

Donc | M est inversible et A~ = %(M -1,)

2) Onvient de voir que M annule X° — X —2 = (X +1)(X - 2) qui est scindé a racines simples.

Donc |M est diagonalisab1e|.

3) Onpose P=X"—-X-2=(X+1)(X-2) eton effectue la division euclidienne de X" par P.

a,= %(2 -(-1)

-D)"=-a,+b, . donc

IlVientX”:PQ+anX+bn,avec{ , ) .
2" =2a +

w0 b, =—(2"+2(-1y"

s =522

Donc M" =(PQ)(M)+a,M +b,I, = P(M)O(M)+a,M +b,1, =a,M +b,1, .

2
b aa, a-a,

n

Onconclut|M" =| a,/a b aa, || Cela fonctionne pour » € {0,1,2} .

n

a,/a’ a,/la b

n

On peut aussi partir de M* = M + 21, et montrer par récurrence qu’il existe a,,b, € R tels que

M" =a,M +b,1, en trouvant une relation de récurrence puis en explicitant a,,b, .

Exercice 11 (oral IMT 25, Léo,4) : on note £ I’ensemble des fonctions f C' de Rdans Rtelles que f(0)=0.
R—>R

Pour feE,onnoteT(f):x'_)jiMdt.
¢
0

1) Montrer que T est bien définie et que c’est un endomorphisme de £ .
2) Trouver les valeurs propres de 7 .

Ind :



1))
2)

1)

2)

t
Etudier la limite de f( ) lorsque ¢ tend vers 0.
t

Procéder par analyse et synthése. Aboutir a une équation différentielle et étudier la continuité de f'en
0.

/(1)

Soit f'€E. On pose g(t)=T pour teR". g(t): f(tt)_f(o) N

0 4 f'(0) et on prolonge ainsi g en
- t—>

X
une fonction continue en 0 . Il vient alors pour x e R : T'(f)(x) = .[ g(t)dtet|T est bien définie].
0

De plus, par théoréme fondamental de I’analyse, on considére une primitive G de g sur R. Il vient
alorspour xeR T(f)(x)=G(x)-G(0),donc T(f)estbien de classe C' sur R, et vérifie
T(f)0)=0.Donconabien T : E — E .

Enoutre,si f,geE, T(f+1g)=T(f)+ AT(g) par linéarité de ’intégrale. Donc .

Soit 4 € R . On procéde par analyse et synthése. On suppose que A € Sp(T) . Alors il existe f € E, non
nulle, telle que T(f)=Af . Soit une telle f . On a alors pour tout x e R,
T(f)(x)=G(x)-G(0)=A/(x).
Donc en dérivant, g(x)=A4f"'(x),doncsi x=0, S =Af'(x).

x

On procéde par disjonction de cas :
e sii=0,alors YxeR", f(x) =0, donc par continuité, ' =0,. Donc 0¢ Sp(T).

/

e Sii=z0, f(x) _%x) = 0. On reconnait une équation différentielle.
X
On résout sur R’ . On obtient f(x) = Aexp (%ln(x)) = Ax"*  avec 4eR.
On résout sur R” . On obtient f(x) = Bexp (%ln(—x)} =B(-x)"* = B(|x|)m ,avec BeR.

De plus,onn’apas 4=B=0.Si 4= 0,pour x >0, f'(x):%x““‘” — £'(0) . Donc
x—0

L—l > 0 (sinon la limite n’est pas finie), et 1 € ]0,1]. On a le méme résultat si B = 0
A

Réciproquement (synthese), on suppose 1 € | 0,1] . ([On pose f(x)= |x|m pour x e R

Alors f(0)=0 et par composée, f est continue sur R et dérivable sur R,

De plus, pour x > 0, f(x)=x"*,donc f'(x)= Lowan 5 gear Loy,
A x—0" A

De méme, pour x <0, f(x)=(-x)"*,donc f'(x)= _%(_x)(m-n 5 0.
x—>0"

Donc f"'(x) — O et par théoréme de la limite de la dérivée, comme f ' est continue sur R” et sur
x—0

R", f estbien de classe C'sur R.

X - t X
Enfinsi x >0, J.Mdt = jz“”‘“dz =" = A1 (x)
t
0

Six<o, J‘@dt S j (=) V# D gy = —z[—(—;)“’”]; = A0 = Af(x).
0 0

10



0 1 0
.[fft)dt=Ifft)dt+.[f§t)dt=0:ﬂf(0)~
0 0 !

Onadonc T(f)=Af et f estvecteur propre de T (elle est non nulle) associé a la valeur propre
1 et AeSp(T).
Si A=1,onpose f(x)=xpour xe R.Onabien T(f)=fet 1eSp(T)

On conclut : | Sp(T) =]0,1]

Exercice 12 (Oral Centrale 25, Ambre,4) : Soit » > 2 et4e M, (R), inversible.
1) Montrer que A est diagonalisable sur R si et seulement si 4” est diagonalisable sur Ret Sp(4*) c R”..

2) a) Donner un exemple de matrice M non diagonalisable et non inversible telle que A/ est

diagonalisable.
b) Donner un exemple de matrice M non diagonalisable et inversible telle que M > est diagonalisable.
b o - b a
: " a b
3) Soient a,b€Rtelsque a#b.SoitA=|: .- .-~ .7 i | Montrer que A estdiagonalisable.
b oa .
a b b

Déterminer Sp (A) puis Sp(4?).

Ind :
1) Procéder par double implication et utiliser un polyndme annulateur scindé a racines simples.
2) a) Chercher un exemple avec une matrice triangulaire & diagonale nulle.
b) Penser a une matrice de rotation dans le plan.
3) Calculer le polynéme caractéristique de A en séparant les cas » pair et n impair.

1) On procéde par double implication.
= On suppose 4 diagonalisable sur R. Soit alors P e M, (R) inversible et D e M, (R) diagonale telles que
d (0) d’ (0)
A=PDP"' . Alors 4°=PD*P"'.Si D= ,alors D* = . donc A’ est
© 4, (ON
diagonalisable (elle est semblable a une matrice diagonale).
De plus, comme A est inversible, Vi e [[I,n],d, # 0, donc Vie[l,n],d? >0, donc Sp(4’) =R

< On suppose ici que Sp(4*) = {/11 ,...,/’L,,} c R’ . Comme A est diagonalisable sur R, on sait alors que

H(X —/4,) estun polynome annulateur de 4> (scindé a racines simples). Donc 1_[(‘/‘12 —41,)=0 etainsi

k=1 k=1

H(A —\/Zln WA+ \/Zln) =0.Comme les A, sont toutes distinctes, les /4, et —\/Z le sont aussi.
k=1

Donc Q0 = H(X - \/Z WX + \/Z )e ]R[X ] est un polynome annulateur de A qui est scindé a racines simples,
k=1

donc A4 est diagonalisable sur R.
(On a bien montré I’équivalence].

2a) On va chercher une matrice M triangulaire, avec des 0 sur la diagonale (ainsi, elle ne sera pas inversible).
De plus, elle admet 0 pour seule valeur propre donc est diagonalisable si et seulementsi M = 0 . On prend donc

0 0 1
2 (0) 0 1
M # (0)telle que M? =(0).On prend M = 0 (ou M = 0 0 )\
(0) 0

11



Alors |M est non diagonalisable et non inversible et M est diagonalisable.|

0 -1
2b) On peut penser a la rotation d’angle %dans le plan : soit | M = [1 0 ] eM, (R) . Alors y,, = X* +1, donc

M n’a pas de valeur propre réelle et n’est donc pas diagonalisable sur R . De plus, det(M) =1 0donc M est
inversible.
En outre, M’ = -1, est bien diagonalisable.

Donc M convient.

b o o b a
: " a b
3)Soit A=|: .= .-° " | [Elle est symétrique réelle, donc diagonalisable sur R|. En effet, pour
b a .7 :
a b e e b

1<i,j<n,ilvient 4, =4

n—i,i

=aetsii+j#n, 4, =4, =b.

N

On essaie de calculer le polynome caractéristique de 4 .
On suppose tout d’abord que 7 est pair et on pose #=2p, avec p e N'. Alors

X-b b - - =b -a
-b X-b -a -b
-b X-b -a -b
X1, -A=
-b -a X-b -b
-b —a X-b b
—-a -b -b  X-b
Donc en ajoutant toutes les colonnes :
1 b .- R
1 X-b —a -b
(X (-1 ) -b X-b -a -b
=(X-((n-Db+a
& b —a  X-b b
1 -a X-b -b
1 -b X-b
Pour 2< j<n,on fait C, « C, +bC,.
1 0 0 b-a
1 X b-a 0
(X (1-1)b ) 0 X b-a
=(X-((n-Db+a
74 0 b-a X 0
1 b-a X 0
1 0 0 X

Onpose c=b—a etpour 2<i<n,onfait L, « L —L .

12



0 0 c
0 c -c
7. =(X=((n-Db+a) 0 X ¢ 0 et on développe par rapport a la derniere ligne, puis
. 0 c X 0
0 ¢ X -
0 0 0 X-c
par rapport a la premiére colonne.
X ) c
, 0) X c 0)
Ilvient y, = (X -((n-Db+a)(X -c)D,, ,,avec D,, , = e X
c 0) X
11 vient en développant par rapport a la premiére colonne :
X c 0 0 0 ¢
R X c
Dy, =X . O+ (1 el ) =(X*=¢*) Dy
c X 0 .0
(0) X ¢ 0 X 0

-1

(x? —cz)”’2 D, =(x*-¢)
7, =(X=((n=Db+a)(X —(b—a))’ (X —(a—b))""

Donc par récurrence, D, , ) =

Donc

X-b (-b) —-a
X-b —-a
Lorsque n=2p+1est impair, X I,, —4=| (-b) X-a (=b) |, on procéde de
—a X-b
—a (-b) X-b

méme et il vient

V4 =(X—((n—l)b+a)(X—(b—a))”(X—(a—b))"|

Doncsi n > 2, Sp(4)={b-a,a—b,(n—b+a},etsin=2, Sp(A):{b—a,bJra}‘.

En reprenant le travail fait au 1), en diagonalisant 4, on conclut que |Sp(4?) = {(b —a)’,((n—-1)b+ a)z} .

Séance 3 : Lundi ler Juin

Cours : revoir tout le chapitre 9

Exercice 13 (Oral IMT 25, Capucine,2) :
Soit E un espace euclidien, £ unréel, a un vecteur unitaire. Pour x € £, on pose u(x) =x+ k(x,a)a

1) Montrer que u est un endomorphisme autoadjoint.
2) Quelle est la condition nécessaire et suffisante sur k& pour que u soit une isométrie vectorielle ? On
pourra s’aider d’une matrice dans une base bien choisie. Identifier alors u .

13



Ind :
2) Se placer dans une base orthonormée adaptée a V @ Vt=E,on V= Vect(a) .

1) 1l faut d’abord prouver que u est un endomorphisme de £ . On abien u(E)cC E
Soient x,ye E.Soit AeR. u(x+1y)= x+/1y+k<x+ly,a>a =u(x)+Au(y) .
Donc u est linéaire et est un endomorphisme de E .

On calcule <u(x),y> = <x+ k<x,a>a,y> = <x,y> +k<x,a><y,a> .

De plus, <x,u(y)> = <u(y),x> = <y+k<y,a>a,x> = <x,y>+k<x,a><y,a> = <u(x),y>.

|D0nc u est un endomorphisme autoadjoint de £ |

2) On considére V =Vect(a) . On sait que ¥V @V * = E . Si dim(E) =n, on note (e,,...,e, ;) une base

: I .
orthonormée de V'~ . Ainsi, comme « est unitaire, B = (e,,...,e

,_1,a) est une base orthonormée de E .

On calcule u(a) = a+k<a,a>a =(+k)a.
1 0)

On obtient Mz (u) =

0) I+k
Or comme B est une base orthonormée de E , on sait que u € O(E) < M, (u) € O, (R).

Ceci équivaut au fait que les colonnes de M , () forment une base orthonormée de R” pour le produit scalaire

usuel. Done | € O(E) < |1+ k=1 k € {-2,0}]

o Silk=0,u=1d.

e Sik=-2, u etlasymétrie orthogonale par rapport a ¥~ coincident sur la base B .

Donc|si k =-2, u est la réflexion par rapporta V> = (Vect(a))l

Exercice 14 (Oral Mines 25, Marin,3) : Soit £ un espace préhilbertien réel, p projecteur de E .
Montrer que : Im(p) L ker(p) < Vx € E,{p(x),x)>0.

Ind :
1) Décomposer x =a+b ,avec a € Im(p)et b e ker(p) .

2) Prendre y e Im(p)et x € ker(p). Poser u=Ax+y,avec 1eR.

On procede par double implication. On suppose Im(p) L ker (p)
Soit x € E . On le décompose sous la forme x =a+b, avec a € Im(p)et b € ker(p) . Alors (p(x),x) = ||a||2 20

On a donc bien |Vx € E,(p(x),x)> 0‘

On suppose Vx € E,{p(x),x)> 0. On veut montrer que Im(p) L ker(p).
Soit y € Im(p) et x eker(p). Onpose u =Ax+y,avec LeR.

Alors p(u)=y et <p(u),u>=<y,/1x+y>= /1<y,x>+||y||2. Si <y,x> <0, <p(u),u>= /1<y,x>+||y||2 i_—)iw—oo .
C’est absurde puisque Vu € E,{ p(u),u)>0.
De méme, si (y,x)>0, (p(u),u)= l<y,x>+||y||2 [ e qui est exclu.

—>—0

Donc <y,x>:0 eton a bien Im(p) L ker(p).

14



Ainsi,|1m(p) Lker(p) = Vxe E,<p(x),x>2 0|

Exercice 15 (oral Centrale 25, Rémy, Marius,2) :

Soit E :(C2 [0,1],R). Pour f,g€E,onpose ¢(f,g)= j(f(t)g(t)+f’(t)g’(t))dt.

On considére F:{feE,f(O):f(l):O},G:{geE,g":g}.
1) Montrer que @ est un produit scalaire sur £ .
2) Déterminer la projection orthogonale p sur G .
3) Montrerque F®G =E .

Ind :
2) Déterminer une base orthogonale de G .

3) Démontrer que F~ =G par double inclusion.

1) ¢ estsymétrique car on a bien ¢ (f.g)=¢(g.[f) lorsque f,geE. Ilsuffit donc de vérifier la linéarité par

rapport a la premiére variable. Si f,, f,,g € E,A e R , il vient:
B(Af +1.8)=2[ (£ OO+ £ ©g'®))de+[( £, (g + £, (g '(©)) dt
Donc (15(2.]‘1 +/, ,g) :/?.¢(f1 ,g)+¢( / ,g) et @ est bilinéaire.

Enoutre,si f€E,ona ¢(f,f) I PO+ (f '(t))z)dt >0, donc (,) est positive.

Enfin, si ¢(f,/)=0,0na J.(fZ(t) +(f'()) )dt =0, donc t — f2(¢)+(f(t))* est continue, positive, d’intégrale

nulleet vz e[0,1], £2(1)+ (f'(1))* =0, donc Ve [0,1], f(1)=0 et f=0.

Donc ¢ est définie positive. Finalement, @ est un produit scalaire sur E|

2) Ona G= {f ek, f"= f} = {x —>Ae" +Be ", 4,Be R} en résolvant 1’équation différentielle.

Pour 7 € [0,1], on pose p(r)=e'et y(r)=e"

1
Donc G =vect ({ p,y}) - De plus, <(p,a//> = I(e’e” —e’e”)dt =0

0
La famille (¢,) est constituée de deux vecteurs orthogonaux non nuls, donc elle est libre. (¢,y) est ainsi une

o), )
lol ||w||2

1 1
De plus, ||(p||2 :2J.e‘2’dt:ez —1et ||1//||2 :2J.e’2’a’t:—e’2 +1
0

base orthogonale de G . Doncsi feE, p(f)= V.

ef(l) [ . SO- e f() o

, Ou encore :

Donc pour xe[0,1] : p(f)(x)=

(e’ 1) (1-¢)
ef(l) fO) ., €S O)=efO) .
Vxe[0,1],p(f)(x) = @) @D

3) On constate tout d’abord que si f € F = {f eE,f(O) zf(l) = 0} ,il vient p(f)=0, donc
f e G* =ker(p). Ceci prouve que F < G". On cherche & prouver G* C F .

Ainsi, onaura G' =F et F® G = E . Soit donc f e G*.
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1

On caleule : ¢(f,p)=0= j (fO(0)+ ['(t)p'(t))dt . On a donc 0 = j‘(f(t) e+ f(t)e')dt

0

11 vient j( e+ f1@0ye)at=[ f(o) e:|L =e f(1)- f(0). Onadonc e f(1)— f(0)=0

De méme, 0 :j(f(r)e*’ ~f@0ye" )dt=[~f(0ye” ] . donc 0 = f(o)—éf(l).

Onadonc 0= f(0)=/(1) et feF.Donc G- cFet G- =F .
Done|[F®G=G* ®G=E|,

Exercice 16 (oral Mines 25, Naél,3).
Soient 4, B des matrices anti-symétriques a coefficients réels. Montrer que 7r (( AB — BA )4 ) >0 .Aquelle

condition a-t-on égalité ?

Ind : Poser C = 4B — BA et étudier C?. Montrer Tr((Agng)“)ZOQ (AB-B4) =0.

Onpose C = AB—BA . Alors C' =B"A" —A"B" =BA—- AB=-C ,donc Ce 4, (R)-
Dés lors, il vient (CZ)T =(-C)* =C*.Donc C* € S, (R)

Par théoréme spectral, la matrice C % est diagonalisable sur R et admet n valeurs propres réelles 4,,...,4, , non

4 (0)
nécessairement distinctes, avec C2 = PDP et D =
(0) 4,
Alors C*=PD’ P, donc Tr((AB - BA)4) = tr(DZ) =>» 1.7 >0 (c’est une somme de réels positifs).
k=1
On étudie le cas d’égalité : si Tr((AB—BA)4) = U’(Dz) =Y 4°=0, alors A =..=4,=0,donc D =(0)et

k=1

C* =0. Réciproquement, si C> =0, D = 0 et on a bien TI”((AB—BA)4) :ll’(Dz) =Zn:/1k2 =0.

k=1

Donc 77 ((4B - BA)')= 0 < (4B - B4)' =0

Exercice 17 (oral Centrale 25, Emma,4) : Soit 4 §, (R). Une matrice M e M, (R) est une racine carrée de

Asietseulementsi M>=4.
On considére 4 e S} (R). Montrer que 4 posseéde une racine carrée et les déterminer toutes lorsque toutes les

valeurs propres de A sont simples.

Ind : pour trouver toutes les racines carrées de A4 , procéder par analyse et synthése. Traduire ’équation M* = 4

sous la forme A’ = D, ou D est diagonale et montrer que si A vérifie cette relation, alors elle est diagonale.

Ae S, (R) donc avec le théoreme spectral, elle est diagonalisable. De plus, Sp(4) <R, .
d, 0

Soient donc P €O, (R) , D= diagonale a coefficients positifs telles que 4=PDP ™.
(0) d

n
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Jd, (0)

On pose alors L = et R=PLP'| Ilvient R*=PL*P ' =4

(0) Jd,

Donc R est une racine carrée de A et 4 posséde une racine carrée.

On cherche a les déterminer toutes.
On doit donc résoudre M> = 4 < (P’IMP)2 =D .Onpose A=P'MP.

On procéde par analyse et synthése. Si M convient, M? = 4, donc A* =D
Onaalors DA=A*=AD,
Soient f et d canoniquement associés respectivement a Aet a D. Comme fod =do f, les sous-espaces

propres de d sont stables par f .
Pour i e ﬂl,n]] ,ona l= dim(Edk (a)) = dim(Edk (d)) (puisque A est diagonalisable, mult(d, ) = dim(Edk (d)) ).

Sionnote C=(e,...,e, ) labase canonique R”", ¢, est une base de £, (d).Donc f(e;) € E, (d)et on considére

o 0) + (0)
a; €R, f(e,)=aye, . Donc A=M (f)=D= et comme A’=D, A= E

(0) a, (0) +\2,
ENEN (0)

(0) +[4,

Réciproquement (synthése), ces matrices conviennent.

+J% (0)
P' o0 A=PDP avec D= .
(0) +/2, (0) d,

donc M =PAP' =P P,

| (©0)

ILes racines carrées de A4 sont les P

Exercice 18 (Oral Mines 25, Grégoire,5) : Soit n > 2 et F' =(x,,...,x,) une famille de # vecteurs d’un espace
préhilbertien. On suppose Vi, j € [Ln],i# j = <xi,x/.>< 0.

Montrer que toute famille de (n—1) vecteurs de F est libre.

Ind : procéder par récurrence.

Pour montrer que la propriété est vraie au rang » + 1, prendre F =(x,,...,X,,x,,,) une famille de » +1vecteurs de
E vérifiant les hypothéses et supposer par I’absurde que 3¢,,..,a, , € R,x, =aox, +...+ ¢, X,

Montrer 3k €[[1,n—1],a, <0 et considérer la famille G = (X,,...,X,_;,X,,1»-2X, 15 X,,1,X, — %) et lui appliquer

I’hypothése de récurrence.

Soit E un espace préhilbertien (réel). On procéde par récurrence sur » > 2 et on prouve P(n):si F =(x,...,x,)
est une famille de n vecteurs de E telle que Vi, j € ﬂl,n]],i *j= <xi,x,.> < 0, alors toute famille de (n—1)

vecteurs de F est libre.
Onprend » =2.Onprend F =(x,,x,),avec x,x, € E. On suppose (x,,x,)<0.Alors x,x,sont non nuls et

les familles (x,) et (x,) sont bien libres.

Soit n > 2 tel que P(n)est vraie. Soit F =(x,,...,X,,x,,,) une famille de » +1vecteurs de E telle que
Vi, je l[l,n + 1]],1‘ *j= <xl.,xj> < 0. Par symétrie du probléme, il suffit de prouver que (x;,...,x, ) est libre. On

procede par I’absurde et on suppose que (x,,...,x, ) est liée.
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Avec P(n), on sait que toute famille de (n—1) vecteurs de (x,,...,x,) est libre. Donc (x;,...,x,_,) est libre et

comme (x,,..,x,)estliée, Ia,,..,a, , eR,x, =a,x, +...+,_x, ;.

P (x,x, ) et a, (3, 0x,).

n—1°>""n

De plus, ||x,

Comme Vi, j e [[l,n+l]],i #*j :><xi,xj> <0et que "xn "2 >0 (onn’apas x, =0, puisque (x,,x, )<0).
Donc 3k e[[1,n-1],a, <0 . Soit un tel k.Onpose y, =x, —a,x,.

On prend la famille G = (x,,..., %, _;,%;,;,..,X,_;»X,,;>V,) qui contient # vecteurs.

Pour i e[Ln+1]\{k,n},(y,,x,)=(x,.x)—a, (x,,x,) <0 puisque e, <O0.

Donc on peut utiliser P(n) : toute sous-famille de (n—1) vecteurs de G est libre.

Donc (X,,..., Xy, X;.,15---X,_, ¥, ) est libre. C’est absurde car x, = x, +...+, X, ,, ce qui entraine

Y, =ox +..+o, x,_ +a,,,x,.,, +a, x, . Donc (x,..,x,)est libre et c’est vrai de méme pour toute sous-

n-1"

famille de n vecteurs de F .
Donc P(n+1) est vraie.

[Le résultat a donc bien été établi par récurrence|.

Séance 4 : Vendredi 5 Juin

Cours : revoir tout le chapitre 11

Exercice 19 (oral CCINP 25, Hippolyte,1) : Soit 4 M, (R). Soit M = ATA4—44" .
On suppose Sp(M)c R, .

1) Calculer Tr(M).

2) Montrer que M =0,.

Ind :
2) Montrer que M €S, (R).

3) On calcule directement (M ) = tr(A” A) = tr(4AT) = tr(4” 4)—r(4” 4) = 0],

4 MT=4"4-44" =M ,donc M e S, (R) . Par théoreme spectral, elle est donc diagonalisable

et semblable a une matrice diagonale D . De plus, Sp(M) = {Dl,l,...,Dn,n} cR, et Tr(M)= ZDN- =0,
J=1
donc D) =..=D,,=0¢et D=0,donc M =0,.

Exercice 20 (Oral IMT 25, Léa, Charlotte,2) : soit £ un K -espace vectoriel, et u € L(E), bijectif.
On suppose E de dimension finie. Montrer 30 e R[X |,u™" = Q (u)-

Ind : Utiliser le théoréeme de Cayley-Hamilton.
On suppose dim(E) = n . Alors d’aprés Cayley-Hamilton, y, est un polyndme annulateur de # . On a donc
u" —Tr(uwu"" +...+(=1)" det(x) = 0, ou encore zakuk +a,ld, =0, avec notamment a, =1et

k=1
a, = (—1)" det(u) = 0 (puisque u est bijective).

n 1 n—l
Donc u(Zaku“] =—ayld,, et u {——z ak+luk] =1d,.

k=1 ag k=0
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n—1
On conclut que u™' = —LZaMuk , donc‘EIQ eR[X]u"'= Q(u)‘

a() k=0

Exercice 21 (Oral Mines 25,3) : soit A€ S, (R) .
Soit F un sous-espace vectoriel de R" tel que VX € F\ {0} XTAX >0,

Montrer que 4 possede au moins k valeurs propres strictement positives (comptées avec leur multiplicité).

Ind : procéder par I’absurde et prendre une base orthonormée (e, ,...,e,) de vecteurs propres de a canoniquement

associée a 4, tels que Vie[l,n—k+1],a(e;) = A,¢;, avec 4, <0. Considérer G =Vect(ey,....e, ;) -

710

On procede par 1’absurde et on suppose que le nombre de valeurs propres négatives ou nulles est supérieur
strictement & n—k .

Soit a canoniquement associ¢ & 4 . On utilise le théoréme spectral. a est autoadjoint car A€ S, (R) .

Quitte a réordonner les vecteurs de base, on peut donc considérer une base orthonormée (e,,..., e, ) de vecteurs
propres de a, tels que Vie[l,n—k+1],a(e;) = A,e;,avec 4, <0.Onpose G =Vect(e,....e, ;).

Si xeG, x=ae; +.t Ap_g1€ypsr » Al0rs {a(x),x) = o* 4y + .t oy 1 Ay gy <O

D’aprés Grassmann, dim(F N G) =dim(F)+dim(G)—-dim(F+G) > k+n—k+1-n.

Donc dim(F nG)>1. On prend alors x € F "G , non nul. D’une part, <a(x),x> <0.

D’autre part, <a(x),x> =x"Ax>0 car xe F\{O} .

C’est absurde, donc A posséde au moins k valeurs propres strictement positives|.

Exercice 22 (oral Mines 25, Ambre,4) : pour M € M, (R),onpose N(M) =, [tr(MTM) .

1) Montrer rapidement que N est une norme, et écrire N(M) en fonction des M, ;.

2) Démontrer que VM € M, (R),|tr(M)| <. [n tr(MTM) .

3) Démontrer que VA,Be M, (R),N(4B)< N(A)N(B)

4) Pour M e M, (R),onpose M| = Zn:Zn:|M”| Comparer les deux normes Net | |-
i1

n n
5 Caleuler inf >N, -8,

i=l j=1

Ind :
1) Faire le lien avec le produit scalaire usuel sur M, (R).
2) Utiliser I’inégalité de Cauchy-Schwarz.
3) Montrerque 7 = A" A€ S; (R) etque S=BB" €S, (R). Utiliser le théoréme spectral pour

diagonaliser une des deux matrices.
4) La question n’est pas trés claire.

Peut-étre faut-il déterminer a,b >0 tels que vur e M, (R), {ilv(lnl )<a|M "1 2 Dans ce cas, majorer
g M| <bN(M)
I

n n
2
Z|ai| et Zal. pour ap,..,a, €R.

i=1 i=1

5) Reconnaitre une distance et interpréter la question a I’aide d’un projeté orthogonal.

19



1) On calcule tout d’abord

Soient M,P e M, (R). Sionnote <M,P> = ZZM"’JEJ =tr(M" P), on reconnait le produit scalaire usuel
j=1 =l

sur M, (R). N est la norme euclidienne associée a ce produit scalaire. Donc ‘Nest une norme sur M, (R) ‘

2) Démontrons que VM € M, (R),|tr(M)| <.[n tr(MTM) .Soit M e M, (R) .

Alors |tr(M)| = |<M,In > ? . On utilise I’inégalité de Cauchy-Schwarz : |tr(M)| < ||M||||In || .

Donc on a bien|VM e M, (R),|tr(M)| SJn tr(MTM)

3) Soient 4,BeM,(R).

N(A4B) = zr(BTATAB) :\/tr(BBTATA) avec YU,V e M, (R),tr(UV) = tr (VU)

Onpose S=BB" et W=4"4.Alors " =BB" =S etsi XeM,,(R), )(TSX:"BTX"2 >0.

Donc SeS, (R) et de méme, W eS, (R). Notons 4,,...,4, R, les valeurs propres de S, non

(ERM R

nécessairement distinctes, et f,..., 1, € R cellesde W .

Alors (N(AB))’ =1 (SW), et N(4) = Jir(4"4) = Jr (W), N(B) = Jir(S)

Par théoréme spectral, comme SeS,(R), elle est diagonalisable, et il existe PeO,(R),
4 (0)

D= telles que S=PDP™'. Donc (N(4B))’ = tr(P(DP'lW)) = tr(DP'lWP) .
0) A

n

Sion pose L =P 'WP, L estsemblable a W et tr(L)=tr(W).

Donc (N(4B))’ =tr(DL)= Z Z/IIL, ;-

Jj=1
De plus, Sp(L)=Sp(W)cR,, donc Le S;( ) et si f est canoniquement associé & L et qu’on note

B =(e,...,e,) la base canonique orthonormée de R", alors pour i € [[l,n]] » L= <f(e,- ), ei> >0

Donc (N(4B))’ Z ' “_tr(S)ZL <tr(S)r(L).

j=1

On a donc (N(AB)) < N(4)*N(B)* etona bien|VA,B eM,(R),N(4B) < N(A)N(B)|

4) M, (R) estde dimension finie, donc toutes les normes sont équivalentes. Donc N et H Hl sont

équivalentes. On va chercher a,b >0 tels que v e M, (R)HVUHI ) Sba ||(M ")1
M|, <bNM

n n
Soient a,,..,a, € R. Alors avec Cauchy-Schwarz, Z|al—| <In Zal-z , donc comme il y a n* termes dans
i=1 i=1

M, =D | |, it vient [|M]|, < aN (M), avec egalité si M =J = (1) (Vi,j e[Ln],J,; =1).
i=1 j=1
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Avec les mémes notations, Zaiz (Z|a |] ZZ|a || | donc |[N(M) < ||M||1 , avec égalité pour les

i=1 i=1 i=l j=1
matrices de la base canonique de M, (R).

5) Onsait que S, (]R) est un sous-espace vectoriel de dimension finie de M, (]R) .

2
Donc Selér‘lf]R [;}Z:JM | J:d(M,Sn (R))Z :NZ(M—p(M)), ou p(M)désigne le projeté
orthogonal de M sur S, (R).
T T T
Deplus, S, (R)® 4, (R)=M, (R),etsi M eM,(R), M = M +2M M _2M , avec M +2M €S, (R)
M-M" ,

ot ——e4, (R) .Enfin,siS € S, (R) et A€ 4,(R),(S,4)=tr(S4) =tr(4S) =—(4,5)=—(S,4)=0.

T T
Donc (Sn (R)) 1 4,(R), donc % es, (R)L et p(M)= %
Donc Se% (ZZ]M . ] MM ZZ(M - M, )

" i=l j=1 i=l j=1

=)
Exercice 23 (Oral Mines 25,5) : soit M € O, (R). Pour k e N", on pose 4, = %ZMi . Etudier la limite de la
i=0
suite (4;), _y

k-1
1
Ind : Prendre f canoniquement associée a M et iy, = —z /" . Etudier la convergence de (I (x)) lorsque
i=0

xeker(ldy — f) et x eIm(ldg — ). Montrer Im(/dg — f) =ker(ldg —f)L et trouver la limite de (%, ), puis
celle de (4;), -

On note B la base canonique de E =R". Soit f canoniquement associée & M . Alors f € O(R") . Donc

Vx eR” ||f(x)|| = "x" ou || || est la norme euclidienne sur £ =R" .

Onadonc 4, =Mg(h,),avec h :_Zf
i=0

k 1
On a tout d’abord pour x € ker(ldg — f) : f(x)=x donc iy (x)= Z X=X — Xx.
k—+0
1 0

Soit par ailleurs y e Im(ldg — f) : Ix€ E,x— f(x)=y. Soitun tel x.

La somme est télescopique et 7 (y) = ( -f (x)) donc ||hk (y)|| —“x f (x)” (||x||+“f (x)”) Donc

o< 2B e 0
[ <=7 et () —> 0g
k k—+o
On prouve alors Im(/dg — /) @ker(ldg — f)=E .
Par théoréme du rang, on a déja dim (Im(Idg — /))+dim(ker(ldg — /) = dim(E) .
De plus, si x € Im(Idg — f)Nker(ldg — f), alors avec ce qui précéde, /i, (x) — x et iy (x) — O0f.
n—>+o0 n—+w0
Donc par unicité de la limite, Im(/dy — /) "ker(ldg — [)={0g} .
Donc on a bien Im(ld; — f)@ker(ldg — ) =E.
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De plus, soient a € Im(ldp — f) et beker(ldg — f) . Alors il existe c€ E =R" telquea=c— f(c) et f(b)=b.
Donc <a,b> = <f(c)—c,b> = <f(c),f(b)>—<c,b> =0car fe O(E) .
Donc Im(Idg — f) c ker(ldg —f)J‘ et avec les dimensions, Im(/d; — f) = ker(ldg —f)J‘

Ainsi, si x€ E,on1’écrit x=a+b, avec a € ker(ldg —f)let beker(ldp - f).
Alors 5, (x)k—> b= p(x),ou pestlaprojection orthogonale sur ker(/dg — f).

Notons P=M(p).Pour X eR" =M,11(R),il vient 4, X =l (X) - p(X)=PX.
’ k—+o
On prend B =(E,,..,E,) la base canonique de R" =M, (]R)
Alors pour j€[Ln], 4E, — PE;.Or 4E; estlaj-¢éme colonne de 4, et PE;cellede P .
J S . .

Donc avec la convergence coefficient par coefficient, 4, — P
k—+o0

(A ),y converge vers la matrice dans la base canonique de la projection orthogonale sur ker(ldg —M)|.

Exercice 24 (Oral Mines 25, Geoffrey,4) : Soit M =| 0 1-a a |,avec aecR.

1) M est-elle diagonalisable ?
2) Déterminer son spectre.
3) Lasuite (M") est-elle convergente ? Si oui, déterminer sa limite.

4) Plus généralement, pour S e S, (R),avec pe N", étudier I’existence d’une éventuelle limite de la
suite (S") .

5) Deméme,si 4e 4,(R), étudier la convergence de (4") et donner sa limite lorsqu’elle converge.

Ind :
2) Calculer le polynéme caractéristique.
3) Diagonaliser M .

4) Utiliser le théoréme spectral et montrer que si M = PD P! alors (M ") converge si et seulement si
(D) converge.

5) Plus difficile. Utiliser 4*et la suite (4”") ? Relier les spectres de A et de 4*. Montrer que 1¢ Sp(A°).

1) On utilise le théoréme spectral. M < S, (R), donc M est diagonalisable sur R .

X-a 0 ~l+a| |X-a 0 X -1
2) Oncalcule y,=| 0 X-1+a -a|=| 0 X-l+a X-1C, «C+C,+C,.
a-1 —a X a-1 —a X -1
X - 0 1
! Ly« L,—L,
Donc y, =(X-1)| a-X X-1+a 0 .
! L,«L,-L
2a-1-X -a 0

a—X X—1+a_

Donc =(X -1
=KD i x

(X-1)(X*-X(a+1-2a+a-1)-a’—(2a-1)(a-1)).
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Donc y,, =(X—1)(X2—3a2+3a—1).0npose b=P(a)=3a> -3a+1.Comme A=9-12<0, on peut

dire que YVaeR,b=P(a)>0 et Sp(A):{O,\/Z,—\/Z},avec b=3a*-3a+1>0

1 0 0
3) Comme M est diagonalisable, soit P € GL, (R) telle que M =PDP', avec D=0 b0

0 0 —b
Alors par récurrence, si ne N, M" = PD" P,

Si M" — N,alors D" =PM" P — PN P ' (alaide de la caractérisation séquentielle et de la

n—+oo n—»+o0

continuité de N +— PN P~', qui est linéaire en dimension finie).

De méme, si (D") converge, alors (M ") converge, donc finalement (M ") converge si et seulement si (D")
1 0 0
n . .
converge. Or D" =| 0 (x/l;) 0 ., donc (D") converge si et seulement si b <1.
0 O (__\/Z)n

Or b=3a* -3a+1<l<a(a-1)<0 & ae]O,l[.Donc|(M”)converge si et seulement si a 6]0,1[‘.

1 0 0
Dans ce cas, M" — P|0 0 0[P
n—+00
0 00

4) Soitdonc SeS, (R) . Par théoréme spectral, elle est diagonalisable et soit P e GL, (R) telle que

d (0)
S=PDP', avec D= diagonale. De méme qu’au 3), (S") converge si et seulement si
) 4

(D") converge. Ceci équivaut a Vk €[[1, p].d; €]-11].

Donc [(S") converge si et seulement si Sp(S) = | -1,1] ‘

T
5) Soit maintenant 4 € A, (R). Alors tout d’abord, (Az) =A% et A* € S, (R). De plus, A est

d *
trigonalisable sur C, donc il existe P e GL,, ((C), T= 1 ( ) telles que A=PTP".
0 4,
Alors 4% = PT? P et Sp(4%) = {dlz,...,d;} c R (par théoréme spectral, 4°est diagonalisable sur R et
toutes ses valeurs propres sont donc réelles).

Supposons que (4”") converge. Alors (4™") = (( A )") converge également, donc d’aprés 4), il vient
dlz,...,d; €]-11].Deplus,si 4€ 4,(R)posséde une valeur propre réelle A, on considére

XeM,; (R)\{0},AX = AX . Alors X7 AX = 2|X|], et

XTAX = (X, 4X)=(4X,X)=(4X)" X =-X"4X ,donc X" AX =0 et comme |X|# 0, on conclut que
A=0.

Si on note pour £ € ﬂl,p]] dy, =ay +ip, , il vient dk2 = akz +2iay, —,Bk2 eR,donc a5, =0.

De plus, si g, =0, alors d, e R, donc d;, =0et @, =0.Donc d, =if, et dk2 :—ﬂkz

Comme dlz,...,df, € ] —1,1] , on conclut que |ﬂk| <l1.
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Donc si (4") converge, alors Sp(4) < {/11',1 € ] -11 [} .
Réciproquement, on suppose que Sp(4) {li,ﬂ € ] -11 [} . Alors Sp(A4*) = ] -1,1 [ , donc (4*")converge

H (0)

vers la matrice nulle. En effet, il existe P € GLp (R) , A= telles que A>=PAP ', et
0 4

A =PA" P! - 0 car A" — 0 coefficient par coefficient.

n—>+0 n—>+o0

Dés lors, 4*"' = 44 — 0 (par continuité du produit matriciel).

n—>+o

Donc (4") converge vers 0.

Doncsi A€ 4, (R) ,|(A4") converge si et seulement si Sp(A4) C {/11‘,/1 € ] -1,1 [} etalors 4" — 0|

n—>+o

Séance 5 : Jeudi 11 Juin

z—1 z+1i

Exercice 25 (oral IMT 25, Emma,3) : Résoudre dans C1’équation (Z hi lj + ( z _lj =1 (¥.

A\
zZ+1 ’ . . . o1: . N
—j et déterminer les valeurs possibles de Z . Puis utiliser les racines n—émes d’un complexe

zZ—1

Ind : Poser Z :(

z+i

non nul pour trouver et déduire z . Simplifier I’expression obtenue.

z—1

On constate que z =i et z=—I ne sont pas solutions.

Pour z ¢ {-i,i} , on pose Z:(ZHJ #0

z—1

On résout dans C I’équation Z + % =1, que’onnote (£).

2 2

1+i\3 1—;\/5} { i -f’;}
={ed,e 3},

Pour Z = 0,ona Z solutionde (£) < Z*-Z+1=0.Donc Sz{ ,

Donc z est solution de (*) si et seulement si [Zﬂj =¢’ ou [ZH) =e 2.
z—i z—1i
A\ V4 . T kx
. z+i i~ z+i i 2itE
Onrésout | — | =e 3 <3k e[[O,n—l]], —— |=e?*e " .Onnote g, =l+2k_”lorsque ke[[O,n—l]].
z—1i z—1i 3n n
z+1 i0, . i0; , .. i, i0,
On résout [—.jze‘g‘ o (z+i)=e " (z-i) o i(e " +)=z(e™" -1).
z—1i

& Z=E—

z+ij_e,~ak (@ +1)
: (1-¢™)

. N3 0
Or ¢’ =¢3 #1,donc e “#1 et
zZ—1
0,

i

i .6, N Hk
i > | i i 2cos(—) .
l+% e2|e 2 +4e? zZ+i i T krx
Or —[ = 2 ,donc[ =’ o z=cotan| —+-=|.

1—e™ % ik . z—1i 6n n
e’z e 2 —e?2 _zlsln(?k

z+i

:eﬂ? <3k e[[O,n—l]], z =c0tan(—6l+k—”].

z—1 n n

De méme, (

On obtient donc | S = {cotan(l+k—ﬂj,k e[o,n —1]]} U{cotan(—l+k—”j,k efo,n —1]]}
6n n 6n n
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Ces solutions sont bien distinctes de i et —i .

Exercice 26 (Oral CCINP 25, Capucine, Hippolyte,2) :
Soit £ =C,[X]. Soit f un endomorphisme de £ qui vérifie la propriété R :
VP e E,(a estracine de P) < (a est racine de f(P))-
1) Factoriserdans £ Q(X)=X>+4X+2 et T(X)=2X>+4X +2.
2)
a) Soit g une application de C,[X] dans C,[X], définie par g(P) = P(0)+ P'(0).X + P"(0)X*.
Montrer que g est un endomorphisme et exprimer la matrice de g dans la base canonique.
b) g est-elle diagonalisable ? g vérifie-t-elle R ?
X—-i
k—i

3) Onposepour k e[0,n] : L, (X)= ﬁ
i=0
izk

a) Montrer que (L,,..,L,)est une base de E .
b) Montrer que pour k [[0,n], L, estun vecteur propre de f . f est-elle diagonalisable ?

4) Soit S= sz . Montrer que f(S) est une constante non nulle.
=0

Ind :
2b) Utiliser Q et calculer g(Q).

4) Démontrer que S =1, puis étudier les racines de f(S).

2
1) On factorise Q(X)=X>+4X+2.1lvient A=8= (2\/5) . Donc les racines de Q sont —2 —2 et

2442 Q est unitaire, donc‘Q(X):(X+2+\/§)(X+2—\/5)‘

En outre,|T(X) =2(X* +2X +1)=2(X +1)’

2) a)Toutd’abord, g vabiende C,[X] dans C,[X]. De plus, soient 1eC, P,0eC,[X].Alors
g(P+1A0)=g(P)+Ag(Q) et gest linéaire : |c’est un endomorphisme|.

On calcule alors g(1)=1, g(X)=X et g(X*)=2X">, doncsi B est la base canonique de C, [X], il vient
1 00
Mg(g)=[0 1 0|
0 0 2

b) ‘M 5 (g) est diagonale, donc g est diagonalisable|.

On calcule g(Q)=2+4X +2X% =T . On constate avec 1) que les racines de 7 et de O sont
différentes. Donc ‘g ne vérifie pas R |

3) a) Voir cours.
b) Soit k e [[0,n]. Les racines de L, sont les éléments de [0,n]\{k} .1lyena n.Comme f vérifie
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la propriété R, les éléments de [0,n])\{k} sont aussi racines de f (L ).Or f(L,)e E=C,[X],donc
comme on a trouvé nracines distinctes de f° (Lk ) , il vient I’existence d’un complexe A tel que :

k-1 n
f(L)= ﬂH(X—i)H (X —i)= AL, . Donc ‘Lk est un vecteur propre de f‘.
i=0

i=k+1

De¢s lors, on a trouvé une base B =(L,,..,L,) de vecteurs propres de f . Donc ‘ f est diagonalisable.

4) Soit S:sz .Onpose Q=S-1.Pour i e[l,n], Q(i)=S(i)—1:ZLk(i)—1:1—1=0.
k=0 k=0

Donc Q posséde n+1racines distinctes et Qe C,[X], donc Q=0 et S= DL =1
k=0

Or les racines de S =1 sont celles de f(S). Donc f(S)n’admet pas de racine complexe et comme
f(8)eC,[X], avec d’Alembert-Gauss, /(S) est une constante non nulle. (si f(S)=0, f(S)n aurait

pas les mémes racines que S=1).
Donc | f(S) est une constante non nulle|

Exercice 27 (Oral Mines 25, Corentin,3) : Soit P e C[X |, non constant. On suppose que si z est racine de P
,alors Im(z)>0.
Onécrit P = P, +iP,,avec P,P, € R[X].

1) Montrer que Vz e C,|P(z)|=|P(Z)|< zeR.

2) Montrer que toutes les racines de P;, P, sont réelles.

Ind :

1) Donner une expression de P en fonction de ses racines. Décomposer les complexes a 1’aide de leur
partie réelle et de leur partie imaginaire, et utiliser I’hypothése.

2) Utiliser 1) et que si Q= Zn:akxk eR[X], alors Q(Z) = 0(z).
k=0

n
1) Soit P e C[X].On considere n =deg(P)et P= lH(X—rk) . K,....1, sont les racines de P . Pour
k=1

k [1,n], on pose 1, =ay +ib; , avec b, >0.

Soit z € C. On procede par double implication pour montrer |P(z)|=|P(Z)| < zeR
Le sens < est clair.

On montre = . On suppose z=a+ib,avec a,be R, et |P(z)|=|P(Z)|.

|P(z)|:|ﬂ|ﬁ|z—rk|:|/1|\/ll[((a_ak)2 +(b—bk)2) et |p(2)|:|/1|Jll[((a_ak)2 +(b+bk)2).

=1 k=1

Orsi b>0,alors Vk [[l,n]),(b+b; )2 >(b-b )2 (car b, >0). Donc |P(z)|>|P(Z)|, ce qui est absurde.

De méme, si b< 0, alors Vk e ﬂl,n]],(b +b, )2 < (b—bk )2 - Donc |P(z)|<|P(Z)|, ce qui est absurde.
Donc b=0¢t zeR.On adonc bien‘Vz eClP)|=|P@)| e ze R|

2) Soit z e Cuneracinede P;. Comme P, € R[X], on sait Z est aussi racine de P,.

Il vient P(z) = P,(z) +iP,(z) = iP,(z) , et P(Z) = P,(Z) +iP,(Z) = iP,(Z) -

n n
On écrit P, :Zaka ,avec a,..,a, € R.Donc P,(z) :Zakzk .
k=0 k=0
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Donc P,(z) = Za,jk = Zakzk =P,(2)
k=0 k=0

Donc |P(z)| = |P2(z)|, et |P(z)| = |P2(E)| =|Pz)|.

Donc avec 1), on conclut que z € R. On proceéde de méme si z est racine de P .

‘Donc toutes les racines de P, P, sont réelles‘.

11 1
. . . . 11 -+ 1

Exercice 28 (Oral Mines 25, Céme,3) : Soit n un entier pair. Soient 4 € A, (R),J =l. . . . |- Montrer
11 1

que Vte R,det(A+tJ) :det(A).

Ind : poser P(r)=det(A+1J) et montrer qu’il s’agit d’un polyndme de degré p <1. Calculer det ((A + tJ)T) .

t+A, t+A, - t+AL,| [tHA, An—A, - A, A,
t+4,, t+4,, - t+4, t+dy, A=Ay o Ay, — Ay

Pour 1 e R, soit P(t)=det(A+tJ)= L7 S M = - LT " en
I+ An,l I+ An,2 R A An,n I+ An,l An,Z - An,l T An,n - An,l

soustrayant la premiére colonne a toutes les autres.
En développant par rapport a la premiére colonne, on obtient P e R, [X ] .

Donc Ja,b e R,VteR,P(t)=at+b.Onaalors b= P(0)=det(A4).
Montrons que a=0.

Comme A€ A, (R) , AT =—4.0n calcule pour teR : det((A+tJ)T) = det(—A+tJ) =(-1" det(A—tJ).
Or det((A+tJ)T ) = det(A+4J) = P(r) , donc P(t)=(~1)" P(~1).

Comme n est pair, P(t) = P(—t) ,donc at+det(4)=—at+det(4),etavec t=1, a=0.
On a donc bien |Vt eR,P(1)=det(A+1])= det(A)‘.

Exercice 29 (oral Mines 25, Niels,4) : Soit » > 2. Pour Pe R, [X], on pose ¢(P)(X)= (X2 -1)P"+2XP".

On note pour P,Q e R, [X] : (P,0)= j. P(t)Q(t)dt et on admet qu’il s’agit d’un produit scalaire.
-1
1) Montrer que @ est un endomorphisme autoadjoint.
2) Montrer que @ est diagonalisable et trouver Sp(¢) .
3) Montrer I’unicité et I’existence d’une famille orthonormée (F,..., P,) telle que
Vi e [[O,n]],(deg(Pk) = ket (P, x*)> 0) :
4) Soit 0, (X)=(-1)*P,(-X) . Montrer que (Q,...,0,) vérifie les conditions de 3). Que peut-on en

déduire ?

Ind :
1) Calculer par exemple <¢( P), Q> - <P, ¢(Q)> .
2) Utiliser la matrice de ¢ dans une base.
3) Montrer I’existence a I’aide de Gram-Schmidt. Pour I’unicité, supposer qu’il existe une autre famille
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(895---»S,) qui convient et montrer que S, et P, sont dans I’orthogonal de R;_, [ X] dans R, [X],

4) Exploiter un changement de variable.

1) On prouve tout d’abord que @ est un endomorphisme : soit P,Q € R, [X ] et xeR.
Ona ¢(aP+Q)= (X’ —1)(aP“+ Q")+2X(aP'+Q') =ag¢ (P)+¢ (Q), donc @ est linéaire.
De plus, si PeR,[X], deg((X*—1)P")<net deg(2X P')<ndonc deg(#(P))<n et g(P)eR, [X].

Donc ‘¢ est un endomorphisme de R, [X ] ‘

Montrons qu’il est autoadjoint :
Soient P,QeR, [X] .

1 1

On calcule {¢(P),0)~(P,4(0)) = j ((t2 —DP"(1)+ 2tP'(t)) O(t)dt - j ((z2 —DO"(t)+ 2tQ'(t))P(t)dt

Done (¢(P),0)~(P.¢(Q)) = J.((t2 —1)(P"()O(1) = Q"(1)P(1) + 21 (P'(1) Q1) — Q'(t) P(1) )t

-1

Si on pose U(¢) = P(1) Q(t)— O'(t) P(f) , il vient :
U't)=P"(0)0()+0' () P'()-Q'@) P'(1)-0"(1) P(t) = P"(1) O(1) - Q" (¢) P(1)

1

Donc (#(P),0)—(P,$(Q)) = j (AU )+ AU (1)) dt= [A(t)U(z)]fl =0,car A({)=¢"-1 pour reR.

-1

On a donc bien <¢( P), Q> = <P, ¢(Q)> . Donc | @ est un endomorphisme autoadjoint‘.

2) Tout d’abord, par théoréme spectral, comme ¢ est un endomorphisme autoadjoint, | ¢ est diagonalisable].

Pour PeR, [X],ona ¢(P)=(X*-1)P"+2X P'.
Onadoncg(1)=0 et p(X)=2Xetpour k>2,0na
XY =k(k-1D)(X*-DX" 42k X X =k(k+DX* —k(k-1)X* 2.

On peut donc écrire la matrice de ¢ dans labase B=(1, X,...,X") :

00 =2 0 - 0 0 0
02 0 =2%3 . 0 0 0
0023 0 . 0 0 0
00 0 3%4 0 0

M=M=, . .
00 0 0 - . 0 -n@-1
00 0 0 - 0 nn- 0
00 0 0 - 0 0 n(n+1)

Elle est triangulaire, donc les valeurs propres sont sur la diagonale. Donc |Sp (¢) = {k(k +1),k e IIO, n]]}

3) On prouve d’abord I’existence avec le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt : on prend
B= (I,X . ¢ ”) et on I’orthonormalise. Soit donc une famille C = (Q,,...,0,) , orthonormée, telle que pour

tout k e[0,2], O, € Vect(l,X,..,Xk) =R, [X].Ona deg(Q,)=1.
De plus, pour k>1,si deg(Q,) <k, (Qy»...,0; ) est une famille de £ +1 éléments dans R _, [X] , donc elle

est liée, ce qui est absurde.
On a donc deg(Q; ) =k pour k €[[0,n]. De plus, si <Qk,Xk> >0, on pose B, =Q,, etsi <Qk,Xk> <0on

pose P, =—Q, etil vient <Pk,Xk>20.
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Si par I’absurde <Pk,Xk>:0 , alors <Qk,Xk>:0. Or O, =AX*+R,avec 1#0 et ReR,_[X], done
ReVect(Qy,....04y) etil existe a,...,a;_; € R,R=ayQy +...+ a0y, donc (Q;,R) =0

Donc 0= <Qk,R> = <Qk,Qk —/1Xk> = ||Qk||2 . C’est absurde car O, #0.

Donc <Pk , Xk> >0et |1a famille (Ry,...,R,) convienq.

On prouve I'unicité. On suppose I’existence d’une autre famille orthonormée (S,...,S,) telle que
Yk e |IO,n]],(deg(Sk) = ket (S, X")> 0) :

Pour Vk €[[0,n], S, eR,[X]. De plus, si k>1,(S,...,S;_;) est une famille orthonormée, donc libre et
comme elle posséde k = dim(R,H [X]) vecteurs, ¢’est une base de R, _ [ X].

On sait que Vi € ﬂO,k—l]],(Sk,Si> =0.

Sion note Fy I’orthogonal de R,_ [X] dans R, [.X], on peut dire que S, € F; et de méme que P, € F .
Or dim(F) = dim(Rk [X])—dim(Rk_1 [X]) =1,donc 31 e R,S, = AP, . Celareste vraisi k =0.

Mais |5, | =[] =1, donc 2e{-1,1}. Enfin, (S, X*)=2(R,x")>0,donc 2=1et 5, =F.

|Il y a donc bien unicité de la famille convenand.

4) Soit 0, (X)=(-1)*P,(-X) . Montrons que (Q,,...,0,) vérifie les conditions de 3).

1
Soient 7, j € [0.1]. (0.0, )= (—1)”1'.[13.(—1)1?]. (~1)dt .
-1

1

On fait le changement de variable u =—¢ : <Qi,Qj > = (=" .[ F(u)P;(u)dt = <PI,P] > .
-1

Donc (Q,,...,0,) est orthonormée, et pour k ﬂO,n]] , deg(Qp) =k .

1 1
Enfin, <Qk,Xk> = (-1 J. B (—0)t* dt = (-1)* J. P, (1)t* dt avec le méme changement de variable.
-1 -1

Donc <Qk,Xk > >0 et|(Q0,...,Qn) vérifie les conditions de 3)‘.

Par unicité, 0, (X) = (~)* B (~X) = B (X) .| B, a la méme parité que k|

A A
Exercice 30 (oral Mines 21,25,Centrale 24, Nassim,4) : Soit 4 M, (R). Soit B = [O A) . B est-elle

diagonalisable ?

Supposer B diagonalisable. Montrer en utilisant b canoniquement associ¢ & B que A est alors diagonalisable et

D D
que B est semblable a ( o D ] , avec D diagonale. Utiliser des plans stables par b et la restriction de b a ces

plans pour conclure.

Supposons que B est diagonalisable. Soit alors » canoniquement associ€¢ & B. On note C =(e,,...,e,, ) la base

canonique de R*" . On constate que V =Vect(e,,...,e, ) est stable par b .

Comme b est diagonalisable, I’endomorphisme induit 4, ’est aussi et donc| A est diagonalisable|.

Soit donc P e GL, (R)et Ddiagonale telles que 4=PDP".
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PDP' PDP' P 0 D D)\ p' 0
On constate alors que B = = .

0 PDP o p)lo DJ)lo P
-1
P 0 P 0 Pt 0 D D
Or eGL,, (R), et = |, donc Bet dont semblables, et comme B est
0o P 0 P P 0 D

D D
diagonalisable, N :[ 0 DJ 1’est aussi.

d, 0) 4, 0)
o q O v [P D) d 0  d
n note D = .. et = 0 D = 0 dl (0).
0) d, ) .
0 (0 d,

Notons C'=(u,,...,u,,) une base de R* telle que M. (b)=N.
Alors W =Vect(u,,u,,,) est un plan stable par b et comme b est diagonalisable, I’endomorphisme induit

. . . . . (d d N
b, Dest aussi. Donc sa matrice dans (i,,u,,,)’est aussi. Or elle est égale a ( ' ‘J qui n’est pas
1

diagonalisable si d, # 0 (sinon, elle serait égale a d,/,, ce qui n’est pas le cas).
Donc d; =0 etde méme, d, =...=d, =0,donc 4=0.

Réciproquement, si 4 =0, alors B est diagonalisable.

Donc | B est diagonalisable si et seulement si 4 =0 |
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En Plus :

Exercice 31 (oral ESPCI 25, Rémy,5) : Soit # un entier naturel tel que »n > 2 .

Ind :

1) Soit 4e M, (R).Montrerque A€ S, (R)< Ik eN ,3BeM, ,(R),A=B"B.
2) Soit L: M, (R)— M, (R) une application. Soit k € N,
Ay Ay
Pourde M, (R) telle que A= , avec Vi,je[[l,k]],Al—’jeMn(]R),onpose
Ay Ak
) L(4y)-L(4y)
L(A4)= e M, (R). On dit que
L(Agy)-L(4)

L est complétement positive (C.P) si et seulement si Vk e N*,VA e S (R),L(A) es (R) .

Montrer que L:M > M" n'est pas C.P
3) Si L estC.P, alors montrer que VM € M, (R),(L(M))T =L (MT ) )
1) Par double implication, en diagonalisant dans le sens direct.

00 0 O
1 -1 0 . T
2) Prendre d’abord n=k=2 et A= 0 -1 1 ol puis généraliser a n quelconque.
00 0 O
I 0 . . .
3) Prendre p=| " etutiliser B' Be S5, (R).
M I,
1) On procede par double implication.
d (0)
= Soit 4e S, (R) On utilise le théoréme spectral et on considére D = et PeO,(R)
0) d,
Jdi (0)

tellesque 4 = P D P" ,avec Vk €[l,n],d, >0.Onpose A= etil vient A=PA(PA)T.

(0) d

n

Donc on a bien 4=BTB, avec B=(PA)T etk=n.

< Tout d’abord, comme A=B'B,ilvient AT =4 et 4¢ S, (R). De plus, on calcule

XTAX:XTBTBX:"BX"2 >0. Donc on abien 4€ S, (R).

Ceci prouve bien A€ S, (R)< JkeN',3Be M, ,(R),4=B"B|

2)

0 0 0 O
01 -10

On cherche un contre-exemple. Lorsque n=2 :onprend k=2et|4= 0 -1 1 ol
0o 0 0 O
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Alors =X2((X—1)2—1):X3(X—2).Donc Sp(d)cR,et deS,(R),donc A€S, (R).

Or i(A) =

0 0 0 -1

0 0 0 . . L .

001 0 et si ¢ est canoniquement associé a cette matrice, et que B = (61,82,63,64) est
-1 0 0 O

A

la base canonique de R*, alors c(e +ey)=—(¢+e,),donc -le Sp[L(A)J et i(A) S, (R)-

Donc M > M7 n'est pas C.P.
On généralise lorsque 7 est quelconque, toujours avec k=2 :

0 0 0 -1
(0) (0) (0) (0)
1 -1 " 10
onprend 4= L1 €S,,(R) et L(4)= 01 £S,,(R).
(0) (0) (0) (0)
0 0 -1 0
h)onc M — M n'est pas C.ﬂ.
3) Onsuppose que L est C.P. Soitalors M e M, (R).Onpose k=2.
1, M"
On cherche a exploiter ce qui précéde. On prend B = L0 .Alors BT =| 7 .
M I, 0 I,
I,+M"™M M
Avec 1), on sait que B" B e S, (R). On calcule et on trouve 4 = B'B = ( nt , ] €85, (R).
M I,
. g LU, +M"™M) LM
Alors comme L est complétement positive, L(A4) e S;, (R). Or L(4) :[ (L + . ) K )J. Cette
LM™) 1,

matrice étant symétrique, on conclut que VM e M, (R),(L(M ))T =L (M T)

L’important ici est d’avoir 4 de la forme 4 = (

M
vl v ] € S5, (R) (les valeurs de U,V n’ont pas

d’importance, mais A doit rester dans S5, (R) , ce qui pousse 2 utiliser 1)).

Exercice 32 (Oral ENS 25, Louiza,5) : Soitd e N".
Pour toutes matrices 4 et Bdans M, (R) on définit [ A4, B]= AB—BA.

Pour 4,B e M ,(R), on considere la suite de matrices (F,), .y définie par F, = B et pour tout n e N,

F..= [A7E1] .
n
1) Montrer que pour tout » < N, il existe des réels ¢, ,,c, ,,...c,, tels que F, =Y ¢, A" 'BA".
i=0
2) Soit 4 € S,(R). Condition nécessaire et suffisante portant sur 4 pour que la suite (F)),_, tende vers
la matrice nulle, et ce quelle que soit la matrice B a partir de laquelle la suite (F,),_,a été construite.
1) Calculer les premiers termes et trouver une propriété a prouver par récurrence. Il est pratique de trouver
les coefficients pour la suite.
2) Procéder par analyse et synthese. Diagonaliser A4 et se ramenera M, = (Z (}?](_l)iDn—iC Di] 50,
1

: n—+o0
i=0

et ce quelle que soit 1a matrice C . Appliquer ce résultat pour les éléments de la base canonique.
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1) On calcule les premiers termes : F, = [4, B]= AB - BA, puis F, = AF, —F,A= A’B—-2ABA+ BA® et
Fy=AF,—F,A= A(A’B—2ABA+BA’ | —(A’B—24BA+BA’ ) A= A’B—34’BA+34BA* - BA'

n (n S
On montre alors par récurrence que | F, = Z[ .J(—l)’ A"'B A"
i=0 \ !

C’estvraipour n=0 et n=1.

Soit ne N tel que F, = 2(7](—1)%""3 A Alors F,_, = Z('?J(—l)*‘A"*“B A —Z[’,’j(—l)fA"fB A
l l 1

i=0 i=0 i=0

9 : N n i gn+l-i i C n i gn+l—i i
En changeant d’indice dans la seconde somme : F,, = z =D ATTB A+ z - (-D)'4A""BA".
=0\ ! im0\l

. & n+ 1 i gn+l-i i
Donc avec le triangle de Pascal, F,,, = z (-D)'A""BA".

o\ 1
L’énoncé ne demande pas de déterminer les coefficients, mais cela m’a semblé utile pour la suite.

A (0)
2) Soit 4€S,(R). Par théoréme spectral, soit P O, (R) et D= diagonale telles que
(0) Aq

A=PDP".On procéde par analyse et synthése et on suppose que la suite (), tende vers la matrice

nulle, et ce quelle que soit la matrice B a partir de laquelle la suite (F)),_ya été construite.

[lvient F = p[zn:[7](_1)1'0"-"13"3131)"]13" .Onnote C =P 'BP (quand B décrit M, (R), Caussi,
1

i=0

donc la propriété doit étre vraie pour toute matrice C e M, (R)), et M, = (Zn: (’?](—1)" D"’CD‘j )
=0 \ !

Comme F, — 0, M, =P 'F,P — 0 (car N > P"'NP est linéaire en dimension finie, donc continue).

n—+wo n—>+0

On applique cela pour les éléments de la base canonique de M, (R) .

Pour C=E,, : M, =Z[Zj(—l)kD"kEi,/Dk .
k=0

n

Orpour p.qel.d], (E” Dk),, :Z(El/ ),,,I(Dk)/,q :/1: (EI/ )p,q’ donc E,, D" = LE, ;.

R
Puis (D"E, ),, => (D )N(E,.J )/,q =1 (E,, )M et D'VE, = ANE, .

»q -1

Donc M, = [i[ZJ(_l)kzp"-kzqk ]Ei.j = (ﬂq -2, ) E .

k=0

Or M, — 0, donc avec la convergence coefficient par coefficient, (4, —4,)" — 0 et |/1q —/‘Lp| <1.

n—>+o0 n—>+oo

Réciproquement (synthése), si Vp,q € I[l,d ]],|/1q - /1p| <1, alors avec les calculs précédents, M, — 0,

n—>+w

Comme c’est vrai pour toute matrice élémentaire E, ; et que les (E,.’j) . forment une base de A, (R),

1<i,j.
c’est vrai pour toute matrice C par combinaison linéaire (finie).
donc F, = PM,P”" — 0 pour toute matrice B (par continuité de N — PNP™").

n—>+0

(F,),n tend vers la matrice nulle quelle que soit la matrice B < VA, e Sp(4),|A— p| <1 ‘

Exercice 33 (oral ESPCI 25, Antonin,5) :
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Soient 7 droites vectorielles dans RY telles que chaque paire de droites soit séparée par un méme angle

d+1
07&0[7[]. Montrer que n < 5

Ind : Considérer un vecteur unitaire u, de chaque droite D, . Justifier <ul,u j> = cos®(0) pour i # j, puis

considérer la projection orthogonale p; sur D, = Vect(u; ) et montrer que (p;,.., p,) est libre.

Notons D;,...,D, ces droites, deux a deux distinctes, avec pour k [[1, n]] , un vecteur unitaire u, de la droite
Dy .Pour i#j, u; #u; et u; #—u;(sinon D, = Vect(ul-) = Vect(—ui):Dj ).
) libre (si on avait u; = Au; , avec 2 € R, on aurait A € {~1,1} car

Donc (u;,u u ; unitaires).

i’ j i° _]

On se place dans un espace euclidien E = Vect(u;,u;) . On sait que I’angle orienté entre u; et u; est égala 6 ou
que I’angle orienté entre u; et —u; estégala 6.

Lorsque I’angle orienté entre u; et u; estégala € , onnote r1'unique rotation vectorielle de £ telle que

cos® —sin HJ

r(u;) =u;, avec dans une base orthonormée B = (u;,w)de E My(r)=| |
: sinf cos@

Alors u; =(cos@)u; +(sin@)w. On a alors <ui,uj> =cos(@) pour i # j.
Lorsque I’angle orienté entre u; et —u; est égala @, il vient <ui,—uj> = cos(#) , donc < u;,u ]>— —cos(6).

Dans tous les cas, <”ia“_; >2 =cos’(@) =ae [0,1].

On remarque (d;IJ = d(d2+ D = dim(Sd (R)) = dim(S(Rd )) .

Notons pour k € |Il,n]] Py la projection orthogonale sur Vect(e, ). On sait que p, €S (]Rd)
. o d+1

On veut montrer que (p,,.., p,) est libre. Ainsi, n < ) |

Soient (¢,..,a,) e R"tels que o p, +..+ ¢, p, =0.

Alors pour k e[Ln], w=(eqp, +..+a,p, ) ;) = Za ug,u; )u; =0, done (w,u; ) Za ) =
i=l1

1 a a a a a
[24] . .
. . a 1 . a a .
Cecis’écrit M.| : |=0,avec M = .. Or M-(1-a)l,=M = .. , donc
o oa o a
an
a a 1 a a

rg(M—-(1-a)l,)2n-1 et dim(E,_,(M))=n-1 et la multiplicité¢ de (1—a) comme valeur propre de M est
supérieure ou égalea n—1.
De plus, si on note x la derniére valeur propre, 7r(M)=n=x+m—-1)(1-a),donc x=1+a(n-1)>1>0

)

Donc comme 1—a#0,0¢ Sp(M) et M est inversible, donc comme M.| : |=0, ¢y =..=a, =0.

2

d+1
Donc (p,..,p,) estlibre et on conclut donc bien | < [ j

Exercice 34 (Oral X 25,4) : Soit n>2 et A€ M, (C) . On suppose VM e M, (C),det(A4+ M) = det(A)+det(M)
. Que peut-on direde 4 ?
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Ind : montre d’abord que det(4) =0, puis montrer que chacun colonne de A est nulle en construisant une matrice
M telle que 4+ M est inversible, mais pas M .

On suppose VM € M, (C),det(A+ M) = det(4) +det(M) . En particulier, pour M = A, det(24) = 2det(4), donc
2" det(A) = 2det(4) et det(4)=0.

On déduit que VM € M, (C),det(A+ M) =det(M).

Notons (C, ,C,,C;,..,C,) les colonnes de 4.8Si C, #0, on compléte (C;) en une base (C,,D,,D,,...,D,)de
M, (C)=C". Onnote M la matrice dont les colonnes sont (0,—C, +D,,-C, +D,,...—C, +D,).

Les colonnes de 4+ M sont alors (C,,D,,D,,...,D,).On adonc det(A +M) # 0 (puisque la famille de ses

colonnes est libre).
En outre, comme la premiére colonne de M est nulle, det (M ) =0. C’est absurde, donc C, =0.

On procéde de maniére analogue pour les autres colonnes de A4 et on conclut que 4=0.
La matrice nulle vérifie bien VM € M, (C),det(A4+ M) = det(A4) +det(M ) .

Donc (VM € M, (C),det(4+ M) = det(4) + det(M)) < 4 = (0)

Exercice 35 (oral X 25) : Soit » > 2. Soit S un sous-espace vectoriel de M, (R ), qui contient /, , est stable par
produit (M,NeS= M N e S ) et vérifie V4,Be S,AB=0=(4=00uB =0) .

Dire tout ce qui est possible sur § . Vérifier si certains ensembles que vous connaissez vérifient les conditions
posées.

Ind : la question est trés ouverte et on peut donc essayer de nombreuses choses sur un tel ensemble S .
Vérifier que S =Vect(l,) est solution.
Considérer U € S telle que U & Vect(I,) . Etudier les polyndmes annulateurs de U et montrer que U est

inversible et n’a pas de valeur propre réelle.
Déterminer S lorsque »n est impair et lorsque 7 est pair, trouver un autre ensemble que S = Vect(/,) qui vérifie

les conditions.

Tout d’abord, on peut remarquer que si § vérifie les conditions posées, alors |S < Vect(1,)|.

S =Vect(l,) est solution et vérifie aisément toutes les conditions‘.

De plus,

On peut remarquer différentes choses :
e Soit D, (R)’ensemble des matrices diagonales de taille n . C’est bien un espace vectoriel stable par

1 )\ (0 (0)
produit, mais on a . . . , donc il ne vérifie pas les conditions.

0) 0 )(0) 1
e S, (R)ne fonctionne pas non plus, car D, (R)c S, (R)
* §=GL,(R)n’est pas non plus solution car ce n’est pas un espace vectoriel.
e Si § vérifie les conditions posées et que M est nilpotente, non nulle et élément de S , alors on prend
p= min({k eN M* = 0}) >1.1lvient M.M?”" =0, avec M”™" e S puisque S est stable par produit.

Pourtant, on n’apas M?” =0, ni M = 0 donc c’est absurde :
|1a seule matrice nilpotente élément de S est la matrice nu11e|.

)4
e Soit P= Zaka € R[X] et U e S .Alors comme S est stable par produit et par combinaisons
=0

P
lingaires, P(U) =Y a,U" S (1).

k=0
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e Soit U e s telle que U ¢ Vect(1,) . On considére p = min({k eN',(1,,U,U?,...U") est liée}).
On sait que p existe car (In,U,UZ,...,U"z) est une famille de #° +1 éléments de M, (R),avec
dim(Mn (R)) =n*, donc elle est liée.

De plus, (Z,,U) est libre, donc p=>2.

k

p-1
(IH,U,UZ,...,U’H) est libre et (IH,U,UZ,...,U’H,U") est liée, donc on peut écrire U” :ZakU .

k=0
p-1 p-2
Deés lors, si @, =0, 0=U" - o, U" :U[U"1 —ZaMU"J.
k=1 k=0
p-2
Or U ¢ Vect(I,), donc U =0 etavec (1), U"" —ZaMUk es.
k=0
p=2
Donc avec VA4,Be S,4B=0=(4=00uB=0), on conclut que Uur' = ZQMU" , ce qui est
k=0

absurde puisque (/,,U,U?,...,U"") estlibre.

p-1
Donc a, #0 et U[L(U”‘ —ZakU"‘D =1, et U estinversible.

a, k=1

|D0nc toute matrice non nulle de S est inversible|.

Deés lors, pour A € R, par structure d’espace vectoriel, A/, +U €S .0r U ¢ Vect({,),donc A1, +U #0

et AI +U estinversible. Donc 4 n’est pas valeur propre de S .

Ainsi, |si U eVect(l,),etque U e S ,alors U n’a pas de valeur propre réelle|.

e Si n est impair, toute matrice possede forcément une valeur propre réelle (le nombre de valeurs propres
non réelles, comptées avec leur multiplicité, est pair).
Donc ‘si n est impair, alors S =Vect(l,) est le seul ensemble qui vérifie les conditions‘.

e Si n est pair, on cherche des matrices sans valeur propre réelle et on peut prendre n = 2 et
0 1
U= .
-1 0
a b L. ..
On pose S =Vect(1,,U) = {[ 5 J,a,b IS ]R} . On vérifie les conditions.
-b a

- S estun espace vectoriel qui contient 7, et est stable par produit (comme U* = -1, , il vient pour
a,b,a\b'eR : (aU+b1,)(a'U+b'l)=(bb'-aa")l,+(ab'+a'b)U € S).

. . Vo a b
- Soient M,N €S .On suppose que MN =0 . Soient a,b,a’,b'eRtels que M = b et
-b a

_p
On a donc bien MN =0= (M =0 ou N =0).

a b Acos@ Asin@ .
Donc|S =Vect(1,,U) = 5 ,a,beR} = ,A,0 € R ;| convient (on peut le
- a

a' b'
N :[ 'j. 11 vient det(M)=a’ +b*,doncsi M = 0,alors M estinversible et N =0.
a

—-Asin@ Acosé

montrer par double inclusion ; ce sont les multiples des matrices de rotations).
Donc si n = 2, S =Vect(I,)n’est pas la seule solution‘.

2p "

. 0 7
On généralise et on prend pour n=2p : U = ( ; O”J .Alors U? = -1
“p
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al bl

Onpose S = Vect(lzp,U) = {[ b; I” ] ,a,be R} . Par produit par blocs, S est un espace vectoriel
—bl, al,

qui contient [ ) ctest stable par produit.

. . 1 bl
Soient M,N €S . On suppose que MN =0.S1 M = [ ab[” I”] ,avec a,b €R. On prouve qu’elle
- a
»

. . . . [ —bl
estinversible si M = 0 :si (a,b)#(0,0), alors M'(le ol j (a® +b*)1,,,donc M est
r

inversible. Donc on a donc bien MN =0 = (M =0ouN = 0)

al, bl, )
S =Vect(l,,,U) = o al ,a,be R convient.
P r

|Si n est pair, S =Vect(l,) n’est pas la seule solution‘.

Exercice 36 (oral Mines 25,Tom,3) : soit (E( | )) un espace préhilbertien réel. Soit f € GL(E) . On suppose que
f conserve I’orthogonalité (¢’est-a-dire telle que Vx,y e E,(x |y) =0= (f(x) |f(y)) =
1) Soient u et v des vecteurs unitaires appartenant & E . Calculer la valeur de (u +v|u-— v).

2) Montrer 3o >0,Vx € E, ||f(x)|| = a"x".

3) Montrer >0,V (x,y) eEz,(f()c)|f(y))=oc2 (x]y)-

Ind :

2) Pour x,y e E,nonnuls, poser u =

.
IIXII Iy

3) Développer ||f(x)+f(y)"2

1) Soient u et v des vecteurs unitaires appartenant & £ . (u +v|u —v = ||u||2 —||v||2 =0

2) Soit x # 0 . Alors on pose o = " " .Comme f € GL(E), on peut dire que f( )¢ Ogpet a>0.

ER
Soit alors ye E.Si y =0, ona bien "f ||=oc||y||.
Si y =0, on pose u:ﬁ etv—"y" Avec 1), (u+v|u-v)=0.

Donc (f(u+v>/f(u—v))=o.nonc[f(> ACOINIC)) f(y)j 0
ERNTRNEENE

Pt |7 ()= el done|3a > 0.vx € £] £ (x)]| = o]

o ol
o Il

3) Soit & >0 obtenu a la question précédente. Soient (x y) € E*. Alors "f x+y " = a"x +y|| donc

[r+rOIF =abeesl e |y s QI +2(7 @15 00) = o ol + ol #2402 (31 ).
On a donc bien |V (x,y) € E*,(f (x)1 £ (»)) = @* (x]»)

Exercice 37 (Oral Mines 25, Igor,3) : Déterminer, si elle existe, inf f(t —at’ —bt—c) dt.

a,b,ceR
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1
Ind : Reconnaitre une distance associée a un produit scalaire <f 8 > = _[f (1)g(#)dt . Chercher le projeté
-1

orthogonal de t+>t* sur Pensemble F des fonctions polynomiales de degré inférieur ou égal a 2 sur [-1,1].

1
Soit E I’ensemble des fonctions continues de [~1,1] dans R.On pose pour f,g€E :<f» g> = jf(t)g(t)dt,
e}

Montrons que <,> est un produit scalaire.

Soient f,g,he E et 1eR.Alors (f,g)=(g,[) et (,)est symétrique.
1

De plus, <f +Ag, h> = I (f + /lg)(t)h(t) dt = <f, g> +4 <f, h> (toutes les intégrales convergent donc on peut
-1

séparer en deux), donc par symétrie, (,)est bilinéaire.

1
En outre, <f,f> = Ifz(t)dt >0 . Enfin, si (f, /) =0, alors la fonction 7 > f2(t) est continue et positive sur
-1

[-1,1], d’intégrale nulle. Donc Ve R, f(1)=0 et /=0 et (,) est défini positif.

‘Donc (,) estun produit scalaire sur £ |

On considere I’ensemble F des fonctions polynomiales de degré inférieur ou égal a 2 sur [-1,1].

a,b,ce

,1
On pose, pour ¢ € [-1,1], u(z) =1*. Alors on cherche J = inf]RJ(t4 —at’ —bt—c)* dt.
-1
Il vient 7 = inf |u — f| - On sait que cette borne inférieure existe est égale  la distance de u & F .
feF -

On a donc I=||u—pF(u)||2. On considére 4= p, (u). Soient a,b,c eR tels que V¢ e [-L1),h()=at®* +bi+c.
Alors h=p,(w)eF etu—h=u-p,(u)eF".

jf(z“ —at’ —bt—c)dz =0

-1

(u=ht—>1)=0 1

On sait alors que <u—h,th>:0.Donc J.(Z4—at2—bt—c)tdt:0.
-1

<u—h,ZHt2>=0 1
j(r“ —at® —bt—c)l2dt:0

-1

z—z—a—ZC:O
1 . P 1 . 5 3
De plus, par parité, si k est pair, It dt:m etsi k est impair, It dt=0_Dponc b=0
B B 2 2a 2c_
7 5 3
a a 1 2 3
cC=——— c=——— cC=———= ——
53 5 3 5 7 35
On trouve § b=0 ,donc { b=0 , donc b=0
Lata g | (a8 |6
7 5 15 9 45) 105 7
Donc |V e [-1,1],h(1) = p, (u)(?) 8 3
7 35
2 2 2
Alors I=||u—pp(u)|| =||u|| —||pF(u)|| par Pythagore (car u— p.(u) L p.(u)).
1
Donc I:z—j[§t4—£t2+%jdt=z— 72 +l 2 18 = 128 .Onadonc|/ = 128
9 149 245 35 9 7*35 37%*35 35*35 11025 11025
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