Analyse : Préparation aux Oraux 26

Séance 1 : Lundi 18 Mai

Cours : revoir tout le ch

Exercice 1 (oral CCINP 25, Estelle,2) :

alors on pose pour x e R : jN’(x) = j

AU)
0\/1+t2

apitre 1 (avec les DL, les primitives, la trigo)

Soit E I’ensemble des fonctions continues de R dans R. Si feFE,

dt.Onnote f,:x>1.

1) Montrer que ¢ ln(t N +1) est une primitive de ¢+ —. En déduire fo .
" +1
1 My 1 n+2
2) Soit ], :I dt . Montrer que pour tout 7 € N, il existe a@,b € R tels que I, = a+b_[—3/2dt
s \l+1” o (1+17)
. En déduire un équivalent de 7 lorsque # tend vers I’ infini.
E—>E
3) Soit ®@: ~
e f
a) Montrer que ® est un endomorphisme.
b) Déterminer ker(d).
4) Déterminer Im(D).
Ind :
2) Effectuer une intégration par parties.
4) Procéder par analyse et synthése. Si g € Im(®) , déterminer g(0).
1) 1l suffit de dériver et sionnote g:7 > In (; +7+ 1) ,alors g'(¢) = — .
" +1
Dés lors, | £, (x) = j (x+\/x +1)
V1+t
1 tn
2) I, = dt . On effectue une intégration par parties.
o1+ l
1 tn+1
On pose a(t) = — (14£)"2 . Tl vient alors a'(r) = ———— . Soit b(t) =
p () N (1+1) ®) (1+t)”2 (= T
1
tn+l 1 1 tn+2 1 1 1 t71+2
Ilvientpour neN, [, =| ————| +— dt = +— dt
Ln+1)\/l+t2 } ”+1£(1+t2)3/2 (n+DV2 n+1y (142)"

n+2

t

1 1
De¢s lors, soit J, = j—mdt. Ona 0<J, < It"*zdt = .Donc J, —» 0
0 (1+t2 0 n+ e
1 1 1 1
Donc I, = ——=+o|——|,puis|l, ~ ~
n=+2 (412 (n+lj 20 (n+1)V2 " N2

3) a)Soient f,geE.Soit AeR. Soit xeR.

Alors ®(Af +g)(x) = lj S dt+j 80 _ gt = 40 () (x)+ (g)(x)

o N1+1

Donc ®(Af+g)= /1CD(f)+q)(g) et O est linéaire.



fS@
V1+£

De plus, par théoréme fondamental de 1’analyse, comme ¢ est continue sur R, @ ( f ) est de classe

C',donc ®(f)eE et|®estun endomorphisme de E|.
b) Soit feker(CD). Alors db(f):O, donc VxeR,®(f)(x)=0. Donc VxeR,f(x)=0et
[ker(©) = {x > 0}

4) On procéde par analyse et synthése : soit g € Im(®) . Alors il existe une fonction f e E telle que

JS(@)
1+

que gest C'sur R (et vérifie Vxe R, g'(x) =

g=®(f).Onadonc g(x)= J. dt . Alors g(0) = 0 et par théoréme fondamental de ’analyse, on déduit
0

S(x)
NIE

Réciproquement (synthése), on suppose que g(0)=0 et que gest C'sur R.
Onpose VxeR, f(x)=g'(x)vVl+x* .Onabien feE.

).

S(@)
VI+£2

Par théoréme fondamental de I’analyse, g(x) = I g'(t)dt :I dt .Donc g =d(f) et g €Im(D)
0 0

Donc|Im(®) = {g € C' (R, R),g(0) = 0}

Exercice 2 (oral CCINP 25, Ambre,3) : Soit a € Ctel que 0 < | a | <l1.

U

Onpose U, =aet VneN,U, , = 2

2-U,"
1) Montrer que pour tout entier naturel n, U, existe et |U n| <.

2) Démontrer que (U,) converge et préciser la limite de U, lorsque » tend vers I’infini.

Ind :

1) Procéder par récurrence. Attention aux inégalités avec les complexes.

n

_al

1) On procede par récurrence et on prouve P(n) : « U, existe et

2) MontrerVneN, <

Un+1

et itérer le procédé.

U, <1 ».

e P(0) est vraie.

e Soit n e Ntel que P(n) est vraie. Alors (U, |<1,donc U, #2 et U, ,, existe.

n+l

U
= < |Un| <1.Donc P(n+1) est vraie.

[2-U,

On a donc bien : h)our tout entier naturel n, U, existe et

De plus, |2—Un|22— U

n+l

>1 et

Un

UH

<1|.

Un
2—

n

2) Tout d’abord, pour ne N, (U U,

n+l

<lu,

. Donc la suite ( ) est décroissante et pour tou

neN,ona|U,|<a,donc|2-U,|>2-|U,|>2-|q|>1.

<

<

Donc VreN,

Un+1

et par récurrence, Vn e N,|[U, | < ———
- a| (2 —|a

Donc par encadrement, (U, — 0

n—>+w




Exercice 3 (oral CCINP 25, Alice,2) : Soit la suite (U,) définie par la relation U] +nU, —1=0.
1) Montrer que pour tout n € N', il existe un unique U, vérifiant cette condition.

2) Montrer que (U,) est bornée et que U, — 0. On pourra montrer VneN",U, €[0,1].

3) Donner un équivalent de U, en +o.

Ind :
1) Utiliser le théoréme de la bijection pour x> f, (x)=x" +nx—1.

2) Utiliser par exemple f, (0), f, [l) , f, (D).

n
3) Exploiter la relation U +nU, —1=0 et le résultat de la question précédente.
1) Pour neN" etpour xeR ,onpose f, (x)=x"+nx—1.

La fonction f, est dérivable donc continue sur R et vérifie pour xe R f, '(x)=5x*+n>0. Donc f, est

strictement croissante sur R. Enfin f, (x) — +o et f (x) - —o.
x>+ X—>—w©

Donc f, réalise une bijection de R sur Ret |l’équation £, (x) = 0admet une unique solution dans R

2) Enoutre,ona f, (0)=-1<f, (U,),donccomme f, eststrictement croissante sur R,ona U, >0.

De plus, f, (I)=n> 0, donc de maniére analogue, U, <1.
On conclut que Vn e N*,Un S [0,1] ,donc|(U,) est bornée|.

. 1 1 . . .
En outre, pour neN , ona f, (—j =—20=f, (U,), donc par stricte croissance de f, , on déduit que
n) n

1
0<U, <—. Donc par encadrement, |U, — 0/.

n n—+o

3) Onsaitquepour neN",ona f, (U,)=0=U+nU, ~1

Donc comme U, — 0, il vient U’ — 0,donc nU, -1 — 0. Ainsi, nU, ~ 1et|U, ~ —

n—>+w n—+0o n—>+o0 n—+0 n—+o p

Exercice 4 (oral Centrale 25, Estelle,4) : Soit / une fonction de classe C” sur [0,1].

. l n-1 k
On pose pour €N : S,,(f)Z—Zf(—j.
M k=0

n
1) Etudier la limite de S,(f) quand 7 tend vers I’infini.
2) Montrer qu’il existe M € R tel que Vre[0,1],Vne N, Vke[0,n-1] :

T e

t__
n
3) Emmnqueng)=jf@yﬁ—-1jfxgdp+
0 2nO

3

M
<=

6

lsz%0w+oﬁ%y
noy n

12

Ind :
1) Utiliser la convergence des sommes de Riemann.
2) Penser a I’inégalité de Taylor-Lagrange.

3) Intégrer la précédente relation entre k et k+1

n n

,puissommerde k=03 k=n-1.

1
n—>+o n

1
Montrer ainsi J.f ®dt = S, (H+ ZL S, (f)+ 61—2 S, (f"+ 0[—2j , puis effectuer un travail analogue sur
0 n n

S, (fHet S, (f") pour conclure.



1) Avec les sommes de Riemann, comme [ est continue sur [0,1],0onaS,(f)= Z f(kJ - J.f(t) dt

2) On utilise I'inégalité de Taylor-Lagrange : on sait que f est C° sur [0,1].

Donc [ est continue sur le segment[0,1], donc est bornée et atteint ses bornes. On pose | M = sup |f(3) (t)|
te[O 1]

Il vient alors pour 7 € [0,1] et k e[0,n—-1] :

[k kY (K 1 kY (K M| k|
n n n) 2 n n 6 n
3) On intégre cette derniére relation entre k et kel pour k e0,n-1] :
n n
k+1 k+1

ro-r&E-o-5Hrdy-Loe-Ee oy
n n n 2 n n

tM k
dts | —(@—-=)dr.
{ 6( n)

n
k
n

n k kY k. 1( kY . k %M k. M k4%
Donc j [f(r)—f(;)—(t—;jf (;)‘E(";] f (;)Jdr < j <) dt—g[a—;) }
n k kY ko (kY Lk M
Donc ;[(f(f) f(; —[f—;jf (;)_E(t_;j A (;)]df S24n4.
n kY, ko 1( kY .k nM
On somme 2 ![f(l) f( ) ( njf (;)—E(f—;j S (;)]dt SZ4n4
‘ . M
Donc J;f(t)dt S (f ) <o

[ rod—s (r-Ls (rn--s |« 2
n uf(t)dt S.(f) 2nSn(f) 6n25n(f )JS .

On a donc

Donc jf(t)dt =S (f)+—S " )+ ) (f“)+0( lj ™.

n—>+0m

Or avec le théoréme sur les sommes de Riemann appliqué a f" qui est continue sur [0,1], on obtient :

S,(f") = jf“(t)dt+o(l)

n—+o0y

Enfin, on fait le méme travail pour f' quiest C” sur [0,1]: pour 1 €[0,1] et ke[[0,n—1] :

ro-r(DH-3r (-t

l‘__
[£@di= 5,095, <

2

M
<=

2 n

Donc

On déduit que S, (f") = jf'(r)dt—LSn(f”)w(l)
2n n

0
n—+0 ()

On remplace dans 1’expression (*) :

p 1 (¢, 1 ., 1)
S,(f) = jf(t)dt—auf (0ydr=—S,(f )+o(;>j

n—>+w



Donc S, (f) = jf(z)dz——ff'(z)arwr [ jjf"(z)dwo(—)

n—+0{)

n

On a donc bien

Exercice 5 (oral Mines 25, Clément R,4) : Déterminer les fonctions f/ : R — R, continues sur R et qui vérifient

x+y

la relation suivante : Vx,yeR, f(x)f(y)= J. f®de ()

x=y

Ind : procéder par analyse et synthése. Montrer que [ est deux fois dérivable sur R et qu’elle est solution d’une

équation différentielle du second ordre a coefficients constants. Distinguer trois cas pour déterminer les solutions
de cette équation qui conviennent. Déterminer auparavant f(0) et f'(0) permet de limiter un peu les calculs.

Tout d’abord, la fonction nulle vérifie (1). On suppose donc que f n’est pas nulle et on procéde par analyse et
synthése en supposant que f vérifie (1). Soit a € R tel que f(a)=0

0
On écrit la relation (1) pour x =y =0. Il vient f(0)* = If(t) dt=0,donc|f(0)=0
0

£ est continue, donc admet une primitive, d’aprés le théoréme fondamental du calcul différentiel et intégral.

xX+a

Soit alors F une primitive de f . Alors f(x) = m _[ f@) dt= f( )

Donc par opérations, f est dérivable sur R. Il vient pour xe R : f'(x) = %(f(x +a)—- f(x —a)) , donc par
a

(F(x+a) F(x- a))

opérations, f' est dérivable sur R, donc f est deux fois dérivable sur R.

Soit x,ye R.D’apres (1),ona f(x)f(y)=F(x+y)-F(x—y)(2).
On fixe y et on dérive cette derniére relation par rapport a x :ilvient f'(x)f(y)=f(x+y)—f(x-») (3)
Si on fixe x dans la relation (2), on déduit en dérivant par rapporta y : f(x)f'(y)=f(x+»)+f(x—y) (4)

On peut ainsi dériver la relation (3) par rapporta xa y fixé.

Ilvientpour x,yeR : f"(X)f(»)=f"'(x+y)-f'(x—-yp).
On dérive de méme (4) par rapporta y a x fixé. Il vient pour x,yeR : f(x)f"(»)=f"'"(x+y)—f'(x-).

Onadonc Vx,yeR, ["(x)f(y)=f(x)/"()

On choisit alors y =a et on pose A =— J;';( )) (on sait que f(a)=0).
On obtient pour x e R : f"(x)— f(x) /;"(( )) 0,donc f"(x)+A f(x)=0

Donc il existe un réel A tel que fest solution de I’équation (E,):z"+ Az = 0‘

On aimerait bien trouver f'(0) pour avoir une seconde condition initiale.

On écrit (4) pour y=0. 1l vient f(x)f'(0)=2f(x),doncpour x=a, ( car f(a)=0).

On étudie maintenant I’équation (E,):z"+ Az =0 en distinguant trois cas.

On traite d’abord le cas . Alors VxeR, f"(x)=0, doncsoit 4,BeR,VxeR, f(x)=4x+B.
On a montré de plus que f(0)=0,donc VxeR, f(x)=A4x.

Comme f'(0)=2,onconclutqueVxeR, f(x)=2x.

Réciproquement, on fait la synthése : soit fdonnée par Vx e R, f(x)=2x.



Alors soit x,y € R.Ona J. f@®)dt=(x+y) —(x—y) =4xy = £(x)f(), donc f est solution de (E,) et vérifie

x-y

(1).. |L’unique fonction non nulle solution de (E,) et vérifiant la relation (1) est la fonction x — 2x

On suppose ensuite ﬁxé et on pose u = \/7 . (E,):z"+ Az =0devient alors z"+ x’z=0
Soient donc 4, B € Rtels que VxeR, f(x)=Bcos(ux)+ Asin (ux).
Onad’aprés 1) f(0)=0,donc B=0et VxeR, f(x)=Asin(ux).

De plus, f'(0)=2, donc A,u:2e‘[Vxe]R,f(x):z sin (ux).
i

. . . 2 .
Réciproquement, on fait la synthése : soit f donnée par V x € R, f(x) = — sin (ux).
i

X+y

Alors soit x,yeR.Ona I fdt= %(cos(,u(x+y))—cos(,u(x—y))) = %sin(,ux)sin(,uy) =f(x)f().

xX—y

Si 4 >0, il existe une unique solution non nulle de (E,) qui vérifie (1) et elle est donnée par f(x) = zsin(yx) .
u

On suppose maintenant et onpose p=.-1.

(E,):z"+ Az =0devientalors z"- 4’ z=0.
On suppose f'solution de (E,). Alors soit 4,BeRtelsque VxeR, f(x)=4e“" +Be ™.
Comme d’aprés 1) f(0)=0,ona A+B=0,donc VxeR, f(x)=A4(e"" —e**)=2A4sh(ux).

De plus, f'(0)=2,donc VxeR, f(x)= 2 sh(ux) .
u

Réciproquement, on fait la synthése : soit f'donnée par Vx e R, f(x) = 2 sh(ux) .
H

Alors soit x,yeR. Xj.yf(t)dt = iz(ch (u(x+y))—ch(u (x—y))) .

x=y /’l
Or f(0)f ()= %(e*” o) —e ) %(ch (x4 )= ch(u(x =)
Donc f est bien solution.

Si 4 <0 ; il existe une unique solution non nulle de (E,) qui vérifie (1) et elle est donnée par f(x) = zsh (ux) .
u

On réunit donc toutes les solutions de ces équations (E,) qui vérifient (1) et on obtient toutes les solutions.

2 . * 2 "
Ainsi, Sz{x—>0,x—>2x}u{x—>—sm(,ux),yeR}u{x—)—sh(yx),,ueR}
u u

Exercice 6 (Oral Mines 25, Grégoire,5) : soit 7€ N". Soit P ¢ R [X].dedegré n et Q=P+ P'+..+P".

On suppose Vx e R, P(x)>0.
1) Démontrer que Q est minoré.
2) Démontrer que Q est positif sur R

Ind :
1) Etudier les limites de Q en —o et en +o0, et utiliser le théoréme des bornes atteintes.



2) Supposer par I’absurde qu’il existe un réel ¢ tel que Q(c)<0.Si E = {x 2c,0(x)= O} , considérer
d =inf (E) et étudier la monotonie de Q sur [c,d [ .

1) Tout d’abord, on note P = ZakX" ,avec a, #0 . Alors P(x) ~ ax" .

P X—>+00

Comme Vx e R,P(x) =0, on en déduit que a, >0 et P(x) — +o0.

X—>+0

De méme, P(x) ~ a,x".Si n estimpair, P(x) — —o0, ce qui est absurde puisque Vx € R,P(x)>0.On

o

adonc n pairet P(x) — +o.
Orpour k=1, deg(P*®)<n,donc Q(x) ~ a,x"et Q(x) > +o.Deméme, O(x) = +©

Avec la définition de limite, soit 4 <0,Vx < 4,0(x)>0. Soitaussi B>0,Vx>B,0(x)>0.
Sur le segment|[ 4, B], la fonction Q est continue donc par théoréme des bornes atteintes, elle est bornée,

donc minorée par un réel m.
Alors Vx € R,Q(x) > min(0,m) . Donc ‘ Qest minoré sur R‘.

2) Oncalcule Q'=P'+...+ P™ + P"*" . Comme P estde degré n , il vient P"" =0.

Donc Q'=Q0-P.

On procéde par ’absurde et on suppose qu’il existe un réel ¢ tel que Q(c)<0.

Alors Q'(c) = 0(c)—P(c) <0 car Vx € R, P(x) > 0. Donc qualitativement, One peut que décroitre et ne

pourra jamais redevenir positive alors que Q(x) — +o0 : ¢’est absurde. Formalisons cela :
X—>—o
Onnote E = {x >c,0(x)= O} . Comme Q(x) — +oo, par théoréme de valeurs intermédiaires, E est non
X—>—00

vide, minoré par ¢ et possede donc une borne inférieure notée d .
Alors ¢ estun minorant de £, donc comme d est le plus grand des minorants, ¢ < d .

De plus, on considére une suite (x,) d’élements de £ qui converge vers d (pour p e N', d +— n’est pas
)4

. I 1
un minorant de E etil existe x e E telque d <x <d+—,donc x, — d).
P P P A

Onaalors Vp e N',Q(x,) = 0 et en passant a la limite, par continuit¢ de O, O(d)=0.

On a donc aussi ¢ <d (puisque Q(c)<0).

On se place sur [c, d ] . Comme d est un minorant de £, One s’annule par sur [c,d [ . Donc par continuité,
elle reste de signe fixe et Vx e [c,d[,0(x) <0, donc Vx e[c,d],0(x)<0.

On a donc pour x e [c,d] : Q'(x) =Q0(x)-P(x) <0 (avec VxeR,P(x)=0).

Donc Q est décroissante sur [c,d ], avec Q(d) =0 et O(c) <0. C’est absurde. Donc ‘Qest positif sur R|.

Séance 2 : Mercredi 20 Mai

Cours : revoir les chapitres 3 et 4

) 2 (x+arctan(x))
Exercice 7 (oral IMT 25, Arthur,2) : Soit L = I S dx .
1 x(x + l)arctan (x)

1) Montrer I'existence de L.
1 _a, bx+c
x(x2 +1) x o x4l

2) Calculer L. On pourra justifier qu’il existe a,b € R tels que Vx >1,



Ind :
1) Prendre un équivalent en +oo.

2) Utiliser I’indication puis déterminer une primitive de chaque terme.

(x + arctan(x)) '
x(x2 + l)arctan(x)

1) Onconsidére pour xeR, : f(x)=

f est continue sur [1,+o0] .

De plus, f(x)x;«mﬁf) ,donc  f(x )HW ﬂi .Or x> % est intégrable en +oo .

Doncl L = e (x+ arctan(x))

dx est absolument convergente, donc convergente|.

1 x(x2 + l)arctan(x)

1 1
7 onobmequeparat 1= (xz +1)arctan(X) +X(x2 +1) '
On cherche a,b € Rtels que Vx>1 1 _ﬁ+bx+c
x +1 x x+1
a+b=0

2 2
a bx+c ax +a+bx +cx
. 11 suffit d’avoir .

x x2+1: x(x* +1)

On a donc Vx> 1, 21 L

x(x +1) x x4l

Donc L = [ln(Arctan(x)) +1In(x) —%ln (x2 + 1)} *‘” =In (%j —In [%j - {%ln ( X 2+ 1]} .
x

1

Donc |L = In(2)+ %111(2) - %111(2)

Exercice 8 (oral Mines 25, Nino,3) : pourn € N* ,onpose U, =aln(n)+bIn(n+1)+cln(n+2).

1) Déterminer les valeurs de a,b,c telles que Z U, converge.
nxl1

+00

2) Lorsque c’est le cas, calculer ZU,, .
n=1
Ind :
1) Procéder par analyse et synthése et utiliser des développements limités.
2) Calculer les sommes partielles et prendre la limite.

3) On procéde par analyse et synthése et on suppose que Z U, converge.

In(n+1) = 1n(n)+1n(1+1j et In(n+2) = ln(n)+ln(1+zj :
n n

Donc U, = (a+b+c)In(n)+o(In(n))-
Si a+b+c#0, U, ~ (a+b+c)ln(n), et Z U, diverge grossiérement, ce qui est absurde. Donc
n—+0
nx1

a+b+c=0.



1 1 2 1 .
De plus, U, = b[—+o(—n+c[—+o(—D et si b+2¢=0, U, -~ (b+20)l. Or (b+2c)lest de
o n n n n

n—>+ n n n—>+o0

b=-2c
signe constant et Z diverge, donc Z U, diverge, ce qui est absurde. Donc (b+2¢) =0 . Donc
a=c
n>1 n>1

b=-2 1 1 1
Réciproquement (synthése), on suppose { “ Alors U,= —2cln(1 + —j +c ln(l + —) = O(_ZJ .
a=c n 2n Jn>+o  \

1 *
Or 2—2 converge, avec Vn e N ,Lz >0, donc Z U, converge absolument, donc converge.

nx1 " nx1

L. b=-2c
Ainsi, Z U, converge < .
a=c

nxl

4) U, = —2cln(1+l)+cln(l+z) = c(—2(ln(n+1)—ln(n))+1n(n+2)—ln(n)) ,
n n

Donc U, = c(ln(n +2)-2In(n+1)+In(n)) .

N+2 N+1
ZU —cz In(n+2)—2In(n+1) + In(n)) = [Zln(n) 22h1(n)+21n(n)}—c[ (N”j 1(2)}

n=1 n=l

Done ZU — —cln(2) et Zun = —cIn(2)

N+

n=1

Exercice 9 (oral CCINP 25, Emma,3) : Pour n>2et x€R, onpose f,(x)=x"+x""+x-1.

X
1) Soit X > 0. Montrer que [ = I In(t )dt existe et calculer sa valeur.
4

2) Soient (a,) et (b,)deux suites réelles strictement positives telles que a, ~ b,.On suppose que

n—>+0

a, — 0ou a, — +oo. Montrer que In(a,) ~ In(b,).

n—>+% n—+o

3) Soit n>2.Montrer IlxeR’, f,(x)=0.0nlenote U, .
4) Montrer que f,(U,,,)=U"./(1-U>,). En déduire que (U, ) est monotone.

n+l

5) Montrer que (U,) converge vers 1.

6) Montrerque U, = l_m(_n)+0[1n(n)J'
n

n—>+w n

7) Etudier la convergence de )" (U, —1).

nz2

Ind :

oo
1) Reconnaitre —.
u

2) Ecrire b, =a,c, ,avec ¢, — 1.

3) Utiliser le théoréme de la bijection.
4) Utiliser f,,, (U,,,) =0 et remplacer dans I’expression de f, (U, ,,) .

n+l
5) Montrer que (U,) converge vers a <1 et procéder par I’absurde en supposant a <1.

6) Poser y, =1-U, . Montrer ln( », ) ~ —ny, , puis utiliser 2) pour trouver un équivalent de ln( yn)

n—+0n

7) Utiliser n(1-U,).

1) Soit X >0. tl—)m
t

X
. N In(¢ .
est continue sur R, donc/ = J‘ﬁdt existe. De plus
t
4



1 2 X 1 2 2
I:E[ln 0]’ :E(ln (X)—In*(4))

2) Onsaitque a, T b, . On peut donc écrire b, =a,c,,avec ¢, — 1.

Alors ¢, =% 50 pour neN, et In(%,) :1+1n(cn) — 1,donc|In(a,) ~ In(b,)|
b, In(a,) In(a, )+ noyhoo

3) Soit n>2.On étudie la fonction définie par f,(x)=x" +x"" +x—1sur R’ . Elle est clairement
strictement croissante (comme somme de fonctions strictement croissantes) et continue sur R .

En outre, f, (0)=-1, f,(x) = +o et Oe ] -1+ [ , donc par théoréme de la bijection, 1’équation

/. (x) =0 admet une unique solution U, sur R, |

4) Soit n>2.0ncaleule f, (U,,)=U" +U'"+U,, —1
Mais 4fn+l (Un+1) =0, donc 0= U::ll + U:H +Un+1 -1 et Un+1 -1= _(U:rll +U:+l)
Donc| f, (U,.,) =Us1(1-U2,)]

Par ailleurs, VneN, f,()=2> f,(U,) , donc comme f, strictement croissante, il vient Vne N,0<U, <1.
U, )=U0"1-U)>0=f U, etU, >U,.

n+l n+l1 n+l

Donc

(U,) est strictement croissante‘.

5) On a prouvé par ailleurs que Vn e N,0<U, <1.Donc (U,) est strictement croissante et majorée par 1 :
elle converge vers a <1.
Supposons par ’absurde que a<1.0na 0= f, (U,)=U. +U!" +U, —1.

Or U'=e"™" - 0,donc U’ +U"" +U, -1 — a-1#0.

n—+ow n—>+w

Mais la suite (U} +U!" +U, —1) est nulle donc tend vers 0. Par unicité de la limite, a =1.

C’est absurde, donc « =1 (amusant, non ?). ‘Ainsi, (U,),, converge vers 1.‘

6) Question difficile. Soit n>2.Onpose y, =1-U, >0. 0=U! +U!" +U, —1 Ona donc

1 1 1
=U"+U " ety =U"|1+— |=(1-y)"|1+— |, donc In =nln(l-y )+In| 1+—|.
v, =Ul+U et y, [ UJ ( yn)( UJ (»,)=ntn(-y,) [ Uj

n n n

~ ln(y,,),car ln(y,,) — —oo (puisque y, =1-U, — 0)

n—>+o0 n—+ow n—>+ow

Mais nln(l_y")n:m_”yn , donc 1n(yn) ~ et _hl(yn) _

n—>+o0 y n—>+0
n

Donc nln(l—yn):ln(y”)—ln[uUlj

On applique alors 2) , avec a, =n : on déduit que ln(—ln(yn ))—1n(yn )n;m In(n) .

Or 1n(—1n(yn))—ln(y”):—ln(y”) 1+ ~ —1n(y”) car —ln(yn) — 400 et par croissance

—In (yn ) n—+0 n—>+0

comparée. Donc 1n( yn)n;w— In(n) et comme ln( yn) ~ =ny |y, ~

n—>+w n—>+0 p

1 In | 1
Onadonc y, = n(n)+o( (n)],etainsi Uu, = 1—M+0(MJ

n n n—»+ow n n
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7) n(1-U,) ~ In(n) avec 6). Donc n(1-U,) — +ooetpour nassez grand, n(1-U, )>1.

n—>+0

Donc (1— Un) >— > () et par comparaison, Z(l - Un) diverge, donc Z(Un - 1) diverge|.

n=2 nz2

I |~

+o0 1 x
Exercice 10 (oral CCINP 24, Mines 25, Nassim,Antonin,3) : on pose J(x) = I (_h(t)] dt
c

1) Déterminer le domaine de définition de J .
2) Justifier la continuité de J .
3) Calculer J(1) et J(2)

4) Etablir une relation entre J(x) et J(x+2).
5) Calculer nJ(n)J(n+1)pour neN'.

6) Déterminer un équivalent de J(n) en +00.
Ind :
1) Poserpour x,teR : f(t,x)= LI exp(—xIn(chr)) .
ch(t)

2) Utiliser le théoréme de continuité des intégrales a parametres.
3) Déterminer le dérivée de th .

4) Effectuer une intégration par parties.

5) Montrer que si W, =nJ(n)J(n+1), alors (W,)est constante.

6) Montrer que pour 7 € N : J(n+2)<J(n+1)<J(n). Utiliser ensuite ce qui précéde.

1) Onposepour x,teR : f(t,x) = [%[)J = exp(—xIn(chr)) -
C

Pour x e R, ¢ f(¢,x)est continue sur R, et paire. Il suffit donc d’étudier en +0.

R e e e |

=2t

Donc f(t,x)=e™ exp(—xln(l re

x>0.D0nc

2) On utilise le théoréme de continuité des intégrales a paramétres.

D ~ ¢27. Or t+>e 2% est intégrable en +oosi et seulement si
t—>+o

e Pourtout re R, x> f(t,x)=exp(-xIn(cht)) estcontinue sur R’ .
e Pourtout x >0, £ f(#,x) est intégrable sur R
e Onprend a > 0 et on considere x e [a,+oo[ -
Pour te R, ch(t)=1 et |f(1,x)|=exp(-xIn(cht))<exp(-aln(cht))= f(a,t), ou &> f(a,l)est

intégrable sur R.
Donc par théoréme de continuité des intégrales a paramétres, |J est continue sur R,

3) On calcule ces deux intégrales, en utilisant par exemple la parité de la fonction :

+0

= 1 ot
JO)=2|——dt=4 dt=4 dt.
M ;[ch(t) ;[e‘+e" '([621+1
On effectue un changement de variable et on pose u = e'.Onaalors du=e'dtetil vient :

1
u? +1

du=rm

J()= 4T

11



400 o el _efl
Par ailleurs, J(2)=2 j Chzl(t) dt =2[th(t)],” . Or th(t) = mfj@ 1. Donc|J(2) =2
0

ch(t)
ch™'(t)

4) Soit x> 0.0na J(x)=2]
0

On pose u(t) = =(ch (t))"’“_1 ,avec u'(t) = (=x — 1) sh(t) (ch (1)) "2

Chx+l (t)
Et v'(t) =ch(t), avec v(t) = sh(t).
_ sh(t) e .
u(t)yv(t) = e e D 2%, donc u(t)v(¢) t:wo et u()v(r) t:>00.
. . T sh (1)
Donc on peut intégrer par parties : J(x) =2(x+1) | ————
p grer par p (x)=2( )lchm(t)

(ch*(1)-1)

Donc J(x)=2(x+ I)T 2 (0)
. C

dt=(x+l)(J(x)—J(x+2)).On conclut : | J(x+2) = al . J(x)
+

X

5) Onnote W, =nJ(n)J(n+1)pour ne N,
Onavuau3)que W, =J(1)J(2)=27.Deplus, W, =(n+1)J(n+1)J(n+2).

Donc W, =(n+1)J(n+1)J(n+2) =W, avec 4). Donc (W,)est constante et Vn € N, nJ(n)J(n+1)=2x

1 1 1
< < .
")~ ch"(t)  ch' (1)

Donc par croissance de I’intégrale (les bornes sont dans le « bon sens ») : J(n+2)<J(n+1)<J(n).

6) keN .Ona VieR,,

n

On en déduit que Jn)<J(n+1)<J(n).

n+1

Donc par théoréme d’encadrement sur les équivalents, J(n+1) ~ J(n).
n—>+o0

Donc en utilisant 5) : nJ(n)° ~ 27.0On en conclut J(n) ~ f 2z |
n—>+0 n

Exercice 11 (oral Mines 22, 25, Geoffrey,3) : pour n > 2, onpose I, = J' ( 1)dt( :
t+1)..(t+n

0
1) Justifier ’existence de 7, et déterminer la limite de (7,) quand » tend vers Iinfini.

1 R
T+ (t+n) Sr+k

2) Montrer qu’il existe @, ,a, € Rtels que V/eR

3) Montrer que pour n > 2, I, Z—Zak In(k) .

k=1
4) Déterminer a, ,a, eten déduire /.

Ind :
1) Utiliser par exemple le théoréme de convergence dominée.
2) Reconnaitre un résultat du programme de PCSI.

A

. dt

3) Etudier I

0

——————pour 4 >0 et montrer que Zak =0.
(t+1)...(t+n) =

1 " a,
4) Prendre I’égalité ———  — = » —— et multiplier par (¢+k).
) B D () ;m‘ plier par (1)

12



1

. 1
1) Pour n>2etteR, ,onpose f,({)=—————. f estcontinuesur R, . Deplus, 7 (r) ~ —et
' (t+1)..(t +n) + Lo
1 +00 dt
comme n > 2, ¢ > — est intégrable en +%, donc f,’est aussiet |/, = I—existe.
t" o (t+1D)..(t+n)

On utilise le théoréme de convergence dominée : pourtout te R, , f,() =——— = 0
(t+1)...(¢ +n) nove

1
<———=f,(t),ou festintégrable sur R, .
(e 0, 0b festinicg :

+00
. dt
Donc par théoréme de convergence dominée, |1, = J. — > 0
o t+D..(t+n)now

2) C’est immédiat avec le théoréme de décomposition en éléments simples.

A
3) Soit 4>0.0na j _Z a, In(A+k)— Zak In(k), donc :

(r+1) (t+n) _; I

[y ™S S, i)+ S it 5.

n ta n
Or VteR, , donc en prenant la limite quand ¢tend vers +0, il vient Zak =0,
“(t+1).. (t+n) otttk P
A
a, In(k)+ ) a, In(l1+—), et en prenant la limite quand A tend vers +9, on
l(m) i Z () Z ( ) P q

conclut que |/, = —Zak In(k)
k=1

1
= Z— et on multiplie par (z+k). On

4) Soit k € [[1,n].On part de I’égalité VteR,,————=
) et.n] - Onp g (+)(t+n) =it

1
(t+D..(t+k-D(t+k+1)...(t+n)

obtient

n ai

Zak+(t+k);m-
! =a

kD) Dk 4kt D)ty

~ (~1)"! . B (~1)"!

“ ol ;(n—k)!(k—l)!

On prend la limite lorsque rtend vers —k :

On obtient donc |a,

In(k)

Exercice 12 (oral Mines 25,Marius,4) : Soit f eC’ (R+,R) telle que J. f dt converge.

On pose g :x—)ljf(t)dt
x

1) Déterminer limg(x).

x—0

2) Déterminer lim \/;g(x).

X—>Foc

Ind :
1) Considérer une primitive de 1 .

2) Couper I’intégrale en deux et utiliser I’inégalité de Cauchy-Schwarz. Conclure avec la double détente.

13



1 fec® (R N ,R) donc par théoréme fondamental, elle admet une primitive notée F sur R, .

_F(x)- F(())
X

On a alors g (x) =%J.f(t) F'(0).
0

Donc | g (x) —>O £(0)

2) On utilise I’inégalité de Cauchy-Schwarz : J.f(t)dt < Ifz (¢)dt J.ldt )
0 0 0
Donc |\/;g \/J.f 1)dt < \/J- 7 . Cela ne donne pas la limite de xg (x) en +oo, mais

seulement que cette fonction est bornée.
On va donc couper l’intégrale en deux et revenir a la définition de limite. Soite > 0. Soit 4> 0tel que

[roafro

Alors pour x> 4 : |\/_g [Jf dt+jf()d}

+[;[f2 (t)dt]ﬁ% 0

<¢g.

J.f dt—

Done [Jrg ()< % [ r(yar

ff(z)dz

+[+j30f2(t)dtj.

On utilise la double détente, c’est-a-dire qu’on exploite de nouveau la définition de limite :

1 1
or —|[ r(1)dl| > 0,d0ncEIB>O,VxZB,—I dil <
\/; f( ) X+ \/; f

Pour x > max(4,B), il vient |\/;g(x)| <2¢. Donc x/;g(x) -0

Séance 3 : Mercredi 27 Mai

Cours : revoir le chapitre 6

Exercice 13 (Oral IMT 25, Léa,2) : pour ne Net xe [ =[l,+»[,onpose f,(x)=€" (n—(n +l)e"‘) }

+o

1) Montrer que " s converge simplement sur / et déterminer S= Z £

nz0 n=0

2) Soit (a,b) € I’ . Montrer i[f‘fn(x)]dx :i[}fn(x)dxj.

w \n=0 u

3) Calculer IS(x)dx et i[ j- £ (x)dx] Conclure.

Ind :
1) Reconnaitre une somme télescopique.
2) Utiliser le théoréme d’intégration terme a terme sur un segment en montrant la convergence normale.
3) Faire les calculs. On pourrait aussi utiliser le théoréme d’intégration terme a terme sur un intervalle
quelconque.

1) Onfixexel=[l,+o[.Onapour NeN':

14



On reconnait une somme télescopique.
N+1

N N
Donc an (x)= Zne’"’” —Zn e™ =—(N+1)e ",
n=0 n=l n=l

N
Par croissance comparée, comme x > 1, Z £, (x) e 0.
40
n=0

+00
Donc " s converge simplement sur [ et S = Z /. est la fonction nulle|

n>0 n=0

2) Soit (a,b) e I* . Quitte a échanger les bornes de I’intervalle, on peut supposer 1<a<b.

b +o +oo (b
Montrons j(z f, (x)] dx =) U /, (x)dx] . On utilise le théoréme d’intégration terme a terme sur un

% \n=0 n=0\%

segment.
e Chaque fonction f; est bien continue sur [a,b].
* Montrons que )" r. converge uniformément sur [a,b].

nz0

f,)|=e™

—n . 2
o [a.] <e (n+n+1),pu1s 0<n

On fixe x e [a,b]. Alors (n—(n+1)e"‘ )| <e™ (n+n+1)
J, ,

N N N N
Donc par Z f,(x)= Z:e*nV (n —(n+1)e™” ) = Zn e — Z(n +1)e "™ encadrement,

n=0 n=0 n=0 n=0

/,

termes positifs, > f, converge normalement donc uniformément sur [a,b].

nz0

Donc 0<

<2nte" +nte.
ao,[a,b]

2 0 _ 1 1 ) L
n || f ||w’[a,b] njw et efad] n_z . Comme 27 converge, par comparaison des séries a

nl

On a donc bien j‘[f £ (x)de —iﬁfn (x)dx]

a \.n=0 n=0\_4

3) On a directement _[ S(x)dx =0. On prouve la convergence de j [ (x)dx .
1 1

: . . 1
J, est bien continue sur [1,+ [ . De plus, par croissance comparée, pour n>1, £ (X)XEMO(? . Comme

+o

X Lz est intégrable en +00 d’apres Riemann, f,1’est aussi. Donc J f, (x)dx converge (absolument).
x 1

+o0

Pour xe I, fi(x)=—e "¢t J fo (x)dx converge.
1

Des lors, si n>1, j £, (x)dx = j (e’”" (n —(n+1e™” ))dx . Chacune des deux intégrales étant convergente,
1 1

+o0 +o0 +o0
on peut couper en deux : I f.(X)dx=n j e dx—(n+1) .f e "y = (e’” - e’(’””) .
1 1 1

N—>+o0

+0 N [ t®
Par ailleurs, I fo(x)dx =—e", donc pour NeN, Z[ J' f,,(x)dx] — e ™) 0
1 n=0\_ |

Donc i[Tfn (x)dx] =0= T{ifﬂ (x)]dx

n=0\ 1

‘La permutation somme-intégrale reste vraie sur [1,+oo[ bien que ce ne soit pas un segmenq.
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Exercice 14 (oral Centrale 25, Lé0,3) : Soit /:R — R une fonction lipschitzienne. a € R*, 1 e -1
1) Montrer 31F:R — R lipschitzienne sur Rtelle que Vx e R, F(x)-AF (x+a)=f(x).
2) Expliciter F' si f =cos.

Ind :
1) Procéder par analyse et synthése. Itérer le procédé et montrer que si F est solution, alors

VneN,F(x) :(Zlkf(x+ka)]+l"+1F(x+(n+l)a) Justifier que A" F(x+(n+1)a) — Oet

5=0 n—>+owo

en déduire F(x) . Effectuer ensuite la synthése en vérifiant bien la convergence de la série obtenue.

£ +0
2) Utiliser F(x) = Zﬂk COS(x+ka) — Re[z ﬂkei(wrka)] )

k=0 k=0

1) On procéde par analyse et synthése. Soit F solution du probléme posé. Soit x e R.
Alors F(x+a)=f(x+a)+AF(x+2a),donc F(x)=f(x)+Af (x+a)+A*F(x+2a).
Donc F(x) = f(x)+ lf(x+ a) + lzf(x + 2a)+ /13F(x+ 3a) et par récurrence, pour tout entier naturel
neN, il vient F(x) = (Zﬂk.f(x+ka)]+/1”+1F(x+(n +1)a).
k=0
Or F est lipschitzienne sur R :soitdonc o € R,,Ve,d € R,|F(d)-F(c)|<ald-(|.
Onadonc |F(x+(n+1)a)—F(x)| < a(n+D|a], et |F (x+(n+1)a)| < a(n+1)]a|+|F(x)|.

Donc

AUF (x (e Da)| <[4 (an+ D al + | F(x))
Or |ﬂ.| <1, donc par croissance comparée, |ﬁ,|n+1 (a(n + 1)|a| +|F(x)|) - 0.
n—>+o

Donc par encadrement, A" F(x+ (n+1)a) — 0.Donc
n—>+o0

Zn:/l"f(ﬁ ka)=F(x)-A""F(x+(n+Da) - F(x).
k=0 n—+wo

+o00
Donc la série Z/lkf(x+ka) est convergente et | F'(x) = Z/lkf(x+ka)
k20 k=0

Synthése : soit x € R. On commence par montrer que Z/lk f (x + ka) est bien convergente.
k=0

f estlipschitzienne sur R : soitdonc M eR,,Vc,d R,|f(d)—f(c)| < M|d —c| .
Onadonc | f (x+ka)— f(x)|< kM |a], et |f (x+ka)| < kM |a]+| £ (x)] .

Done k|2 f (x-+ ka)| < |2 (kM a] + K| F0)]).

. 1
Or |/1| <1, donc par croissance comparée et par encadrement, , /ka(x+ ka)k = o(k—zj.
—>+0
+0o0
Donc Zﬂkf(x + ka) est bien convergente|. On pose ainsi F(x) = Z lkf(x + ka) .
k>0 k=0

+00
11 vient alors pour x,y e R : |F(x)—F(y)| = z&k (f(x+ka)—f(y+ka))
k=0

Orpour keN, 0S|/1|k|f(x+ka)—f(y+ka)|SM|/1|k|x—y|.
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Comme |4|<1, Z/lk (f(x +ka)— f(y +ka)) est absolument convergente.

k>0
+00 +0
Donc |F(x)—F(y)| < Z|/1|k |f(x+ka)—f(y+ka)| < MZW" |x—y|
k=0 k=0
Donc |F(x) —F(y)| < 1L|ﬂ-||x —y| etlF est bien lipschitzienne sur R|.

Enfin, pour x e R F(x)=AF (x+a)= Y A" f(x+ka)= D A f (x+(k+1)a).
k=0 k=0

Donc F(x)—/lF(x+a) =i/1kf(x+ka)—i/1kf(x+ka) =f(x).
k=0 k=1

Donc | F est bien 'unique solution du probléme].

+0o0
2) Onsupposeici f =cos.Alors F(x)= z},k cos(x+ ka).
k=0

On remarque que Zﬂ%““ka} est absolument convergente donc convergente puisque |/1| <l1.

k=0
+00 +00 +00
Donc F(x)= z&k cos(x+ka)= Re{z lkei(x+k“)] = Re{eixzuem ) ]
k=0 k=0 k=0
+%0 —ia + ix i(x—a)
Or > (2 = ! — = 1= Ze > done ¢y (26! =%.
k=0 1-Je |1 — A" | k=0 |1 — 2"

_cos(x)—Acos(x—a) _cos(x)—Acos(x—a)
|1_leia 2 1+ A% =2 cos(a)

Donc | F(x)

n

x
I+x"

Exercice 15 (oral Mines 25, Lucas,4) : pour xe R et ne N, onpose f,(X)=

1) Déterminer le domaine de définition D de la fonction S donnée par S(x)= z ().

n=1

1
2) Comparer, pour x e D\{0}, S(x)et S(j
X

3) Montrer que § est C' sur D. Etudier ses variations sur D N R, , avec les limites aux bornes.

4) Déterminer un équivalent de S(x) en +00.

Ind :
1) Distinguer les cas |x|=1, |x|<let |x|>1.
2) Faire le calcul.
3) Montrer que S est C'sur ]—-1,1] en se plagant sur des segments [-a,a] < |-1,1[, puis utiliser 2).

Pour la limite en 1", utiliser une minoration de S(x) sur [0,1] -

4) Seramener a une étude en 0 et utiliser Taylor-Young.

1) On distingue plusieurs cas.

. Si|x|:l,

f,(x)] = % ,donc (£, (x)) ne tend pas vers 0 quand 7 tend vers I’infini. Donc Z £ (x) diverge.

nzl
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e Silx|<1, Vne N',0< | f (x)| < |x|n . Donc Z /. (x) est absolument convergente, donc convergente.

n=1

1Y 1 - - s
fn(x)| ~ (—] ,avec 0<— <1 donc par théoréme sur les équivalents des séries a termes
n—+ow

e Si |x| >1, |x < |x|

positifs, Zf,, (%) est absolument convergente, donc convergente.

nzl

Donc D = R\{-1,1}

2) SoitxeD\{O}.AlorsleD et S(lJZEw:ﬂ,(ij.Orfﬂ(lj:ﬁ(X): X
x x

x L+x*°

n=1

IDonc si xeD\{O}, S[%)ZS(X).

3) Montrons que S est C' sur ]-L1].

On cherche a appliquer le théoréme de dérivation des séries de fonctions.
e Chaque f, estbien declasse C'sur |-1,1].

. Z . converge simplement sur | -1,1] avec 1).

nxl1

. Deplus, /. (9= nx""! (1 +x* ) —x”z(anz”’l) _ nx""! (1 —xj”)
(1+x2”) (1+x2”)

On prouve que la séric }" r + converge uniformément sur tout segment [-a,a] de ]-11]. Soit

n—1

na

ae]0,1[ . Alors pour x € [~a,a], |1—x2" Sl+x2",d0nc|fn '(x)|£na"7l,d0nc og"fn '"

<
[-a.a]

1 » 1
3 n-l 1 . . 3 n-1 _
Or na™ =— —,0u — > 1. Donc par croissance comparée, 1 a” = 0et na"'=o0 — |» avec
a ( 1 ) a n—>+0 n
a

1 1 .
pel >0 et Z? converge. Donc Z na'”' converge.

Donc Z U, ' converge normalement donc uniformément sur [-a,a].

Donc par théoréme de dérivation de la somme des séries de fonction, la restriction de § a tout segment [—a,q]

de |-1,1] est C'.IDonc § estC'sur ]-L1]-

. 1 . i .
Dés lors, pour x>1, S(x) =S| — |, donc par composée, § est C sur ]1,+00 [ , et de méme sur |—oo,—1[
x

n-1(1_ .2n
b)onc s est C'sur D|. De plus, S'(x) = ; nx(H(;n))Cz ) pour xe D .

+0 —+o0 n
Donc § est croissante sur [0,1 [ et pour xe[0,1[ , S(x)= an(x) > Z% = ST
n=1 -

n=1

Donc par minoration, S(x) —>+o00.

x—-1"
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1
De plus, avec Vx>1.5(x) :S(_j , il vient § décroissante sur ]1,+oo [, S(x) = S(0)=0 (car s est
X X—>+0

continue en 0), et S(x) =+,
x-1"

e A e
S| 7

0 0

1
4) On sait que Vx>1,8(x) = S(—j . L’étude en +090 se raméne donc a celle en 0.
x

Comme S est C'sur ]-1.1[, d’aprés Taylor-Young, S(x) iOS(O)+XS'(0)+O(X).

1 1
Done S(x) = x+o(x). Donc S(x) ~ x et S(x)zS(—J ~ =

X Jx—o+o x

Exercice 16 (oral Centrale 25, Léa, Naél) :

. 51 S|
1) Pour neN ,onpose U, = ZE_ In(n)et V, = Z; —In(n+1) Montrer que (U,) et (V,) convergent et
k=1 k=1
qu’elles ont la méme limite. On note y cette limite.

n +00

2) Soit [, = J(l—f) In(x)dx et [ = Ie’* In(x) dx . Montrer que £, —> 1.
° n 0 H—>+0
3) Exprimer / en fonctionde y .

Ind :
1) Utiliser le lien suite-série ou prouver que (U,) et (V,) sont adjacentes.

2) Utiliser le théoréme de convergence dominée.

1
3) Exprimer [, a I’aide de Iln(l—v)v"dv. Exprimer cette intégrale sous forme de somme a 1’aide d’un
0
développement en série entiére.
1) On peut montrer comme dans le cours que (U,) converge avec le lien suite-série, et ensuite il vient :

V. =U, +In(n)~In(n+1)=U, —1n(1+lj Sy

n )n—+eo

On peut aussi montrer (autre méthode) que ‘(Un) et (V) sont adjacentes| :

. VU, =—1n(1+l) >0

n
n )n—+o

e PourneN,y, U =———(in(n+1)-In(n))-

n+l
o 1 1
Or pour te[n,n+1],Lglgl,donc en intégrant < _[—dts—.
n+l t n n+l 5t n
1
n

Donc ;1 <In(n+1)-In(n) < (1) et (U,) est décroissante.
n+
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1

e PourneN, V.-V, =
! "o+l

- (ln (n+2)—In(n+ 1)) , donc avec (1) appliqué pour » + 1, on obtient que

(V) est croissante.

Donc ‘(Un) et (V) sont adjacentes et tendent vers la méme limite.‘

2) On utilise le théoréme de convergence dominée.
On considére la fonction f, définie sur R’ par f,(x) = (1 —fj In(x) si xe]0,n[et f,(x)=0si x>n.
n
Alors I, = j £ (x)dx .
0
Pour x > 0 fixé, ona x < npour n assez grand.

Donc £ (x) = [1—1)” In(x) = exp[nln[l—ﬁj]ln(x) S e In(x) = f(x).
n n n—+x0

Donc la suite de fonctions (f,) converge simplement vers f sur R’ .

= (1 —fjn In(x)| = exp[nln(l —fD|1n(x)| <e
n n

<o(x).

Pour x> 0,si x<n

ln(x)| = @(x) (en utilisant que

Yu>-1LIn(1+u)<u)).

Si x>n,onaaussi|f (x)=

Or g est continue sur R, , ¢(x) ~O|1n(x)|, donc ¢ est intégrable en 0 .

|1n(x)|

De plus, x’e™

In(x)| = - — 0, donc p(x) = o(xl jdonc @ est intégrable en +o.

e x
Donc ¢ est intégrable sur R+ .

Donc par théoréme de convergence dominée, 1,, —> I

3) On effectue un changement de variable x = nu et il vient :
1
I, :njln(nu)(l— u)" du —n[(lnn I (1-u du+'f1n(u) (1—u)" du j
0 0
On calcule la premiére intégrale et on pose v = 1 -« dans la seconde :
1
I =n [ln—”+ [~ v)v"dv] ) -
n+l
1 4o . n+k

1
Avec un développement en série entiére: jln(l —vW'dv= —_[ Z v
0 k=1

dv.

n+k
14 *
Puis on applique le théoréme d’intégration terme a terme : on pose g, (V) = Tpour keN etvelo,l].
Alors chaque g, est intégrable sur [0,1] .

De plus > g, converge simplement sur [0,1[ (vers v In(1-v)v").
k=1

1
1
Enfin, £|gk )| dv = PerTY k2 , donc ;£|gk(v)| dv converge.
1 1 4o n+ +co 1
D In(l-v)W'd _
onc'([n( vw'dv = I[; klk(k+n+1)

Mais

1 1 (1 1 . 1 (1 1
— = |- et J.ln(l—v)v dv= lim — —
k(k+n+1) n+1\k k+n+l 0 Novo 4145 k k+n+l
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1 1
La somme est télescopique et pour N > n +1 Z( j Z——

N 1 N+n+l 1 n+l 1 N+n+l 1

k k+n+l ok k:n+2;_k:1;_k:N+lz.

La seconde somme comprend un nombre fini de termes (il y en a # ) qui tendent vers 0.

1 n+11

1
Donc Iln(l —wW'dv=—--—>» —.
0

n+1k:1k

Puis en reprenant (1) : [1n( )— Z___j —y

‘Donc avec (2), par unicité de la limite, / =—y ‘

. 1<
Exercice 17 (oral Centrale 25, Grégoire, Clément R,4) : pour x<[0,1] et 7€ N, on pose [ (x)= —Zx”k

1)
2)

3)

Ind :

1))

2)
3)

1))

n =1

Etudier la convergence simple et uniforme de (f,) sur [0,1].

Soit x €[0,1], fixé. Etudier la monotonie de la suite (f, (x)) .-

Soit b e[0,1[. Montrer Vn e N*,3la, € [O,I[fn (a,) =b . Déterminer la limite de la suite (a, )en

Pour la convergence simple, revenir a la définition de limite et montrer le théoréme de Césaro dans ce
cas particulier.
Calculer f,,,(x)~ f,(x)pour x e[0,1].

Comparer f,

n+l

(a,)et f,(a,),puis montrer que (a,) converge vers / e [0,1] , puis montrer b > f'(/).

Pour étudier la convergence simple, on fixe x [0,1].
e Six=0, f,(x)=£,0)=0 — 0.

e Sixe ] 0, 1] [ (x) = lz exp (%ln(x)] . On effectue une moyenne de termes qui tendent vers 1. On
n =

1
montre ainsi le théoréme de Césaro dans ce cas particulier. On pose W, = eXp(Z ln(X)j Soit &£ > 0.
Comme Wk - 1, etque Vk e N',W, <1, on considére N e N'tel que Vk > N,1-¢<W, <1.
(1 -¢).

On utilise de nouveau la définition de limite (double détente) : n-N (1-¢) > 1-¢,donconprend
n

n—+o

n—-N

Alors 1>f(x)>— Z W, >

N =N+

N, eNnz N N (1g)21-26
n
Pour n>max(N,,N),12 f (x)>1-2¢.
Par définition de limite, f,(x) —> 1.
n—>+0

00

IDonc converge simplement vers la fonction 1 : .
() verg P v J xl—)lsixe]O,l]

On constate alors que f n’est pas continue, alors que chaque f, ’est (c’est une somme de fonctions

puissances de la forme x+>x”, avec o > 0, qui sont continues sur R,).

IDonc il n’y a pas convergence uniformd],

n+l

2) Soit xe[0,1], fixé. Soit n€N". Alors f,,,(x)- f(x)——z v —Zx”".
n+

N =1
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—_—

1 n)o n+l n+1

1\ 1 1 4
Donc £, (x)— f,(x) = ( __J IRV IRUCEI [xl/(m) __le/k J ]
+ & nio

1 1
Si xe]01] et ke [t,n], ¥ :exp[zln(x)jﬁexp(?ln(x)] 2. Done f,.,(0)~1,(x)20.
n

Celareste vraisi x =0 . ‘Donc la suite (f,(x)),_,. est croissante‘.

3) Soit ne N'. Par somme de fonctions continues et strictement croissantes sur [0,1] (car les x—x le
sont lorsque « > 0), f,1’est aussi. De plus, f,(0)=0 et fn(x)—>11 =71(1).
X
Donc 'par théoréme de la bijection, 3la, €[0,1] £, (a,) =b ‘

En outre, pour 7€ N, avec 2), fin(a)=f(a)=b=f,(a,,).
Donc comme f,,, est strictement croissante sur [0,1], il vient a, 2a, ;.

Donc (a, ), o €St décroissante et minorée par 0 : elle converge vers / e [0,1] .
Onadonc VneN',a, >1,donc f,(a)>f () et b= f ().
Avec la convergence simple établie en 1), en passant a la limite, 1>b2> f(/).

Donc on ne peut pas avoir f(/)=1,donc /=0 et|(a” ), converge vers 0‘.

Exercice 18 (oral Mines 25, Jules,5) : Donner le domaine de définition des fonctions suivantes et les calculer a

I’aide de fonctions usuelles : f(x) = Z ! (x”+(1_x ) j et g(x)= Z (x +(1-x)' )
—X

n=1 11

. . . g 1 !
Ind : pour le domaine de définition, étudier la convergence de E x_2 et de —z(l—j .
nx1 1 SRL X

Pour la calcul de la somme, poser i(y) = Zy—z et exprimer /' a1’aide de fonctions usuelles.

n=1

Exprimer f al’aide de %, puis déterminer f' etenfin f .

+00 1 72'2
Procéder de maniére analogue pour g . Utiliser z ? .
n=1 l’l

1 )’l
< Pl et par majoration, A(y) = z— converge

nzl

On pose dans la suite A(y) = z— Si |y| <1, 0<— |

absolument donc converge.

|y

De plus, si | y| >1, R >+, donc z est grossiérement divergente.

n

n=1

Donc 4 est définie sur [—1,1] .

De plus, |——

<l<:>|x|<|1 x|<:>x <(1-x) <:>)c<l
-X 2

Donc si xe[—l,%}, —et z

X
j convergent et f(x) est bien défini.
n>1 n’ n>1 n’ X

(=
ol (2 el ()

,1[, Zx—zconverge et Lz(l xxj diverge donc Z (x" +(%) J diverge.

Ml*

Si x<-1,

Si xe}

~ | , donc Z ( ( ] J diverge grossiérement.
-x

n—>+0 f’l =l n

N | —

n>1 n>l }'l
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. 1 —. " n " n n ) .
Six>1, —Z[x” +(—xj J = x—z[l + [Lj J > x_z >0, et comme Zx—z diverge, f(x)n’est pas défini.
n

n nx1 1

1
Donc comme f n’est pas définie en 1,|D, = [—1,5}

De méme, |1—x|£1<:>—1S1—x£1<:>xe[0,2].

Donc si x € [0 l z— et z(l convergent, donc g(x) est défini.

n=l nx1

Si x>1, x"+(l—x)" =x (1-%[1_ j ],avec
x

Donc nl—z(x" +(1—x) )

1-

X

=1—l<1.
X

pel donc z (x + 1 X ) diverge grossiérement.
n—>+00
n=1 N

1-x

Enfin, si x<0, x"+(1—x)" =(l—x)" (14—(%) J,avec
-x

}11—2(x" + (1 —x)") (- x) et de nouveau, Z—(x +(l x) ) diverge grossiérement.

n—+w0 I’l =}

h est la somme d’une série entiére de rayon de convergence 1 (puisqu’elle est définie sur [—1,1] ).

) +o0 _ n—1 ) l 1_
Donc / est dérivable sur |—1,1] et h'(y)zzy ,doncsi y#0, h‘(y)z—u
— n

Let h'(0)=1

Orpourxe{ } f(x)= h(x)+h( )
-x

Done =) b (] pour e |13

In(1+-2-)
Done f'(0)=0 etsi x#0, f'(x)=— hl(lx_ ) _ i _lx)2 xl =X __ ln(lx_ ) 1;‘((11:;) .

1-x

Donc f,(x):ln(l_—x) —1+L =ln(l—_x).Celareste vrai pour x=0.
X 1-x 1-x

On a donc comme f(0)=0, f(x):—llnz(l—x) pour xe}—l,%[.

Enfin, A(y) = Z—pour |y| <1.Sionnote U, (y)= > , alors chaque U, est continue sur [—1,1] , et

2

—1,1] et hest continue sur [~1,1], donc f est continue

n=1

ur [—1,%} et ’égalité f(x)= —%ln2(l — x) reste vraie pour x =—let x :%

Donc |Vx € [—l,%},f(x) = —%ln2 (1-x)

De méme, pour x € [0,1] , g(x)=h(x)+ h(l —x) .

In(1-x) N In(x) .
X 1—x

Donc g(x)=—-In(x)In(1—x)+C, ou C est une constante.

Donc si xe]O,l[, g'(x)zh'(x)—h'(l—x)z—
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2
Or g est continue sur [0,1] et g(x) - C=g(0)= % .

2 2

Donc |Vx €]0,1[, g(x):—ln(x)ln(l—x)+% et g(0) = g(l):%.

Séance 4 : Jeudi 4 Juin 5

Cours : revoir le chapitre 7

Exercice 19 (oral Mines 25, Niels,3) :

3n
. X
1) Déterminer R .
) (; (3n)!J
+00 x3n
2) Pour x € |-R,R|, calculer S(x)= .
) ur x ] [ u (x) 2(371)!

n=0

Ind :

1) Pour ne N, poser as, = et as,,, =as,,, =0. Etudier quand (anr") est bornée.

b
(3n)!
2) Montrer que S est solution d’une équation différentielle du second ordre et la résoudre.

1 . .
1) Pour neN,onpose ay, = ﬂ et as,,; =as,,, =0.So0it »>0.0Onpose U, =a,r". Par croissance
n):

comparée, U,, — 0, donc (U,,)estbornéeet IM e R, ,Vn e N,|U3n| <M .Donc Vne N,|U3n| <Metla

3n
. . , X
suite (a r”) est toujours bornée, donc | R E =+4o©
! = (3n)!

3n

X
(3n)!

+o0
2) Soit xe]-R,R[=R. S(x)= Z est la somme d’une série entiére donc est C”sur R et on peut
n=0

+00 3n-1 x3n

+00 -2
nZZ;(Sn—l)! o S"(x):;(sn—zn '

dériver terme a terme. Il vient S'(x) =

Donc Vx e R, S(x)+S'(x)+8"(x) =", avec S(0)=1 et S'(0)=0.

Onnote (H):y"+y+y=0et (E):y"+y+y=e".
Onrésout (C):x* +x+1=0 .

-1-iy3 —1+iy3
Ona A=1-4=-3 donc les solutions de (C) sont g = 21\/7 et s= 21\/7
Donc S, :{X—)e2[Acos(gx)wLBsin(%x)],A,Be]R}

1 n’est pas solution de (C) . On cherche une solution de (£) de la forme g(x)=Ce",avec CeR.

g est solution de (E) si et seulement si C+C+C =1. On prend donc C :% .

. A 1
Une solution particuliere de (£) est donc x — Eex .

24



V3 3

Donc il existe 4, B € R tels que S(x) = e ? [A cos(Tx) + Bsin(T x)} +%e"

De plus, S(O):A+§, donc A:%

Enfin, S'(x) = e 2 [—l(A cos(£ X)+ Bsin(ﬁx)] + ﬁ[—A sin(£ X)+ Bcos(£ x)D + le‘ .
2 2 2 2 2 2 3

1 31 2 B

EE
Donc S'(O):—EA+BT+§:()6‘[ B=0.Donc S(x)=§cos(7x)e 2 +§ex

Exercice 20 (oral Mines 25,Ambre,3) : Montrer ’existence de [ = J In(x)In(1 - x) dx et la calculer.
0

Ind : utiliser un développement en série entiére, puis le théoréme d’intégration terme a terme.
On pose f(x)=In(x)In(1-x). f estcontinuesur |0,1].
De plus, f(x) Ny In(x), donc f est intégrable en 0 .
x>
En outre, on pose x=1-%. f(1-h)=In(l —h)]n(h)h~0— In(h), donc A+ f(1—h)est intégrable en 0 et ainsi,
—

f estintégrable en 1. Donc f est intégrable sur ]0,1 [ et .

+0 p
On effectue un développement en série entiére : In(1—x) = _zx_ pour x e ] 0,1 [
n=1 n
+00 x"

Donc I = jln(x)z—dx Pour n € N", on pose W,(x)= —ln(x)
On veut utlllser le théoréme d’intégration terme a terme :

x > x" In(x) est continue sur ] 0,1] et x" In(x) —)00, donc x > x" In(x) est intégrable sur ] 0,1 [ et W aussi.

ZWn converge simplement sur ] 0,1 [ (vers f qui est bien continue par morceaux).

nl1

Onnote J, = _[x" In(x)dxpour neN".

S}

n+l

On la calcule en intégrant par parties : on pose a(x) = x—l , b(x) =In(x).
n+

1
Alors a(x)b(x) - 0 et a(x)b(x)—>0 donc comme J, est convergente, J, L xX"dx=— ! -
n+ly (n+1)
Donc -—J, —;
n(n+1)> e’ = N =10
n+l-n <& 1 < 1 L.
Donc I = —Z z Z = z Z_Z (les deux séries convergent)

n(n + 1) = n(n+ 1)2 o n(n+1) - on

oo 2

= T
Orzn(n+l z[n (n+1)J let[—Z—?
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Exercice 21 (oral Centrale 25, Violette,4)

1) Soit x e R . Montrer que I Arctan(\f) dt converge et la calculer.
g ﬁ (1+1)
2) Pour neN,onpose U, = z2k 1 . Montrer que Z (-1)"U, converge.

nz0
3) On considére la fonction f définie sur [0,1] par f(x)= Z(—l)" U,x"" . Montrer que f est définie et
n=0

continue.
4) Expliciter f(x)pour x e[0,1].

Ind :
1) Effectuer le changement de variable # =u’.
2) Utiliser le théoréme spécial sur les séries alternées. Expliciter U, ,, —U, pour trouver son signe et majorer
U, al’aide d’une intégrale.

3) Etablir la convergence uniforme a 1’aide du théoréme spécial sur les séries alternées.

4) Partir de jAf/cfan(f) dr et utiliser deux développements en séries entiéres et un produit de Cauchy.
v Nt(1+1)

Puis permuter série et intégrale en prenant d’abord x < [0,1] .

1) Onpose t =u’>=@(u). ¢ estbien C', strictement croissante et bijective de [O,\/;} sur [0,x] Alors

dt =2udu et j Arctan(\/_) dt a méme nature que J(x) = 2.[

Arctan(u) _» I Arctan(u)
v N+ ]

Arctan(u ) .
Comme u — —g) est continue sur [0, \/; J J(x)est convergente, donc jArCtan(\/_) dr aussil.
(1+u?) o Atd+1)

De plus. IArCt?i(:f;) J~ rctan(u)d —[Arctanz(u)]f — Arctan’ (\/;)

2) On cherche a appliquer le théoréme spécial sur les séries alternées.
e [l s’agit bien d’une série alternée.

1 n+l 1 1 n 1
e Pour neN,oncalcule U, -U, = z -— .
n+2k:02k+l I’l+1k:02k+1

lvient U  -U = Cn+1) (n+2)(2n+3)
vient U, n (gzkﬂj(yhuz n+1j+(n+2)(2n+3)

1 1 & 1 1
Donc U,,,-U, =— [—z - ]

" (n+2)( n+1i52k+1 (2n+3)
1 & 1 1 1 1 o
Or z - > - >0,donc U, —U, <0 et (U,)est décroissante.
n+1{52k+1 (2n+3) n+1 (2n+3)
e  On utilise une comparaison avec une intégrale pour majorer z il . Soit A définie sur R, par
k=0

k
h(t) = _ 1 Elle est décroissante sur R, et pour k=1, ! < I ! dt
2t+1 2k +1 2t +1

Donc Z I—dt Donc 0=<U, <L(l+—ln(2n+1)J
2k+1 2t+1 +1 2

Donc par encadrement, Uu, » 0.

n—>+ow
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Donc le théoréme s’applique et|>" (-1)"U, converge

n=0

3) Pour neNet xe[0,1],0npose g, (x)=(-1)"U,x""
e Chaque g, est continue sur [0,1].

e Pour x=1, avec 2), on sait que Z g, (1) converge.

n=0

Pour xe[O,l[, on constate que la série Z(_l)" U,x" est également alternée, avec (Unx’”l)
nz0
décroissante et de limite nulle. Donc Z g,(x) converge avec le théoréme spécial sur les séries

n=0

alternées (elle converge méme absolument). Donc f"est définie sur [0,1].

e On utilise la majoration du reste : si xe[0,1] est fixé, alors
+0
k k+1 n+l n+2
=1 Y DU <)), <0,
k=n+1

Don

<U,,, et (R))converge uniformément vers 0.

Donc %" ¢ converge uniformément sur [0,1].

nz0

‘Donc S est définie et continue sur [0,1] ‘

4) On cherche a relier les questions précédentes et on prend x [0,1].

On utilise des développements en séries entieres pour ¢10,1[ :

© (=1)" (\/—) " ot Arctan(\/;) _i(—l)"t"

_Z( 1)"t" et Arctan(\7) = Z

. Donc par produit de

= 2n+1 N =
Arctan(\/_) 3 Arctan(f) [ j
Cauchy : D't . Donc D"t dt .
N Z( d Z ! Ji(1+1) { 2,0 i 2k +
1
On prend x € [0,1] fixé et on pose k,(¢) =(=1)"¢" sz pour ¢ [0,x].
k=0

Alors chaque k, est continue sur [0, x]. De plus, "kn "w’[o,x] =X 22/( <(m+Dx".

1
Or (n+Dx" = 0(—2 ,donc 3"k converge normalement donc uniformément sur [0, x].
n—>+o0 n "

n

Par théoréme d’interversion série-intégrale sur un segment :

Arctan(\/_) S F "y e =
j Vit = ZJ[( 1)’Mzk ljdt Z( R

Donc avec 1), £(x) = Arctan®(+/x) . Mais 3) donne la continuité de f en 1, donc le résultat reste vrai

pour x =1en prenant la limite quand x tend vers 1. Donc|Vx € [O,l], f(x) = Arctan® (\/; )

Exercice 22 (oral Centrale 25, Niels,4) : Pour n N", on note S, = Z—. En cas de convergence, on pose
k=1

FD=285,"
n=1 :

n
1) Déterminer R{ZS,I x_’]
n!

nx1

2) Trouver une équation différentielle dont f est solution.
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3) Pour x>0, déterminer une expression de f aI’aide de je_t In(¢)dt .
0
+00

4) Onsuppose a, —> 1.Montrer que e’xza—”’x” — 1.
n

n—>+o0 X—>+00
n=0

Ind :

. - r
1) Etudier la limite de [Sn —'J lorsque »>0.
n!
2) Dériver terme a terme la somme de cette série entiere.
3) Résoudre I’équation par variation de la constante. Utiliser une intégration par parties.
+00 a +00 (a _1)
—X n n —X n n
e —x" =1l =|e 1 ~x
2 2
n=0 n=0

4) Etudier A(x) = en coupant la somme en deux et en procédant par

double détente.

n n n-1

1) Soit »>0.Alors 0<S, —< nr— Or n I d — 0 par croissance comparée.
n! n! n! (n D!nos+o

Donc S, T 5 0 etlasuite (Sn r—j est toujours bornée. Donc |R = R[ZS J

! |
n!n—+o n! ]

2) Avec 1), fest C”sur |- R,R[ =Reton peut dériver terme a terme. Donc

+o0 1
1)' +Z(S"‘l j( ETTREEA Z( PEEIT

n=2

n
Donc xf'(x):xf(x)+zx—'.‘f est solution sur Rde xy'=xy+e* —1|
el n.

Yf

3) Onprend x>0.Onrésout (E):y'(x)= y(x)+ ,avec (H):y'=y.

Sun = (x> 4e”, 4eR}.
On cherche une solution particuliére de (E£) de la forme A(x) = A(x)e”, avec A dérivable sur Ri .

j— eix

h est solution de (E) si et seulement si Vx >0, 4'(x) =

Xt
1 suffit de prendre A(x) = In(x) —J'e—dt
1 t
Xt

X X
On intégre par parties et J. € dt= [ln(t)eft I + I In(t)e”'dt = In(x)e™ + J. In(t)e'dt
t
|

On prend A(x) = ln(x)(l —e ) - j In(r)e“dt . On obtient S, = {x > (A(x)+C)e",C e R} .

On a donc un réel C tel que Vx>0, f(x) = ln(x)(l —e " ) —J.ln(t) e'dt+C |e*

Comme f(0)=0,etque f estcontinue en 0, on utilise f(x) —> 0.
x—=0

In(x) (l —e ) = In(x), donc In(x) (1 - ) —)0 0.
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x 0
In(t)e™ ~ In(t), donc ¢ > In(r)e™" est intégrable en 0 et jln(t) eldt > _[m(t) edt .
t—0 x—0
1 1

1 X
Donc C = —J. In(t)e”'dt et|Vx >0, f(x)= [1n(x)(1 -e " ) —Jln(t) etdt]e)C
0 0

~+00

e_xz%x" -1 = e_xz(a”n—zl)x" )

n=0 """ n=0
Soit & > 0. Par définition de limite, soit N € N,Vn > N,|an - 1| <g.

+00

4) Onsuppose a, — 1. A(x)=
n—+o0

: —x < |an _1| n < |an _1| n_-x —X - € n
Alorssi x>0 : A(x)<e E X SE x'e " +e E —x".
n! n! n!
n=0 n=0 n=N+1

a, -1
| d ' | x"e™* + ¢. On procéde par double détente et on utilise une seconde fois la définition

n:

N
Donc A(x) < z

n=0

N
a, -1
de limite : E 4 |x”e’x — 0, donc pour x assez grand, 0 < A(x) <2¢,donc A(x) — 0.
~ n! X+ X—>+00

+00 a
Doncle™ )y Lx" — 1
~ n! X—>+0

n

Exercice 23 (oral Centrale 25, Tom, Marin,4) : Soit / =[0, R[ un intervalle de R. On note E I’ensemble des
applications f de classe C”sur I telles que pour tout entier naturel 7, la dérivée n-iéme £ de f'soit positive sur
I,c’est-a-dire : VaeN,Vxel, £ (x)>0. Ces fonctions sont dites absolument monotones sur 7 .
n (k) (g
M),
i K

1) Soit f,ge E.Montrerque (f+g)e Eetque fgek.

Pour x€[0,R[ et ne N, on définit R, (x)= f(x)-

R (x
2) Rappeler la formule de Taylor avec reste intégral. Montrer que la fonction x > —- ( ) est croissante
X
sur ]O,R [ .
3) Montrer que la série de Taylor de f converge simplement vers f sur [ = [O,R[.
. - | T
4) Montrer que tan est développable en série entiére sur J = } - E’E[
Ind :
1) Penser a la formule de Leibniz.
R (x
2) Effectuer un changement de variable dans I’intégrale pour obtenir une expression de —~ S ) .

X
3) Considérer x & [0,R[ et prendre y € |x, R[ . Utiliser 2).

4) Montrer Vn e N,Vx e I,tan (x) > 0 a I’aide d’une récurrence, puis utiliser ce qui précéde et

I’imparité.

1) Soit f,geE.Alors f+gest C*sur [0,R[etpour xe[0,R[, (f+g)(") x)=f"(x)+g™(x)=0.

De plus, avec la formule de Leibiniz, pour ne N, fgest C"sur [ etpour xe [l :

(f g)(n) (x)= i[’;}f(k)(x)g(”_k)(x) >0.Donc fgest C*sur [ et
=0
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2) Onrappelle la formule de Taylor avec reste intégral : soit a et b des réels quelconques d’un intervalle
I, etsoit / une fonction de classe C"*' sur / a valeurs dans R . Alors :

O -0
f(b)=kz(;T(b—a)k+£Tf( D) d.

7O (@) dr .

n f(k)(o)xk :j‘(x—t)”+l
g (D!

1 n+l
On effectue le changement de variable ¢ = xu et il vient R (x) =X Mf("“) (xu)du .
" (n+1)!

Pour ne N, onadoncpour xe|O0,R[: R, (x)= f(x)-

R,(x) _ o p-w)"
x" ! (n+1)!

Rn (x) 3 , 1 (l_u)r1+l

no - |
X 0 (n+l).

Donc 7D (xu)du . On prend maintenant 0 <x < y <R.

Alors

FU D (uydu . Or £ est positive sur [0,R[, done £ est croissante sur

[0, et 2r) Syzl A= ) iy ot B ) < Fa0),

x" 0 (n+1)! x" yn

R, (x)

Donc x ”n

est croissante sur |0, R |

X
n_ (k)
3) Pour x=0, il vient wak =f(0) — f(0).
= k! n—+m
On prend maintenant x [0, R[ et on prend y € |x,R].
n X pntl
Alors R, (x)<R, (y)x—n De plus, R, (x)= ()(C—t)l)'f("“)(t) dt>0car "D esta valeurs positives.
y 0 n+1)!
n f(k) (0) X X"
De plus, R, (x)= f(x)—z 7 x* < f(x). Donc 0< R, (x)<R, (V) ==<rf(y)~=-
k=0 : y y
n 5 (o
Par encadrement, lim R, (x)=0, donc Zf—()xk - f(x).
PN = k! n—>+00

P)onc la série de Taylor de f converge simplement vers f sur / = [O,R[‘.

4) Onprend [ = [O,R[ ,avec R= % . On sait que tan'=1+ tan” . Donc on prouve par récurrence forte :

P(n):Vxel, f™(x)=0.
e  P(0)et P(1)sont vraies.

e Soit n>1. On suppose que pour tout k <n, P(k) est vraie.

Alors avec Leibniz tan"* (x) = Z(Zj tan® (x) tan"® (x) > 0 et P(n+1) est vraie.
k=0

n

z tan(*) (0) 4
Donc tan est absolument monotone et avec 3), Vx | 0,— ,Z—x — tan(x).

= k! n—>+w0
(k) 2 tan (k)
tan'"/ (0) , tan'"/ (0) ,
Donc kgo k—!x converge et kéo k—/x = tan(x)
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+00 k (k)
-1)" tan*"/ (0
Par imparité, si xe J = } —1,0 { , alors tan(x) = —tan (—x) = —z()—()xk .
2 = k!
Or tan est impaire et Vx € J,tan(—x) = —tan(x) .

Donc en dérivant, par récurrence, Vk e N,Vx e J ,tan(k)(—x) = (—1)" tan® (x).

+o0 (k)
tan""/ (0
Donc Z%xk = tan(x) et [tan est développable en série enti¢re sur J = } - %,%{

—n_inx
e .

Exercice 24 (oral Centrale 25, Lauréne,5). On considére, pour xeR : S(x)= Ze
n=0

1) Montrer S est bien définie et que S est C” sur R.

2) Pour keN,onpose u, = e n" . Montrer que u, est bien défini et que u, = O(k!).

>+
n=0

3) Montrer que S est développable en série entiére sur ] -11 [ .

Ind :

1) Appliquer le théoréme de dérivation de la somme des séries de fonctions.

2) Effectuer une comparaison somme-intégrale. Couper la somme en deux et majorer chaque terme.
. . . . XS0

3) Utiliser I’inégalité de Taylor-Lagrange pour majorer A, (x)=S (x) - 2 #

p=0

x? alaide des

questions précédentes.

1) On cherche a appliquer le théoréme de dérivation de la somme des séries de fonctions. Pour tout p € N’

—n _inx

,on prouve que Sest C’sur R.Pour ne N et xeR, onpose U, (x)=e"e

e Chaque U, est bien de classe C” sur R, donc de classe C”sur R.

k —n inx

e U, (x)=e"e™, donc U,'(x)=(in)e"e™ , puis par récurrence pour k € N U (x) = (in)' e "e
. . 1
11 vient "Uf,k)" =n'e" = o|—
o0 n—>+o00 n
« 1 1
OrVneN',— >0 et ) — converge, donc » .U" converge normalement sur R.
n n

En particulier, pour k €[0,p—1], D U" converge simplement sur R et » U converge

uniformément sur R
Donc par théoréme de dérivation des séries de fonction, |S est définie et C” sur R ‘

n—>+o0

2) Soit k e N . Tout d’abord, n'e™ = o[nizj et ane’” converge.

On effectue une comparaison somme-intégrale. On pose f, (¢) = e’t“pour teR, . f, est

dérivable sur R et f, ‘(1) =e” (k—t)t*"", donc f, est décroissante sur [k,+oo[ et croissante sur [O,k] .
n+l n
Donc pour n<k , f,(n)< j f.(t)dt etpour n=k+1, f,(n)< j f.(0)dr.
n n-1
+o0 k +00 k+1 +00 +0
Donc u, = Ze’"nk =Ze"’nk + Z e'nt < I S (@)dt + .[fk(t)dtﬁ ZI S (@®)dt
n=0 1] k 0

n=0 n=k+1

Or I S (@)dt = I t*e”dt =T'(k +1) = k! (avec des intégrations par parties).
0 0
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On a donc OS%SZ etlu, = O(k!)

k—>+o0

is(p)(o) 7

3) Soit xe]-11[, fixé. On sait que si S est développable en série enticre, alors S (x) = '
p=0 P
Avec 1), il vient pour peN : §% (x) = Z(in)” e"e™ ,donc S (O) = Z(in)” e’ .

n=0 n=0

N S(p)( )
On calcule donc A, (x) = S Z x?

p=0

et on veut prouver A, (x) —) 0.

On utilise I’inégalité de Taylor Lagrange en se plagant sur I:—|x|,|x|:| (S est C” sur R):

N+1 _-n
e

On choisit =0, b=x. Pour t e [—|x|,|x|] , |S(N“) (t)| =

<> Ve =U,,, <2(N +1)!(ces
n=0

séries convergent et on utilise la question précédente).
. N S(p) 0
M et Ay(x) .0 Donc Z#x” - S(x)

o0 pl N—+0

11 vient donc |AN (x)| < 2|x|

On conclut que | S est développable en série entiere sur ]—1 1[ et que S Z [Z(zn)” ] ’

Séance 5 : Lundi 8 Juin 5

Cours : revoir le chapitre 10

Exercice 25 (Oral IMT 25, Ninon,3) :
2 In (1 +x% )
Soit f:R — R, définie par f(x) = J. L .

2
0 1+1¢

1) Montrer que f est continue sur R .
2) Montrer que f estde classe C'sur R .
3) Calculer f' sur ]O, +00 [

Ind :
1) Utiliser le théoréme de continuité des intégrales a parameétres.
2) Utiliser le théoréme de dérivation des intégrales a parameétres. Pour la domination, justifier

|2xt| <1+1%%?

3) Décomposer en éléments simples en posant u = ¢> dans le cas x = 1, puis utiliser la continuité en 1.

In (1 +x°t )
1+¢
On vérifie les différentes hypothéses du théoréme de continuité des intégrales a parameétres :
e Pourtout reR,, x> g(x,t) est C° sur R.
+a’t’ )
t2

1) Onpose g(x,t)=

e Soit @>0.Pour teR, et xe[—a,a], |g(x,t)|£1 =) .

. . 1 . .
@ estintégrable sur R, car continue sur R et telle que ¢(¢f) = O(WJ , avect > ——intégrable en +oo .
t—>+0 t t

2,2 1
L i ln(m)m(uﬁj _ I

r7 7 A
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Exercice 26 (Oral Mines 25, Igor,3) : f(x) = j

Donc par théoréme de continuité des intégrales a parametres, | f est définie et continue sur R

2)

3)

1)
2)

Ind :

1)
2)

1))

On vérifie les différentes hypothéses du théoréme de dérivation des intégrales a paramétres :
Pourtout teR_, x> g(x,¢) est C' sur R.

Pour tout x € R, on sait avec 1) que ¢ > g(x,7) est intégrable sur R, .
t

(1+2)(1+£%7)

On sait que |2xt| <1+£2x%, car (|tx|—1)2 =1’x? —2|tx|+1 >0.

Pour teR, et xeR, aa—g(x,t)zbc2
X

On se place sur un segment [—a,a] ,avec a>0.

Pour teR, et xe[-a,a], il vient aa—g(x,t) <_4 2) =@(t), ol @est intégrable sur R, , puisque
X t

1 .

o) = o = et que @ est continue sur R, .

>+

. v t

On en déduit que | 7 est de classe C' surRet que f'(x)=2x" J. A}

5 (l+t )(1+t X )

Tout d’abord, f est paire. On peut donc étudier sur R, . Soit x € ] 0,+o0 [

On décompose en éléments simples si X2l
1 11 X 1

(1+u)(l+x2u) B 1-x? (1+”) (l—xz) (l+x2u).

v 2x* ¢ i x’t
Donc f(x)_l—xz ’!,.((th) (l+x212)]dt

, x’ 1+ ] x’ 1 x’
Donc f(x)zl_x2 {ln[ HO :1 2ln(x—zJ:—ﬂn(x)l_x2 .

1+ x° —-Xx

De plus, comme f'est continue en 1, f'(x) - 'ay.

(+h? =2k
1—(1+h)* 02k

Donc f (x)):)ll et par unicité de la limite, | /'(1) =1

Onpose x=1+#4 : f'(1+h)=-2In(1+h)

/2
cos (1) ar.

o +t

Montrer que f est bien définie et continue sur R’ .

Déterminer, si elles existent, les limites de f'en 0" eten +.

Appliquer le théoreme de continuité des intégrales a parametres.
Utiliser le théoréme de convergence dominée. Pour la limite en 0, couper I’intégrale en deux et minorer

cos(t)sur ¢t € {O,%} .

. « cos(t . T . (e «
Soit x e R" . Alors cos(®) _ g(x,t) est continue sur [0,5} et f est bien définie sur R’ .
X+t

On cherche ensuite a appliquer le théoréme de continuité des intégrales a paramétres.
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Exercice 27 (oral centrale 25, Alice,4) : Soit g définie pour x > 0 par g(x) = J

e  Pour tout te{o,%}, x> g(x,1) est C° sur R’ .

=@(t), ou ¢ est

e Soit un segment [a,b]c R’ . Alors pour te[O,%} et xe[a,b], |g(x,0)|< @)

. ., T
continue donc intégrable sur [0,3} .

Donc la restriction de f a tout segment de R’ est continue, et | f est bien définie et continue sur R,

/2

2) On cherche a appliquer le théoréme de convergence dominée a paramétre continu. f(x) = I

cos(t)dt

0 X+t
cos (¢

M—)O.Pourle, &

Pour te R,
X+t x>

<1=h(t), ou h est intégrable sur {0,%} )

Donc par convergence dominée, f(x) — 0.
X—>+0

w2

cos(t) dit .[ cos(?) dr
x+t X+t

/4
On cherche a étudier la limite en 0. On fixe x > 0. Alors f(x)= _[
0

/4

/4 /4 /4 /4
N Ni t
J MdtZ—z j ;dt , donc I MdtZ—z(ln(%+xj—ln(x)j et I &()dt - +o©.
X
0 0

X+t 2y x+t X+t 2 o X+t w07
/2
Deplus,pourte{z,l},osﬁmﬁlsi .Donc 0< Mdtsl.
42 X+t t . X+t

Dés lors, par somme, f(x) — +o.
x—=>0"

"7 sin(r)
?+x

dt.

0
1) Montrer que g est bien définie et C”sur R, .

2) Déterminer les limites de gen Oet +o0.

Ind :

1) Utiliser le théoréme de dérivation des intégrales a parameétres.
2) Pour la limite en +o0, utiliser le théoréme de convergence dominée.
Pour la limite en 0, couper I’intégrale en deux avec Chasles et utiliser le théoréme de convergence
1 .
. . g sin(t
dominée sur la seconde partie. Pour étudier j > @
" +x
0

dt , montrer par exemple V¢ e [O,%} ,sin(z) > Et .
T

sin(t . *
3 ()pour x>0etteR,.Soit neN .
" +x

On vérifie les différentes hypothéses du théoréme de dérivation des intégrales a paramétres :
x> h(x,t) est C” sur R

3) Soit xeR’,.On pose h(x,t) =

e Pourtout teR’, .
-3

2
h(x,t):sin(z)(t2+x)’l. 1l vient alors 2_h(x,t):—sin(z)(zz+x)’2, Z—il(x,t):—(—Z)sin(t)(t2+x) ,
X X

ofh _ (=¥ k!sin(z)

donc par récurrence, —-(x,1) = (=" k!sin(7) (12 + x)i(k“) - pour keN.
ox (£ +x)

k
o Soitx>0et ke0,n-1]. 1+ Z—f(x,t) est continue sur R, .
x
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o*h k! . .
De plus, ¢ —(x,t)) < ———-, donc par croissance comparée et par encadrement,
X (t2 + x)
k k
0'h 1 1 . 0 , .
—(x,2) = e et comme ¢ > — est intégrable en +o0, # > —-(x,f) I’estaussien +oo, donc
ox t~>+oo t ox
sur R,

Soit a > 0. Alors VteR“VxZa (x 1)<

=¢(t), ou g est intégrable sur R, avec un

(¢ +a) "

raisonnement analogue a celui du point précédent.

Donc la restriction de g a tout [a,+[ (avec a > 0) est de classe C", donc g est de classe C"sur R,

Finalement, | g est bien définie et C” sur

4)

Exercice 28 (oral Mines 25,Tom,3) : On considere, pour x >0 : F(x) = J
e”

1))
2)

3)
4)

+00 .
sin(¢ L s \
On veut montrer g(x)= I2—()dt — 0 avec le théoréme de convergence dominée a paramétre
t

) + X X—>+00
continu.
sin(t
Pour reR,, — ® -0
17 4+ x x>
sin(?) 1 L, .
Pour teR,, et x21, |5 <5 =(p(t). @est intégrable sur R, car elle est continue et
x|t +1

1 .
@(t) ~ — Donc par convergence dominée, |g(x) — 0|,
1>+ f

X—>+00

sin(?) N sm(t) sin(?)

B S t > ——n’est pas intégrable en 0
£ x0 ¢ £

donc on ne pourra pas utiliser le théoréme de convergence dominée directement.

sin(?) di+ J-sm(t) .

On étudie la limite en 0 de g . Tout d’abord,

Il vient g(x) = I

Tout d’abord, Vte {O,%}sin(r) Zzt (car sin est concave sur {O,%}, donc au-dessus de la corde
Vs

.. . . T s1n(t) 2 £ sin(z) 1
oignant les points d’abscisse 0 et — ). Donc - , et dt>—|In(t"+x)| .
joie P 2 ) -([ 72"([ -([ 2 +x 7Z'|: ( )l?
1 .
Donc jsin(t) di>— (ln(1+x) In(x)) et jsm(t) di -
" +x t +x x—>0'

0

n(t)d J-sm(t) dt (av

£ +x HO

sin(¢ 1
sin(®) <, et t > — intégrable en
t+x| 7 1

De plus, par convergence dominée, _[

x—0

in(¢ in(¢
[1,+oo[ ). Donc par somme, [ g(x) = J. Sln( )dt+ I S;n—()dt -+
Vi x £ tx

sm(t)

0
Montrer que F est définie et de classe C' sur R’ .

1

2

Etablir que Vxe R’ ,F(x) = Z e .
+

Déterminer la limite et équivalent de F(x) en +oo.

Déterminer un équivalentde F en 0" .
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Ind :

1) Utiliser le théoréme de dérivation des intégrales a paramétres en se plagant sur [a, + [ ,avec a>0.

2) Ecrire Sl?(t)
e

3) Utiliser le théoréme de la double limite.
4) Effectuer une comparaison somme-intégrale.

sin(?)

1) Soit xeR’, . On pose A(x,t)= - 1pourx>0 et teR’.
et —

On vérifie les différentes hypothéses du théoréme de dérivation des intégrales a paramétres :

e Pourtout feR’, x> h(x,t) est C' sur R,

h(x,t) = sin(l)(e’” - 1)71 . Il vient alors %(x,t) =—te" sin(t)(e” —1)72 ,
Ox
e Soitx>0. ¢+ h(x,t) estcontinue sur R’

h(x,t)’:()é :% donc h(x,t):OO(l) , donc ¢ h(x,t) est intégrable en 0.

1 . .
De plus, A(x,t) = o(=), et t = h(x,t) est intégrable en +o0, donc sur R, .
>+ t

|S ()I

e Soit a>0. Alors VteRi,sza ( DL

raisonnement analogue a celui du pomt precedent.

@(t), ol @pest intégrable sur R’

+ 9

sous forme de somme d’une série entiére et utiliser le théoréme d’intégration terme a terme.

avec un

Donc la restriction de F a tout [a,+00[ (avec a>0) estde classe C', donc F est de classe C'sur R”,

Finalement,

sm(z) sm(t) 1
o1 e 1-e" =

2) Soient x,t R’

— (n+1l)xt

On utilise le théoréme d’intégration terme a terme. On pose U, (¢) =sin(t)e
e 0< |U (t)| <e """ donc par majoration, chaque U, est intégrable sur R’,

sm(t)

Zsm(t)e D done ZU converge simplement sur R’

n=0 n=0

+0
e 0Z< I |sin(t) e
0

dt < Tte’("”)”dt car Yu e R+,|sinu| < |u| .
0

+00
On calcule J, = I te”"V¥dt en intégrant par parties. Soient a(t) =t et b'(t)=e "

0

= 2sm(t) e” """ en développant en série entiére.

pour ne N.

-t
at)b(t)=————e " 5 0 et a(0)b(0)=0.
(n+Dx 140
+o0 1 +o0 1
Donc J = |te " dt=—— | e "Dt =——— et J converge, donc par majoration,
! ’[ (n+1)x'[ (n+17°x" ; " g P )
> J. |sm(t)e ¥ gt . Done F(x) = Z I sin(¢)e” "Vdt .

n>0 ¢ n=0 ¢

4o o ‘ RO e
On calcule K, = JAsin(t)e’("”)’”dt =Im je“*"*””’dt =Im| — | =Im
0

o i—(n+Dx |,
|e“’(””)")’ =e """ — 0.Donc K, =Im (n+12)x2+z = 12 —.
(40 (n+)x"+1) (n+1)"x"+1

1
On conclut que | F(x K, _
d () = Z ; n’x? +1
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. 1 1 1
3) Onremarque tout d’abord que pour xR, : 0< E <— E — -
n

Donc par encadrement, | F'(x) — 0
X—>+0

On remarque que et on cherche a utiliser le théoréme de la double limite.

+n2x2 X—>+00 n2x2

+00 2 2
On x’F(x)= z# . On pose alors V,(x) = lerTpour neN’
n=1 nx

V,(x) — Lo Vx>0,|Vn(x)|:L2, donc 0<|p,|, < L donc par majoration, ZV” converge
n

n—>+00 n2 n_2 ? sl
normalement donc uniformément sur R, .
00 x2 7Z_2 72_2
Donc sz(x):ZT - — et|F(x) ~ >
Snx +laowe 6 x40 Gx
. . .y 1 .
4) On fait une comparaison avec une intégrale. On pose g(¢) = o pour x,teR ..
+1°x
Elle est positive, décroissante et intégrable sur R’, (avec g(¢) ~ - ).
t~>+xt X
n+l n
X
Pour neN , I g(t)ydt<gn)< I g(t)dt et comme tous les termes concernés convergent,
n n-1
+00 +o0
1 V4 T
J. g)dt <F(x) < I g(t)dt . Donc —| —— Arctan(x) | < F(x) < — et par encadrement, F(x) ~ —
1 0 x\ 2 2x x—>+0 2X

Exercice 29 (oral Mines 25, Violette,S) :

Soit f:R — R, continue. Pour x > 0, on pose g(x)=

==

[eos(x=y) /(v

1) Déterminer la limite de g en 0.

2) Onsuppose que f posséde une limite en 400. Que dire de la limite de g en 400 ?

Ind :

1) Effectuer un changement de variable pour ne plus avoir x dans les bornes de l'intégrale.
2) Trouver la limite si f est une fonction constante. Puis traiter le cas o f(¢f) — Oen revenant a la

1>+

définition de limite et en coupant I’intégrale en deux. Généraliser au cas f(f) — a € R en remarquant
—>+0
que f()=a+f(t)—a.

1) Onpose y=xu.Alors d y=xdu.Donc g(x)= jcos(x(l—u))f(xu)du .

On prend x <1 pour étudier la limite en 0 . '

On pose A(x,u) = cos(x(1-u))f(xu) lorsque x € ]0,1] et u [0,1].

Alors par continuité, f(xu) );)Of(O) , donc il vient h(x,u);)of(O) .

De plus, f est continue sur le segment [0,1] donc bornée : soit M e R, V¢ e[0,1],|/(1)|< M .
Il vient alors |h(x,u)| = |cos (x(1 —u))f(xu)| <M et u> M est intégrable sur [0,1].

Donc par théoréme de convergence dominée a parametre continu, g(x) — f(0)
x—0
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1
2) On suppose f(f) t::oa €R . Sionavait Ve, f(¢)=a, on aurait g(x)= ajcos (x(1—u))dx .
0

Donc g(x) = —<[sin (x(1-u))], = a 32 et g(x) = 0.
x X X—>+0

Essayons de le montrer dans le cas général.
On traite le cas ou f(f) = 0.0On fixe & > 0. Soit 4>0,v¢> A|f@)]<e.
t—>+0

Alx 1

Alors g(x) = J.cos(x(l—u)) Fxu)ydu+ j cos (x(1—u)) f(xu)du .

Alx

Or f est continue sur le segment [0, 4] donc bornée : soit M e R,V [0,4],|f ()] <M .

Alx Alx MA
Donc j cos(x(1—u)) f(xu)du|< j |cos (x(1 —u))f(xu)|d us—.
0 0 X
1 1
De plus, j cos(x(1—u)) f(xu)du| < I |f(xu) |du <legcarsiy Zé , alors xu>A4
Alx Alx x

Donc | a( x)| < ﬂJr ¢ . On utilise la double détente :
X

MA L, g,donconprendB>0,vx23’ﬂ+€§2€

X X+ X

Pour x> B, |g(x)| <2¢g,doncsi f(t) > 0, alors gx) >0,
>+ X—>+0

On revient au cas général et on écrit f(t)=a+ f(t)—a . Alors k(f) Zf(l‘)—at—> 0
—>00
1 1
Alors g(x)=a J. cos(x(1—u))dx+ J'cos (x(1—u))k(xu)du — 0 par somme.
0 ° X—>+0

Donc g(x) —» 0

X—>+0

400

Exercice 30 (oral Mines 25, Naél,5) : Soit f(x) = J.

0

mdt pour x>0.

1) Montrer que f est C'sur R .
2) Quelle est lalimitede f en 0 et +o.

3) Trouver un équivalentde f en 0.

Ind :
1) Utiliser le théoréme de dérivation des intégrales a parameétres. Pour la domination, se placer sur
[a,+00[ et séparer les cas ¢ >let 1€]0,1].
2) Pour la limite en +co, minorer f(x)al’aide de V¢>1,1+¢+¢"" <3, Pour la limite en 0, procéder
par convergence dominée en distinguant suivant la position de ¢ par rapporta 1.

3) Faire le changement de variable u =¢" et conclure par convergence dominée.

1) Pour x>0et >0, onpose g(x,t)= T On veut utiliser le théoréme de dérivation des
+t+1"7

intégrales a parametres :

1 .
e Pourtout >0, x> g(x,0)= 1—+lest de classe C'sur R’ .
+t+t
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. 1
e Pour x>0, ¢+ g(x,7)est continue sur R, , et g(x,f) ~ —,avec x+1>1.Donc ¢ g(x,?)
1>+

o tx+1 >
est intégrable en +oo, donc sur R et sur R .

1

~In(?)t*"!
1+ ¢+ &m0 >

e Pour x>0et >0, g(x,0)= R
(L2427

donc a—g()c,t) =
ox

On prend a >0 et on consideére x €[a,+o|.

1 1 x+1
Alors a_g(x,,) gln(t)|( HHZ )§|ln(t) ! Pour te]O,l],‘a—g(x,t) <[in0)| .
Ox (1+2+2) (1+2+27) ox
Pour > 1, ' = ™M) > ol@DIO "donc a—g(x,t) < |ln(t)|;
Ox (1+t+t"“)

On pose ¢(t) = |1n(t)| si te ] 0,1] et p(t) = |1n(t)| si ¢ > 1(on obtient bien la méme

1
(1+2+2)
valeur en 1 et ¢ est continue a droite et a gauche en 1).

Jin(2)|

a-b

@ est continue sur R, intégrable en 0, etsi be|0,a[, ™'p(t) ~ donc

t>+0 f

1 . . N
o) = 0(_#’” ) , donc ¢ est intégrable en +o et donc intégrable sur R, .
t—>+0

Donc |f est de classe C'sur R’ ‘

2) Pour x>0et >0, o0npose g(x,t)=

x+1

. 1 1 ,
— . On voit que g(x,7) > ,et 11> n’est pas
I+t+t¢ ¥20 1+2¢

1+2¢

intégrable en + oo et on conjecture que f(x) —+o0. On va ainsi la minorer.
x>0

+o0 1 1 +00

1
Ivient f(x)> | ————dt>— | —dt (car Ve > 11+¢+1"" <3r").
-1[1+t+t ! 3-1[t '

“lr e 1
Done f(")zg[’ ]1 et f(x)Zg,donc F() >

ooty nsip>1, et 5 =™ 5 051 £ <.

X—>+00 X+

On étudie la limite en +oo. ¢

O0sit>1
Donc g(x,t) =———— — h(t),avec h(t)= 1 sit=1.
L+t+1"" 3o 3
Lsit<1
1+t

sit>1.

De plus, pour x >1, [g(x,0)|<w()=1si r€]0,1] et |g(x,t)|£l//(t):l 5
+

X—>+0

1
. . . 1
Donc comme y est intégrable sur R’ , par convergence dominée, | f(x) — jmdt =In2
0

+00

) f=]

0

1 .
1—Mdt . On effectue un changement de variable : on pose u =1¢".
+i+t
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1 1,

1-— 1
Alors t=u"", du=xt"dt=xu *dt et dt=—u"* du.

X
1+uo 1 l71 l+oo 1
Donc f(x)=—| —————u~* du==— | ——— du
/() x '([ T+ a0 X -(!. uu™ +1+u)

+00 1
On pose alors J(x) = J.

0

—————du. On cherche sa limite quand x tend vers ’infini avec le théoréme
u(u " +1+u)

. _ 1
de convergence dominée. On prend x €]0,1]. u™™ = exp(——ln(u)} )
X

-1/x -1/x -1/x

—0.Siu=1,u — letsiu<l, u — +00.

x—=07 x—=07 x—=07

! -
+1+u) =0u(l+u)

Siu>1,u

Done a(x,u) =——- =k(u)si u>1, a(x,u) —>0§ =k(u)si u=1etenfin

u(u

a(x,u) > 0=k(u)si u<1. kest bien continue par morceaux.
x—0

1 . .
De plus, pour tout x € | 0,1], |a(x,u)| < o =p(u)si u>1 et la(x,u)|<1=gpu)si u<l,avec ¢
u(l+u
- . o Tl 1
intégrable sur R, . Donc J(x) — I—d” = I —_—— |du.
0" ¢ u(l+u) \u (1+u)

X X
Or I[l— ! jdu:{ln(liﬂ — In2,donc J(x) ~ In2 et|f(x) ~ h1_2
x—=0"
1

u (14+u) tu )| Ko 0" x

Séance 6 : Lundi 15 Juin 5

Cours : revoir le chapitre 13

Exercice 31 (oral CCINP 25, Arthur,3) : Soit la fonction 4 définie par /(x,y)=x’ -y’
On introduit le sous-ensemble C = {(x,y) eR* h(x,y)= 0} )

1) Montrer que 4 est C' sur R*, montrer que A(0,0) est 'unique point critique. 4 admet-elle un

extremum local en 4(0,0) ?

2) Soit une fonction f C'sur R* telle que V(x,y)e C?, f(x,y)=0. Montrer que V¢ eR, /‘(12,t3 ) =0
. En déduire que ﬂ(o,o) =0.
0x
Pour tout 7 € R , on introduit la fonction ¢, (u) = f(tz,u) défini sur R.

3) Montrer que ¢, dérivable sur R. Montrer Vs e R’,3y(7)e J -2, [,@ '(7/(1)) =0.

4) En conclure que (0,0) est un point critique de f .

Ind :

2) Utiliser la régle de la chaine, puis diviser par ¢ lorsque 7 € R .
3) Penser au théoréme de Rolle.
4) Calculer g, '(u) et I’évaluer en }/(t) . Passer a la limite lorsque 7 tend vers 0.

. . . . Oh
1)  hestune fonction polynomiale de deux variables et est C' sur R? par opérations. De plus a—(x, y) =3x’
X
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h - : -
et %(x,y) =-2y.0nadonc Vi(x,y)=(0,0) = x=y=0. |A (0,0) est I’'unique point critique de #|.

De plus, /(x,0)=x">0=h(0,0) si x>0 et 4(x,0)=x" <0=h(0,0) si x<O0.

Donc ‘h n’admet pas d’extremum local en A4(0,0) |

2) Soit reR. Alors (¢*,r') e C ={(x,y) € R ,h(x,y) =0} . Donc |Vt e R, f(£*,£) =0

On utilise alors la régle de la chaine : toutes les fonctions concernées étant C', on conclut que pour tout t € R

s ZIQ(IZ,Z3)+3IZ g(tz,f) =0. En particulier, si ¢ € }R*, ZQ(tz,t3)+3tal(12,t3) =0.
ox oy Ox oy
Or f C'sur R?, donc g et g sont continues en (0,0).
ox oy

. 0
Donc en passant a la limite quand ¢ tend vers 0 : al(o, 0) =0
X

3) f est C'sur R?, donc par composée, ¢, est dérivable (donc continue) sur R. On fixe ¢ € R’ . Alors
o (f)=f(F.0)=0ct g, (=)= f((=t)’.(-1)" ) = 0 avec 2).
Donc d’aprés le théoréme de Rolle, | Vs e R, 3y(¢) e] -£,F |:,¢)t "(¥(1))=0

of

X

of

(0,0)=0. Il reste a montrer que a—(O,()) 0.
y

4) On a déja prouvé que

Avec la régle de la chaine, par composée de fonctions C', ¢, '(u) = %(lz,u) .

Si ¢ >0, avec 3), on déduit que ¢, '(;/(t)) =0= %(tz,y(t)) ,ou y(t)e J -£,F [

Donc par encadrement, y(#) —0 et par continuité g(tz y (t)) - z(0 0)
’ t—0 ’ ay ’ -0 ay ’ ’

Mais par ailleurs, 0 = g(tz , 7(t)) — 0, donc par unicité de la limite, Q(O,O) =0.
ay t—0 a y

Donc ‘(0,0) est un point critique de f’ ‘

. ) ) ]-L[->R
Exercice 32 (oral IMT 25, Clément,4) : Soit f: ,avec a eR.

t > cos (e arcsin(r))
1) Déterminer une équation différentielle linéaire (£ d’ordre 2 vérifiée par f .
2) Trouver les solutions développables en série entiére au voisinage de 0 de (E).

3) En déduire que f est développable en série entiére et déterminer ce développement.

Ind :
1) Faire le calcul ; I’équation n’est pas a coefficients constants.
2) Supprimer les dénominateurs dans I’équation avant de commencer. Obtenir a,, et a,, ;.

Bien vérifier dans la synthése que le rayon de convergence est strictement positif.
3) Utiliser I’unicité de la solution d’un probléme de Cauchy.

1) Pourte ] —1,1[ ,onpose f(¢)= cos(a arcsin(t)) . fest C” sur ] —1,1[ par composée et il vient
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1
f'(t) = —===sin(aarcsin(¢) ———=(1-#)"*, donc
1-¢ ( )<t N1-¢#

f'0=

—cos (erarcsin(r) ) — at(1-1*) 7" sin (a arcsin(7) )

t a’
"+ =0|
—2r =e?

On trouve que f est solution sur ] —1,1[ de I’équation (E) y"—

2) On procéde par analyse et synthése : soit f développable en série entiére sur ]—R,R[ ,avec R>0,et
solution de (E).
Alors pour t € |-R,R[ : f(t) = iant” ,donc f'(t)= f“nant”’1 et 1t f'(t)= inant" .
n=0 n=1 n=0

Enfin, f"(t)= in(n ~Da,t"? et ££1"(t)= in(n —Da,t" .

=2 n=0
f vérifie 1) f"(t)—t f'(t)+a’f(t) =0 pour tout ¢ € ]—R,R[ .
Donc i ((n +2)(n+a,,, —n(n—Na,—na, +a’a, )t” = 0. Par unicité du développement en série entiére

n=0
(nz —az)
= 4

(n+2)(n+1) "

de la fonction nulle, on obtient ;| Vi e N,a,,,

n-1

2 2

(4n-1? -a?) . (46 -’

Donc VneN,a,, ==——————a,,, et en itérant le procédé¢, par récurrence, a,, =*=>————1,
(2n)(2n-1) (2n)!
ou A=a,.
n-1
(@n-17 -a?) (Qk+1) -a)

De méme, a,,,, =~———>a, et a,, =**— 4y avec u=a,

(2n+1)(2n) 2n+1)!

+o0
Réciproquement (synthése), on considére f(¢) = Zant" , avec pour tout entier naturel »n
n=0

I 1(41«2—05 ) 1 (@k+17 -a?)

- _ k=0
@, =—————Aeta,, =

o0 AueR.
" (2n)! Qnsy “ a

Pour tout ¢ [0, 27[] , 7+ g(r,t)est C*sur R, par composée.

of or

On calcule alors avec la régle de la chaine : z—g (r,t) = cos(t) = (7 cos(1), sin(t) ) +sin(r) > (7 cos(t), rsin(r))
r x y

2 2
of (rcos(f), rsin(t))+sin’(¢) zz—f (rcos(r), rsin(r))
y

rcos(t),rsin(t)) +2sin(r) cos(7) s
Oy

28 ) cost 02
0

> (r,t) =cos”(¢) N

e o g(rt)ett Z—g(r,t) sont continues, donc intégrables sur [O, 27r]
r

o’g & f o’ f , o’ f .
. pwel r )| <[5 (rcos(0), rsin(1))| +2 PV (rcos(r), rsin(?) )| + %(r cos(t), rsin(?))| -
: o’y Of 2 :
Le cercle C(0,r) est un fermé born¢ de R” qui est de dimension finie. —2-,—=, sont continues
ox° 07y Oxoy

- . , 9
sur C(0,r), donc par théoréme des bornes atteintes, sont bornées sur C(0,r), ainsi que a—‘zg(r,t) .
r
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Soit M tel que VreR, ,Vte [O 27[] g (r 1) <M. Comme ¢+ M est intégrable sur [O 27:]

2z 2
conclut que / est C2sur R, et que /'(r) = J' Z—g(r,t)dt et h"(r) = J' Z—f(r,t)dt.
r A
0 0

27

En intégrant par parties, comme {sin(t) Zl (rcos(r),r sin(t)) —cos(t) % (rcos(t),r sin(t))} =0, il vient
X
0

h(r) = J. (r,t)dt = — '([ {sin(t)%(g—i (rcos(t),r sin(t))j —cos(t) % [% (rcos(t),r sin(t))n dt

afer oot o s 2L . ) -
Or 0 ( e (rcos(t),r sm(t))j = —rsin(f) Y (cos(t), rsin(t) ) +rcos(r) oty (rcos(t), sin(r))
d(of e O , ’f .
” [ o (rcos(t),r sm(t))J = —rsin(f) ooy (rcos(r), rsin(r) )+ rcos(t) 7y (rcos(1), rsin(r))
2 2
Donc comme ZTf (rcos(t), rsin(t)) =— aa—];(r cos(t),sin(f)) , on obtient h'(r) =—rh"(r).
y X

On a donc di(rh'(r)):o et ICeR,VreR, ,rh'(r)=C.
r

De plus, pour » =0, on trouve C =0. Donc Vr > 0,4'(r) =0, et par continuité de #'en 0, Vr > 0,4'(r)=0.

Donc ‘h est constante sur R |

Exercice 33 (Oral Mines 25, Corentin, Come,3) :

2 (2 2 O°f o’f
Soit feC (]R ,R),telle que V(x,y)eR ,a—z(x,y)+6—2(x,y)=0.
x v

2
On considére A:r > J f(r cos(t),rsin(t))dt . Montrer que % est constante sur R, .

0
Ind : utiliser le théoréme de dérivation des intégrales a paramétres pour dériver deux fois. Pour la domination,
utiliser le théoréme des bornes atteintes. Faire ensuite une intégration par parties pour aboutir a une équation
différentielle simple satisfaite par 4'.

On veut utiliser le théoréme de dérivation des intégrales a paramétres. On pose g(r,t) = f (r cos(t), rsin(t)) pour
reR, et te[O,Z;r].

e Pourtout 1 €[0,27], r > g(r,t) est C*sur R, par composée.
‘ . o of . o .
On calcule alors avec la régle de la chaine : = (r,t) = cos(t) = (7 cos(1), sin(t) ) +sin(?) > (rcos(t), rsin(r))
" x y

2 2 2 2
aT‘g (r,t)= cos’ 6] % (r cos(t),r sin(t)) + 2sin(¢) cos(?) sxaj; (r cos(?),r sin(t)) +sin? (1) % ( rcos(t),r sin(t))

0, . .
e tbg(rt)ett a—g(r,t) sont continues, donc intégrables sur [0, 27:]
r

g
or?

o’ f

< +2 P (rcos(z), sin(7) )| +

(r,0)| <

s 2
aa—{(r cos(t),rsin(r)) Zz—f(rcos(t),rsin(t)) :
X

o’f f Of

Le cercle C(0,r) est un fermé borné de R* qui est de dimension finie. — 5 > sont continues
ox° 0 y 5xay
2

- . . . 0
sur C(0,7), donc par théoréme des bornes atteintes, sont bornées sur C(0,r), ainsi que a—f(r,t) .
r

43



Soit M tel que VreR, ,Vte [O 27[] g (r 1) <M. Comme ¢+ M est intégrable sur [O 27:]

2z 2
conclut que / est C2sur R, et que /'(r) = j Z—g(r,t)dt et h"(r) = j E;—‘zg(r,t)dt.
r A
0 0

27

En intégrant par parties, comme {sin(t) Zl (rcos(r),r sin(t)) —cos(t) % (rcos(t),r sin(t))} =0, il vient
X
0

h(r) = j (r,t)dt = — '([ {sin(t)%(g—i (rcos(t),r sin(t))j —cos(t) % [% (rcos(t),r sin(t))j] dt

afer oot o s 2L . ) -
Or 0 ( e (rcos(t),r sm(t))) = —rsin(f) Y (cos(t), rsin(t) ) +rcos(r) oty (rcos(t), sin(r))
d(of e O , ’f .
” [ o (rcos(t),r sm(t))J = —rsin(f) ooy (rcos(r), rsin(r) )+ rcos(t) 7y (rcos(1), rsin(r))
2 2
Donc comme ZTf (rcos(t), rsin(t)) =— aa—];(r cos(t),sin(f)) , on obtient h'(r) =—rh"(r).
y X

On a donc di(rh'(r)):o et ICeR,VreR, ,rh'(r)=C.
r

De plus, pour » =0, on trouve C =0. Donc Vr > 0,4'(r) =0, et par continuité de #'en 0, Vr > 0,4'(r)=0.

Donc | 4 est constante sur R_ |

Exercice 34 (Oral Mines 24, Centrale 25, Simon, Thimothée,4) :
Soient a,b,c,d e Ravec a<bet c<d . Soit f: [a,b]x[c,d] — R, continue.

t
1) Soit t e [c,d] . Montrer que x - jf(x, y)dy est continue sur [a,b] .
a

[c, d ] —->R
2) On considére g: N j'[j‘f(x, y)dy]dx . Montrer que g est Clsur [C,d].

En déduire que ji{]{f(x,y)dy]dx = T[j.f(x, y)dx} dy.

a\c c\a

Ind :
1) Utiliser le théoréme de continuité des intégrales a paramétres, ainsi que le théoréme des bornes atteintes.

t
2) Considérer h(x,t)= If (x, y)dy et utiliser le théoréme de dérivation des intégrales a paramétres pour g .

Une fois g ' obtenue, exprimer g a I’aide de g ' et du théoréme fondamental de ’analyse.

t
1) Soit te[c,d]. On note u:xH> J‘f(x,y) dy pour x e[a,b]. On utilise le théoréme de continuité des
c
intégrales a parametres.
e Pour tout ye [c,t] c [c,d] , x> f(x,y)est continue sur [a,b]. On le justifie avec la caractérisation

séquentielle : si x € [a,b] etque (x,) € [a,b]N converge vers x, alors (x,,y) — (x,y)coordonnée par
n—+w
coordonnée, donc f(x,,y) — f(x,y) car f est continue sur [a,b]x[c,d] .
n—>+o0

e Deplus, K= [a,b]x [c,d] est fermé et borné dans R?. En effet :
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Exercice 35 (oral Centrale 25, Geoffrey,4) : On considére f(x,y) = arctan(x) + arctan(y) — arctan{ler 4 j .

- Onprouve d’abord qu’il est fermé par caractérisation séquentielle : soit une suite (x,,, y, ) d’éléments
de [a,b]x[c,d]qui converge vers (x,y)eR’. Alors VneN,a<x, <bdonc par passage des
inégalités a la limite, @ <x<b.Deméme, ¢ < y<d ,donc (x,y) e K et K est fermé dans R*.

- Deplus, pour (x,y)e K, ||(x,y)||1 < |a|+|b|+|c|+|d| donc K est borné.

Des lors, f est continue sur le fermé borné [a,b]x[c,d] qui est non vide, donc par théoréme des bornes

atteintes, est bornée : soit M € R,V(x,y) e [a,b] X [c,d],|f(x, y)| <M.

Comme y - M est intégrable sur [c,t] = [c,d], on a bien I’hypothése de domination.

t
Donc |x — J.f(x, y)dy est continue sur [a,b] .

a

[c,d]—)R
2) Grace au 1), g: tl—>j.(j‘f(x y)dyjdx est bien définie. On pose pour xe[a,b]et tefc,d]:

h(x,0) = [ f(x p)dy .

On a donc g(r) = j[jf(x,y)dyjdx = jfh(x,t)dx .

a\c¢

On utilise le théoréme de dérivation des intégrales a parametres.
e Comme f estcontinuesur [a,b]x[c,d], y+> f(x,y) Pestaussi pour tout x e [a,b] (on le montre aussi

par caractérisation séquentielle). Donc par théoréme fondamental de I’analyse, ¢+ A(x,f)est C "sur
[ed] et San) = fxn)

® Pourtout ¢ €[c,d], montrons que x > h(x,?) est intégrable sur [a,b]. On fixe 1 [c,d].

Onavuau 1) que u: x> h(x,t)est continue sur [a,b], donc intégrable sur [a,5].

@uns

e Enfin, pour s €[c,d] et x e [a,b], M , ot x M est constante donc intégrable sur [a,b].

ah(x )

On obtient que g est C' sur [c,d] ettelle que g'(t) = J. dx ff(x t)dx .

b
On déduit par théoréme fondamental de I’analyse que g(d) = g(c)+ J'g "(O)dt =0+ J'[J'f(x,t)dxjd[ .

b(d d(b
On a donc bien IU S(x, y)dy] dx = J'[J‘ f(x, y)dx] dy|. C’est le théoréme de Fubini.

c\a

—xy
1) Montrer que f est définie sur D qui est la réunion de trois ouverts.

2) Montrer que f est C'sur D.

3) Simplifier I’expression de f .

Ind :

1) Faire un dessin et considérer les trois ensembles O, = {(x, M eR*x>0,y>0,xy> 1} ,

0,= {(x,y) eR*,x<0,y<0,xy> 1} et O, = {(x,y) eR?,xy< 1} . Montrer que ce sont bien des

ouverts.
2) Détailler les opérations permettant de justifier que f est C'sur D .
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3) Calculer le gradient de f et déterminer sa valeur sur chacun des trois ouverts. Montrer par exemple que

O, et O,sont convexes, et pour (x,y) €0, ¢t te [0,1] , poser g(t) = f(tx,1y) .

1) Arctan est définie sur R. Pour (x,y) e R*, f(x, y) est bien défini si et seulement si xy # 1. Soient

0, :{(x,y)eRz,x>0,y>0,xy>l} 0, :{(x,y) eRz,x<0,y<0,xy>l} ,10, :{(x,y)eRz,xy<1}.

>

xy#le xy>louxy<l etlorsque xy>1, xet ysontde méme signe, donc xy #1< (x,y) €0, VO0,.

Donc|D=0,00, V0, \

0,

Par ailleurs, on pose g(x,y)=x, h(x,y)=yet k(x,y)=xy—1. Ces trois fonctions sont continues sur R”.
Or 0, ={(x,y) e R, g(x,y) > 0} " {(x,») € R*, A, ) > 0y " {(x, y) € R, k(x, ) > 0} .

/

Donc O, est un ouvert de R, et c’est pareil pour O, et O, .
Donc ‘01 ,0,,0, sont des ouverts de R’ ‘

2) La fonction Arctan estde classe C'sur R. Les fonctions (x,y) — xet (x, ) y dont de classe C'sur
R (leurs dérivées partielles existent et sont continues), donc (x, y) — arctan(x) +arctan(y) est C'sur R

par composées et somme.

(x,y)Hl”y

est de classe C' sur D car (x,y)— x+y et (x,y) — 1—xy le sont, avec un dénominateur

qui ne s’annule pas.

Donc par composée et somme, | f est C'sur D |

3) Soient (x,y)e D . On calcule g(x,y): 12— ! 1—xy+y(x2+y) .
Ox 1+x 1[x+yJ (1-xy)
+
1-xy
2 2
Doncal(x,y)= 12— 12+y 7= 12— 212+y2 7
ox 1+x (l—xy) +(x+y) I+x° 1+xy " +x +y
2
Donc g(x,y)zz 12— 1ty =0.
ox Lex? (1457)(1+27)
2
De méme, g(x,y)zz 12— Ltx =0 et V(x,y) e D,Vf(x,y)=0
dy L+y® (1+°)(1+27)

On sait que lorsque le vecteur gradient est nul sur un ouvert convexe, la fonction est constante.
Montrons que O, est convexe. Soient u = (x,y) € O,, v=(x',y") € O,. Soit 1 €[0,1].

Montrons quetu+(1-t)v=_Cx+(1-t)x"ty+(1-1)y)€O,.
Onabien tx+(1—¢)x'>0et ty+(1—¢)y'>0 (c’est vrai pour ¢ =0,¢=1let te]O,l[).

De plus, on calcule 4 = (tx+(1—t)x')(ty+ (l—t)y') > (tx+ (1—t)x')(£+@j (car u,v € O, et qu’on ne
X x

peut pas avoir en méme temps t=0et 1—¢=0).
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Exercice 36 (oral centrale 25, Nathan,3): on considére 1’équation (E):(2x—)")

Donc A>t2+(1—t)2+t(l—t)(i+i')0npose alors a=>>0.
x x x

2_
Il vient 4>1-2¢+2¢ +t(1—t)(a+lj>1+t(1—t)[a—2a+lj.
a a

_1\2
Donc 4>1+1¢(1 —t){uJ >1,donc tu+(1—t)v €O, et O, est convexe.
a

Donc f est constante sur O,, égalea C .
Pour x>1, (x,1)€O,,donc f(x,1)=C et lim f(x,1)=C.

Donc C:%+%+%:7z . Donc‘V(x,y)e01,.f(x,y):7r|

Avec les mémes notations, on prouve que O, est convexe.
En effet, u =(x,y) € O, < —u =(-x,—y) € O,, donc tu+(1—-¢t)v € O, car t(—u)+(1—-¢)(—v) € O, en utilisant

que O, est convexe.

Pour x <-1, (x,x) €O, et f(x,x)H—zw—ﬂ,donc‘V(x,y)603,f(x,y):—7z‘

En revanche, O, ne semble par convexe (et ne I’est pas).
Pour (x,y)€ O, ¢t te [0,1] ,onpose g(¢)= f(tx,zy) . On a bien (tx)(ty) =t’xy <1, donc (ex,ty)eD .

gest C' sur [O, 1] par composée et avec la régle de la chaine, g'(¢) = le(tx,ty)+ yz—f(tx,ty) =0.
X vV

Donc g est constante, et g(1) = f(x,y)= £(0,0)=0.
Done|V(x,) € 0, f(x,y) = 0|

’p dp
ZP2:%% 16p=00u
ox* Ox ¢

I’inconnue ¢ est une fonction C* de deux variables (x, y)sur ’ensemble D = {(x, y) eR?*,2x> yz} , a valeurs

réelles.

1) Montrer que D = {(x,y) eR?*,2x> y2} est un ouvert de R?

u? +v?

2) Ondéfinit £ sur R xR par h(u,v)= ( ,vj . Montrer que % réalise une bijection de R’ xR sur

D . Expliciter 4™ et vérifier que 4 et h™' sont de classe C* sur leurs domaines respectifs.
3) Soit ¢ une fonction de classe C* sur D= {(x,y) eR?*,2x> yz} , & valeurs réelles. On pose g=g@oh.

o’p
ox*

Expliciter ¢(x,y) al’aide de g pour (x,y) e D et calculer Z—w(x, y) et (x,»).
X

4) Résoudre (F).

Ind :

1) Utiliser a(x,y)=2x-y".
2) Montrer que tout élément de D posseéde un unique antécédent par 4 et le déterminer.

3) Utiliser la régle de la chaine.
4) Montrer que ¢ est solution de (F)si et seulement si g est solution d’une équation plus simple et la

résoudre.

1) On considére D = {(x,y) eR?*,2x > yz} .On pose pour (x,y)eR? : a(x,y)=2x—-y". aestcontinue

sur R?, donc|D = {(x,y) eR* a(x,y)> O} est un ouvert de R?|.
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2) Soit (x,y) e D.Onrésout h(u,v)= (x y) et on cherche a prouver qu’il existe un unique solution

u2+v2_x yeyp
(u,v)eRix]R.h(u,v)z(x,y)@ 2 @{2
w? =2x—y*
v=y
v=y

solution (u,v) e R’ xR, donnée par .
u=42x-y"

Donc tout élément de D admet un unique antécédent par /.

Donc |4 est bijective de R xRsur D, et V(x,y) e D,k (x,y) = (\IZx—yz ,y)

. Comme (x,y) e D,ily abien une unique

On constate alors que Aest C* sur R’ xR car chacune de ses deux coordonnées est C* sur R’ xR . De plus,

V(x,y)e D,2x—y* > 0et ‘comme t+> \Jtest C?sur R’ , h™" estdeclasse C* sur D ‘

3) Ontrouve ' (x,y) = (‘[2x—y2 ,y) . vient ¢(x,y) = g(yJ2x—y*,y) car ¢ = goh™'.On obtient, g étant

0 1 0
L (x,y) = ——=L(J2x=1*,3)|
2x—y2 Ou

de classe C? par composée :

ox

09 ) P r—— (\/Zx ¥’ y)+ Za > \/2x y2.y)

a 2 (2x ¥ )3/2

2
4) Onadonc ¢solutionde (E) < V(x,y)eD,(2x— yz)g—f(x, ¥) +Z_¢(x,y) -16¢p(x,y)=0
X X

2x—y*,y)-16g(y2x-y*,») =0
2

o Vu,v)eR" xR,Z—f(u,v)—leg(u,v) =0.
u

Il existe donc deux fonctions 4, B:R — Rtelles que V(u,v) € R xR, g(u,v) = Av)e™ + B(v)e™
On obtient alors pour u =1 : VveR,g(l,v) = Av)e* + B(v)e™
Pour u=2 : VveR,g(2,v) = AW)e* + B(v)e™®

“e(l,v)—-g(2 . . .
Donc Vv e R,M = A(v) et Aest Cc? par opérations. C’est vrai aussi pour B .

(=)

Réciproquement, si pour (u,v) e R* xR, g(u,v)= A(v)e* + B(v)e™, alors
proq p + g

2

g
2 (u,v)—-16g(u,v)=0.

Avec p=goh™, on déduit : | S, {(x V) o(x, 1) = A)e V7 + B(y)e VP 4, Be CX(R,R)
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En plus :

& cos(2xn)
Exercice 37 (oral Centrale 25, Capucine,3) : Soit f(x,?) = Z—t"

n=1
1) Montrer que f est définie pour (x,7) e R x] -11 [

2) Trouver une expression de f .

Ind :
1) Utiliser un critére de majoration.

. 0 .
2) Fixer x et calculer a—f(x,t) , puis intégrer.
t

. . cos(2xn) | ,
1) Soit (x,t)eRx]—l,l[.Alorspour neN, 0<|————=¢" < .

2
Or Y |¢|" converge puisque ¢ € ]—1,1[, donc ZM

nz1 n>1

t" est absolument convergente, donc

convergente. ‘Donc f est bien définie pour (x,7) e R x] -1,1 [|

= cos(2xn)
2) Onfixe xR etonpose g(t)= f(x,t)= ZUn(t), avec U, (1) =———=

n=1

On obtient ainsi la somme d’une série enti¢re de rayon de convergence R >1 (puisque la série converge
pour |t| <1) et on sait que gest C' sur ] -1,1 [ et qu’on peut dériver terme a terme.

A

n

Donc g'(t) ——(x )= ZCOS (2xn)t"! ZCOS 2x(n+1))t" .
n=1 n=0
. LI, . . 1
Donc g'(¢) = R({Z ez"‘(’””t"J = Re[ez”‘Z(tez”) ], avec te’™ #1.Donc g'(t) = Re(ez”‘ 1—2J
n=0 n=0 —te "
1 _ l-tcos2x+itsin2x  1-tcos2x+itsin2x

On calcule ! — =

2ix

1—te™  1—t(cos2x+isin2x)  (I-tcos2x) +(tsin2x)  1—2tcos(2x)+°
cos(2x)(1-tcos2x)—tsin’ 2x cos(2x)—1t 1[ 2t —2cos(2x) ]

Donc g'(¢) = = E—
g0 1—2¢cos(2x) +1> 1-2tcos(2x) + 1> 2\ 1-2¢cos(2x) + £

t
Comme gest C' sur |-11[, par théoréme fondamental, g(z)-g(0) = _[g "(u)du .
0

Or g(0) = f(x,0) =0, donc g(t):—%[ln(l—Zucos(Zx)+u2):|; :—%ln(l—Ztcos(Zx)+t2).

(Ona 1-2tcos(2x)+1* = (1—tcos2x)2 +(tsin ZX)Z >0).

< COS 2
On obtient donc | f(x,1) = Z xn) "= —%ln (1 —2tcos(2x) + tz)

Exercice 38 (Oral ESPCI 25, Corentin) : soit » >0 . Soit Pe(C[X] , non constant. On suppose que P ne
posséde pas de racine de module . On note N, (r) le nombre de racines de P (comptées avec leur multiplicité)
qui sont comprises dans B(0, r)

(P (re') .

— 5 ire?deo
2im P(re’)

Démontrer que N ,(r) =
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Tout d’abord, on pose n =deg(P) et on écrit P = /IH (X —z,),ouonnote z,.,z, les racines de P de module
k=1

strictement inférieur a r. Alors P'=A> [](X -z,). avec pour 8 €[0,27], P(re'’) # 0 puisque P ne posséde
j=1 k=L
k#j

v, i0
pas de racine de module ». Donc r (rela) Z
P(re”) 4o re'?

£ P(re) 2
Done J, =— (’ea Yag-—>" | do.
2ir P(rel ) 2w g Z;
’ re'’
2z 1
On veut calculer L, = J. d@ . On distingue deux cas :
z
01-—5
re
27 4o
. —qi0 . z! _gio :
e Silz|<r: —<let Lk—jz 77d6 . Si on pose Uq(ﬁ):—qe" , on sait que chaque U,
0 ¢=0 r
. _ Zk
est continue sur [0, 27:] et que "U p "OO = et Z"U " converge donc ZU converge normalement

920
4o 24 2r ) 2z )

sur le segment [0,27] et L, = ZLq J. e %40 . Orsi g>1, J.e"’lgdez 0,donc I, =27.
g=0 " 0

0 2z io 2z 27 4o
o Silz|>r>0: [E<tet L, = I,-r:—dg:‘I —dOetl, = jz %49 . Puis
K 0 "¢ T 0 Fkoq_re 0 =17
Zk
+00 2z
de la méme maniére on échange série et intégrale et L, = Z J e"%do=0.
1z
Ly TPEe”) .
Donc J, =—ZZ7Z‘=p On abien N (r)—— =ire’do.
27 ] 2ir P(re )

Exercice 39 (Oral X 23,25, Eloi, ESPCI 23, Maxime,4) : soient X : [0,1] 2 ->R, f,g: [0,1] — R, continues
1 1

et strictement positives. On suppose Vx € [0, 1] ,f(x)= J.K(x, z)g(z)d z et Vx e [0, 1] ,g(x) = J.K(x, z)f(z)dz.
0 0

Démontrer que f=g .

On pourra considérer la fonction 7=g—M f,ou M est le maximum de ! sur [0,1].

Ind : montrer Vx € [0,1],(x) <0, puis étudier f(xy)—Mg(xy) -

f

On sait que — est continue et strictement positive sur le segment [0, 1] . Par théoréme des bornes atteintes, elle
4

admet donc un maximum A > 0 sur ce segment. Il est en particulier atteint en x, €[0,1] .
On a ainsi Vx €[0,1], /(x) - Mg(x) <0 et f(xy)—Mg(xy)=0
On considere la fonction h=g—-M f .
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1
Par différence, il vient Vx e [0, 1],h(x) =g(x)-Mf(x)= J.K(x,z)(f(z) —Mg(z))d z<0.
0
1 1
Deés lors, 0= f(xq) — Mg(xg) = jK(xO,z)(g(z)—M f(2)dz= fK(xo,z)(h(z))dz .
0 0
1
Donc j—K(xO,z)(h(z))d z=0
0
Or z+>—K(x,2z)(h(z)) est continue, positive et I'intégrale est nulle, donc Vz e[0,1],K(xy,z)(h(2))=0.
Comme K est strictement positive, il vient Vz € [0,1],4(z) =0, donc Vx €[0,1],g(x) =M f(x).

En particulier, g(x,)=M f(x,)=M’g(x,). Comme g(x,)>0, on conclut M? =1, donc comme M >0, o0na

nécessairement M =1. On déduit bien que

Exercice 40 (Oral ENS 25,3) : Soit f:R — R, de classe C*. On suppose que f, ', /" sont bornées sur R .

f(x+£g)—f(x)_f.(x)j:0.

1) Montrer que lim sup(

0" R

2) Soit x € R. Calculer lim

&0

Sx(+e)-f(x)
&

Ind :
1) Utiliser Taylor-Lagrange.
2) Utiliser Taylor-Lagrange et pas la premiere question.

1) On utilise I’inégalité de Taylor-Lagrange. On fixe £ >0et x € R. On considére M € R, tel que

2
VxeR,|/"(x)| <M . Alors |f(x+&)— f(x)—&f(x)| SM%.

Alors ‘f(x+5)—f(x) —f'(x)
&

S+e)-f(x)
&

< M% . Ce majorant ne dépend pas de x .

Donc OSsup[ f‘(x)jSMg.

xeR

Par encadrement, | lim sup[ Sx*e)= () f '(X)D =0
£0" xeR &

(we)’

2) On utilise de nouveau Taylor-Lagrange : |f (x+xe)—f(x)—xef '(x)| <M —

: i £ G £)— /()

<M %8 . Donc par encadrement, =xf"'(x)

Done [/EU+EN=1()
&

e—0 &

Exercice 41 (Oral ENS 25,5) : soit /€ C°(R,R) telle que f(x) — Oet f(x) — 0.
X—>+00 X—>—0

R—->R - R->R

et h: .
x f(x+1) x f(x+2)
Que dire de £ sila famille (f,g,h)est liée ?

On considere g :

Ind : prendre f non nulle et montrer que (f,g) est libre.

Puis considérera, e R,Vx e R, f(x+2)=a f(x+1)+ Bf(x).

Fixera € R et étudier les deux suites définies par U, = f(a+n) et V, = f(a—n) pour n € N. Bien regarder les
racines de 1’équation caractéristique associées a cette suite récurrente linéaire.
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On suppose que [ n’est pas la fonction nulle (dans ce cas (f, g, k) est lice).

On suppose aussi que (f,g,h)est liée.

On va d’abord montrer que (f, g) est libre, ce qui permettra d’affirmer que / est combinaison linéaire de f,g .
Si par ’absurde (f, g) est liée, comme f est non nulle, il existe 1 € Rtel que Vx e R, f(x+1)=Af(x).

A#0 carsinon, VxeR, f(x+1)=0 et f estnulle.

Soit a € R . Alors par récurrence, VneN, f(a+n)=A"f(a), donc f(a)= %f(a +n).

Donc si |ﬂ| >1,comme f(x) —> 0, llnf(a +n) —> 0 et VaeR, f(a)=0, ce qui est absurde. Donc |ﬂ.| <1.
X—>+o0 n—>+ow

Dés lors, Va e R, f(a)=Af(a—1) etparrécurrence, VneN, f(a)=A"f(a—n) — 0,et f estnulle.
n—>+o0

C’est absurde, donc |(f, g) est librel. De méme, (g,4) est libre.

Comme (f,g,h) estliée, on considére o, e R,Vxe R, f(x+2)=af(x+1)+ Sf(x).

On fixe a € R et on considere deux suites définies par U, = f(a+n) et V, = f(a—n) pour neN.
Alors VneN,U,,, =aU,,, + BU, . Onnote (C):x* =ax+ .

De méme, VneN,V, =aV,,, +BV,.,,avec f#0 car (g,h)est libre. Onnote (C"): fx* +ax—1=0.
(U,) et (7,

) sont des suites récurrentes linéaires d’ordre 2.

On note r,s les racines de (C) et r',s'cellesde (C").Ilvient rs=—pf et r's'= —i.
On a donc |rs| >1ou |r's‘| >1. On traite le cas |rs| >1.
e Si (C)admet une racine double 7 : alors |r|>1. Soient 4,BeR,VneN,U, =(4An+B)r".
Si A#0, |Un|n;+w|A|n|r|" , ce qui est absurde car U, = f(a+n) nij .Donc 4=0
Donc |U,1|Z|B| ,donc B=0 et U, = f(a)=0.
e Si A=a’+48<0 (C) posséde deux racines complexes conjuguées r = pe’p et s = pe’ia, avec p>1

et 6+ O[zz]. Soient 4,BeC,VneN,U, = Ap"e™ + Bpe

n

U, . )
Alors W :—Ze”’e — 0 (car |Wn| S|Un|), avec W, = A0 4 B .
2 n—>+o0

Donc |Wn+1 - Wn| = |A||ezi'9 -1

— 0,donc 4=0,puis B=0et Uy = f(a)=0

n—>+0

a—\/Z a+\/_
2 et s=

A .
5 Soient 4,BeR,VneN,U, = Ar" + Bs".

- Sia>0, |s|>|r|,d0nccomme |rs|21, |s|>l.

o SiA=da’+4B8>0,r=

U, ! A
Alors —- = (lj +B — Bet par ailleurs Y — 0,donc B=0 et U, = Ar".

s s n—>+® §" noe
Doncsi [r|>1, |U,|>|d|et A=0, donc Uy = f(a)=0

Il reste a traiter le cas |r|<1.0na f(a+1)=af(a)+ff(a-1),donc U, =aU, + BV,
Donc Ar =a A+ pV;, donc Ar* = arA+ prv, et comme P = ar+p, Ap=pr.

. A .
Mais p#0et rs=—f, donc r=0et Vy=—. Puis Vy=al|+pV,, donc BV, =V,-al,, et
r

sV, = A(I—KJ = i;(rz —ar) = %ﬂ et l, = iz , puis par récurrence double, Vn e N,V, = é , donc
r r r r r

[V,|=]4| et 4=0,donc U, = f(a)=0.

- Demémesi a <0 avec |s|<|r| et [r|>1.
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- Sia=0, VxeR, f(x+2)=Ff(x), donc c’est absurde car on peut montrer que (f,%) est libre.
Finalement, dans tous les cas, on obtient Va € R, f(a) =0, ce qui est absurde (on a supposé f non nulle).

‘Donc si (f,g,h)estliée, alors f est la fonction nulle|.

Exercice 42 (oral ESPCI 24, Angel,5) : soit f(z) = i% .
"=’ [1—24—%]
n
1) Montrer que f est développable en série entiére, avec un rayon de convergence égal a 1.

2) Montrer que f est définie sur tout le disque unité fermé.

3) Montrer que f n’est pas continue sur le disque unité fermé.

Ind :
1 +00 k

1) Montrer d’abord que f(z)= z z

o} (ns +in’ ) ; (l +i3jk

n

: on aimerait ensuite échanger les deux

sommes. On peut utiliser le théoréme de Fubini sur les familles sommables (hors programme dans ce

400 +00

contexte non probabiliste), ou bien prouver que lim z* Z LS 1

—_ =0 al’aide d’une
7
Nowol 330 WS el (l+in_3)

majoration du module.
2) Séparer deux cas suivant que z =1ou pas.

1 1 . . . .
3) Poser z, = 1_F +iﬁ et minorer la partie réelle de f(z, ) enisolantle termeen n=N .

1) Onprend |z|<1.

. & 1 & 1 & 7 .
Ilv1entf(z):z :z — Z k.Slonnoteu:;,ona
n=1 n=1 (71 +in )k:O 1 I 1+ L
5 i z T3 n’
n|1+— || 1- ; n
n I+—
P
bien [u| <1 1+4]>1.p =33 Z 1 iﬂl Z
ien |u|<1 car - .Donc f(z)= — — |= lim —
n =l | k=0 n’ ( +i 3)k ! N ST k20 n’ (1+m 3)k+l
LN Ry | z*F S| 1 , . »
On s’intéresse a Z Zyﬂ = Z z Z FE—) (c’est une somme finie de séries
n=1| k=0 (1 +in ) k=0 n=1 (1 +in
: . 1 1 2 -
convergentes). Si on pose, pour kK €Nfixé : b,, =—————=.alors n°’b,, — 0, donc la série
n (1+in‘3) o
+o0 1 1
> b, converge absolument et on pose |a, = Z—S—M .
pe wmt 1 (1+in’3)

k

1l vient alors ZV: i%ﬁ =§:z" a,— .
n=1| k=0 (1+1n ) k=0

1 + 00 B .
—< Z_s =C, donc comme |z|<1, ZakZ converge et on peut séparer
|1 +in” n=1 N k>0

De plus, |ak| < inis
n=l1

la somme en deux.
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2)

3)

Done /()= a,2" - lim | 32 3 -

k+1
k=0 =0 =N+l M (1+in_3)

Or io L S < i L:CN,donc izk i L;M SCN+§|z|k.

5 k+1 5 5
n=N+11 (1+in’3)( n=N+11 k=0 =N+ 11 (1+l'}’l73) k=0
+00
] 40 | 1 k
Donc par encadrement, lim | > z* Y ———————|=0 et|f(2)= 2.4z
Rt e ROt (1 +in” ) k=0

Donc f est développable en série entiére, avec un rayon de convergence supérieur ou égal a 1.

+00 1

De plus, si z=1+l:;3,aVeC k eN', alors f(Z):z

=l "5[1_Z+’;Tj
1 N

=,[1+—, donc en passant a la limite, R <1.
k

‘ f est développable en série entiére, avec un rayon de convergence égal a 1‘.

n’est pas défini.

Donc R < 1+L3
k

On peut aussi utiliser le théoréme de Fubini sur les familles sommables, mais ¢’est normalement hors
programme puisqu’on n’est pas dans un contexte probabilisté. ...

.
ns[l—z+nl—3j

Si z=1,ilvient U (z)= _i et Z U, (z) converge.
n

2

Si |z|<1,0npose U,(z) =

nzl

Siz#1, I’len(Z) — 0, donc > U, (z) converge aussi.
n—>+0 "

nxzl

Donc ‘ £ est définie sur tout le disque unité fermé‘.

L1 1
Pour NeN’', on pose z, = I—FHF.Ona |zy|=1-

Alors f(zN)zi !

)

Donc Re(f(zy))=, s
= [ 1 J (1 1)2
N n N

Il s’agit d’une somme de nombres positifs, supérieure ou égale au terme obtenu pour n= N :

Re(f(z,))> ——
Ns(l— /1—16]
N

1 1 (NS
Or —N:mﬁ —— |, donc par encadrement, Re( f (ZN)) N:)M-i-oo.
N’ (1 —.J1 ]

1 2

N6

En particulier, la suite (z,) converge vers 1 lorsque N tend vers 400, mais f(z, ) ne tend pas vers

f(1). Avec la caractérisation séquentielle, | f n’est pas continue en 1 donc sur le disque unité fermé|.
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Exercice 43 (oral X 24, Andréa,4) : soient deux suites (a,), (b,) telles que VaeN,b, >0 et (5, ) diverge.

On suppose que [Z" J converge vers s e R .

n

n n
Pour ne N, onnote 4, = Zak et B = Zbk Montrer que (zj converge vers S .

k=0 k=0

n

AI1 — SB”

Ind : revenir a la définition de limite. Majorer en coupant la somme en deux. Montrer que

— ¢ =

n n

B, — 4+ et conclure avec la double détente.
n—>+o0

Pour ne N, il vient B,,, —B, =b,,, 20, donc (B,) est croissante. Si elle convergeait, on aurait

n+l =

b =B —B,_, = 0, ce quin’est pas le cas. Donc B, — +©.
n—>+0 n—>+0

On utilise la définition de limite : soit £ > 0. Soit N e N tel que vn > N, D _gl<e.

Donc pour n> N, |a, —sb,|< &b, .
A A —sB
B

n

On s’intéresse a W, = —

n

n

N
Il vient alors pour n> N : 4, —sB, =Y (a,—sb, )+ Y. (a,—sb,)

k=0 k=N+1
N n N n
Donc |4, —sB,| <> (a, —sb )|+ D |a, —sb| <D (a, —sb,)|+& D b, .
k=0 k=N+1 k=0 k=N+1
N
Or VneN,b, >0, donc |An —sBﬂ| < Z(ak —sb, )|+¢€B, .
k=0

. -sB =
Ainsi, W =|— n) < 20 +e&.
5 T B
N
N Z(ak -sb,)
C’est la double détente : | Y (a, —sb, )| est une constante et B, —> 4+, donc L - —> 0
=0 n—>+0 N n—>+w0
N
> (a, —sb,) P
Donc il existe N'e N tel que Vn ZN’,HB—S €.Donc Vn > max(N,N"), B” —sl<2¢
On retrouve la définition de limite et [A” J converge vers s |.
Bn
Exercice 44 (oral ENS 24, Andréa,4) : On considére une suite (a,) définie par { %o z: g gt
an+l‘ =0- an

?

Que dire de la série Z|an+1 -a,
neN

1/3 . . .. - . . .
Ind : poser f(x)= (8 —xz) et étudier cette fonction sur [0,2]. Utiliser I’inégalité des accroissements finis.
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11 s’agit d’une suite récurrente. On note pour x e R, : f(x) = (8 —x’ )1/3 . Par composée, f est décroissante sur
R,.Ona VneN,a,, = f(a,).Deplus, f(0)=8"=2,donc ¢ =2,et f(2)=4">0.
Donc f([0.2]) =[£(2). £(0)] =[0.2] et par récurrence, vn e N, a, < [0,2].

2 -2/3 2 1
De plus, pour x > 0, f'(x)=—-=x(8—x’ =—Zx

41 45 9
Donc pour 0,21, | F'(x)| < =————,donc |f'(X)|S—=<—=k.

On utilise I’inégalité des accroissements finis.
Comme f est continue sur [0,2], dérivable sur ]0,2[, a valeurs réelles, il vient

Y,y €[0.2]f () = )| < k|x =y
En particulier, comme Vn e N,a, €[0,2], il vient Vn e N,
Donc vn e N*,|a <k

Par récurrence, il vient Vne N",0<|a,,, —a,|< k" |a, - a,|.

fla)=f(a, )<k

a,=a,,|-

a, - an—ll :

n+l an

Comme 0<k<I(I’application f est contractante sur]0,2]), > k" |a, - a,| converge, donc ¥'|a,,. —a,|aussi.

La série Z

neN

a,., —a,| estconvergente|

Exercice 45 (oral ENS 24, Matthias,5) : Soit (P,) une suite de polyndmes a coefficients réels, telle que
lim sup |P,, (x) —e’”| =0. Montrer que lim deg(P,) =+

n—>+o xe[fl,l]

Ind : on peut procéder par I’absurde et montrer qu’il existe une suite (Q,) extraite de (P,) qui est de degré
d

borné. Siona O,(x)= a, x* , prendre (4),.,., deux a deux distincts et étudier les limites des O, (4,) pour
k=0

montrer avec Vandermonde que Vk € [[O,d ]],an P > a,.
7 n—+o0

Comme lim sup (P,, (%) —ex) =0, on peut dire que (P,) converge uniformément sur [-1,1] vers la fonction

1 xel-L]
xe'.
On procéde par ’absurde et on suppose qu’on n’a pas HILTEO deg(P) =400,
Alors il existe d €Ntel que VN eN,In> N, deg(P)<d . Soit un tel d
Pour N =0, onprend 1, > N,deg(F, ) <d etonpose O, = P, . Onpose n, =@(0)
Puis pour N =n,+1, onprend n, 2 N,deg(F, )< d etonpose O, =F, et n, = (1) > ¢(0).

On construit ainsi par récurrence une suite (Q,) = (£, ) de polyndmes qui vérifie Vn e N,deg(Q,)<d . Elle est

(n)
extraite de (P,) donc converge aussi vers x > ¢* dans I’espace vectoriel normé des fonctions C* sur [—1,1] ,a

valeurs réelles, muni de || ||30

d
On écrit ensuite pour x € [—1,1] 1 0,(x)= Zan’kxk .
k=0

d
Comme la convergence uniforme entraine la convergence simple, il vient Vx e[-1,1],0,(x) = z a, x — e

=0 n—+on

n—>+00

d
Onprend —1< 4, < 4, <...< 4, <1.Onaalors pour tout je[0,d] : Ya,,(4, )k N
k=0
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1 4, ﬂg a,, e
;. .. . 2'1 ﬂ'ld anl eﬂl
On écrit cela matriciellement : si 4 = , X, = et B=
, :
1 2, Aq a,.q e

Onadonc 4X, — B (convergence coordonnée par coordonnée).

n—>+o0

Or comme les A, sont deux a deux distincts, on peut dire avec Vandermonde que A est inversible.

Or X > A™'X est linéaire en dimension finie, donc continue.
Donc 47'(A4X,) —» A™'B,donc lasuite (X,) converge dans M, (R).

n—>+0

Avec la convergence coordonnée par coordonnée, il vient Vk €[0,d],a,, — a,.

n—+w0

d d
Des lors, pour x €[-1,1], Q,(x)=Y a,,x* — > ax" . Maisonaaussi Q,(x) — e, donc par unicité de la
=0 ? n—r+o0 170 n—>+w0

d +o0 1
limite, Vx € [—l, 1] , Zakxk = zﬁxk . C’est absurde par unicité du développement en série entiére (on n’a pas
k=0 k=0 -

1 —
(d+1)

0.|Donc on a bien lim deg(P,) =+o|.

Exercice 46 (oral ESPCI 24, Raphaél,5) : soient f,g:[0,1]—> R, deux fonctions continues telles que

j'f(t)g(t) dt = 0. Montrer que Ufz(t)dtj“gz(z)dt] > 4(Uf(z)dt]Ug(t)dtn

On pourra commencer par prouver le résultat pour des fonctions constantes par morceaux.

Ind : prendre une subdivision réguliere de [O, 1] et écrire le résultat attendu pour des fonctions constantes par

morceaux. Traduire le résultat a ’aide de de produits scalaires et de normes de vecteurs de R" en utilisant
1

E=|:|eR". Décomposer les vecteurs a 1’aide de Vect(E)® (Vect(E ))L =R" et montrer le rasultat attendu
1

avec Cauchy-Schwarz et des normes de vecteurs.
Généraliser le résultat aux fonctions continues de R" a I’aide des sommes de Riemann

On considére une subdivision réguliére (c,,...c,)de [0,1] donnée par ¢, = K pour k €[[0,n].
n

On définit les fonctions f, et g, par Vx €[c,,c.. [, f,(x) =4, et g,(x) =y, pour k €[0,n—1], avec

1 - 1 — 1 —
1 n—1 1 n—1 1 n—1

£,()=2, et g,()=p,. Alors [ f,()dt ==, [g,(0)dt ==y et [ £,()g,(O)dt == Jpy .
0 M k=0 0 k=0 0 n k=0

2
n-1 n-1 n-1 n-l n-1
On suppose donc Y 4,4, =0 et on veut prouver que [lz;{f](lz&fj > 4[(lz/lk j(lz,uk D , ce qui
N k=0 ni=o ni=o

k=0 nis
n—1 n-1 n—1 n-1 2
équivaut a nZ(Z,u,fJ(Zl,fj24{( ﬂkj[z,ukn .
k=0 k=0 k=0 k=0
A Hy 1
Onposealors U=| : |eR" ,V=| : |eR"et E=|:|eR".
/Infl ILIVI*I 1

0.

On veut montrer que 1’ ||U||2 ||V||2 >4 U,E>2 <V,E>2 lorsque <U,V>
On sait que Vect(E)® (Vect(E)) =R".
On décompose U =aE+U' et V=LE+V',ou a,f R, <U',E>=<V',E>=0.
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Onaalors U =a |E[ +[U T =an+|U ', VI = gn+ V[, (U.E) =, (V. E) = pn.
Enoutre (U,V)=0< afn+(UV')=0

On veut donc montrer que #* (@’ n+[U ' )( B0+ [V ') = 4a* B°n* lorsque (U",V") =~apn.

Ceci équivaut a (@’n-+ U )( g2+ |V ) 2 4’ g

Or avec Cauchy-Schwarz, (U V")’ =(apn) <|U] |V .

Deplus, (@ | + fa|U ) =[lanr s pnU | ~20pn(U V) 2 20 52

On a done bien (a*n-+ U’ )(Bn+ [ ) > 4’ fn" et le résultat est vrai pour f et g constantes par

morceaux définies auparavant.
On utilise ensuite les sommes de Riemann pour approcher f et g continues sur [0,1] a 1’aide de fonctions

1
constantes par morceaux. On suppose I fgt)dt=0
0
k k
Onprend n>2 etonpose 4, = f,(c,)=f|—| et y =g,(c,)=g|—| pour ke[0,n-2].
n n

n-2 1 n-1
Onposeaussi 4, =let u _, = —Z A, 1, (ainsi, on a bien J.fn (g, t)dt = lZAk H,=0).
k=0 0 N k=0

Donc avec ce qui précéde, [%Z ]( ZAZJ > 4[( Zl j( ! sz: /Jsz M.

k= =0

Or lz Zf( j —:li ( j—— ( ) —. Or f est continue sur le segment [0,1], donc

k=0 k=0 n k=

bornée et ainsi —Ziﬁ - J.f2 ()dt .
nis n—+o
n-1 n=2 -1 _

De méme, lz,ulf Zg ( J —'u"l: z ( j (” 1)_,_/1711'

n x-o n n

or Ha _ Z fg( j (
De méme, —ilk - j F@)dt et —Zyk - j g(t)dt .
n -0 n—>+0 0 ni=o n—>+0 0

13

ny

1 1 n—1 1

j (Ng()dt=0,donc —> u’ — j g (1)dt .
° n =0 n—+ow s

nkO

On conclut en passant ’inégalité (1) a la limite {JfZ(t)dt]“gz (t)dt} > 4[{Jf(t)dtj(jg(t)dtn

0

Exercice 47 (oral ENS Lyon 24, Raphaél,5) : soit f une fonction C'de R dans R, bornée.
1) Montrer que lim (max|f(x)| - ) =|£(0)].

—+40 \ xeR
2) On suppose en plus f(0)=0 et f'(0)= 0. Donner un équivalent de m%x| f (x)| e lorsque ¢ tend

VErs +oo.

Ind :

R—->R
1) Montrer tout d’abord que g, : s
x> | f (x)| e

définition de limite et le théoréme des bornes atteintes. Utiliser ensuite la définition de la continuité de
f en 0 et obtenir le résultat avec la définition de limite.

. posséde bien un maximum M, sur Ren exploitant la
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2)

1))

2)

X

Etudions sur R, la fonction %, :x —> xe™" et déterminer son maximum N, . Exprimer g, a I’aide de f,

et procéder de maniére analogue au 1), en encadrant T pour ¢ assez grand.
t

R—>R

Soit C e Rtel que Vx e R,|f(x)| < C.Pour ¢t>1, on considére g, : e
X |f(x)|e

On justifie que g, posséde un maximum sur R.
Si f est constante nulle, c’est bien le cas.
Sinon, soit ¢ € R tel que f(c)#0. Soit u=g,(c) =|f(c)|e” >0.

Comme g,(x) = |f(x)|e"”Cz — 0et g(x)= |f(x)|e’th — 0, on peut trouver 4 >0 tel que

Vx ¢[-4,4],g,(x) < % En particulier, ¢ €[4, 4]. Sur le segment [-4, 4], g, est continue, donc

possede par théoréme des bornes atteintes un maximum M, >u =g, (c).

Onaalors VxeR, g, (x) < M, et g, posséde un maximum égal a M, sur R.

On prouve maintenant que [lirEO (M t) = | f (0)| ,avec M, = I}’Cli{x| f (x)| e

Soit £ >0. Comme f est continue en 0, |f(x)|x:>0|f(0)| .

Donc soit & > 0 tel que Vx e[-a,a],|f(x)| <|f(0)|+& . Donc pour x €[-a,a] : |g,(x)|<|f(0)]+¢ .
Pour |x| >, [f(x)]e" <Ce™ . Or Ce™ — 0. Soit done 4, > 1tel que Vi 21, Ce™ <|f(0)]+5.
Pour ¢ >1,, onadonc VxeR,|g,(x)|<|/(0)|+¢, donc g,(0)<M, <|f(0)+&

Onadonc Vr>1,,|f(0)| <M, <|f(0)+e.

C’est la définition de limite et lim (ma;gx|f(x)|e’”‘z ) = |f(0)| .
t Xe

—+0

On suppose f(0)=0 et f'(0)=0.Alors g,(0)=0etpour x=0, g (x)= ‘&‘M e
x
Etudions sur R, la fonction 4, : x — xe'* . Elle est dérivable sur R, et 2,'(x) = (1 —2tx’ )e’”Z .

Elle est croissante puis décroissante et posséde donc un maximum atteint pour 2fx° =1< x =

-
>

. . 1 11
Le maximum de # sur R, est atteint en x = ——-et vaut N, =——.
NEY V2t e
1

1
uSm 1
2| 1 1 N2t
On a d’une part M, =max g,(x) 2 g,(——) =|———|—=—F+, donc 2teM, > 1).
part M, XERg,()g,(@ NN M
2t 2t

On fixe de nouveau ¢ >0.

11 vient par définition

&‘ —>0| f '(O)| . On peut donc considérer « > 0 tel que
X x>

Vx e [—a,a], §|f'(0)|+g .Alors Vx e [—a,a],|g,(x)| < (|f’(0)|+5)N, .

S
X

Pour |x| >a, | f (x)| e <Ce™ , donc 0< Lg}vi)l <C\2tee”™ Or par croissance comparée,

t

V2te e — 0. Soit done 1, > 1tel que Vz>1,,Ce™ \2te <|f'(0)| + & .

>+

Pour t>t,,onadonc Vxe ]R,|g,(x)| < (|f‘(0)|+8)N, ,donc M, < (|f'(0)|+8)

1
T
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S =)
On a donc avec (1) : Vt>to,(|f’(0)|+g) \/Z_teM i

1
J2t
On utilise la double détente.
1 1
f(—=)
Par composée de limites, \l/z | f '(0)| donc il existe ¢, > 1tel que Vz > 1, \/_ | f ’(0)|
11—+

i =
Pour ¢ > max({,,t,), il vient Vt 2 1,,(|f(0)|+&)2 2teM, > (I£')-¢)
On reconnait la définition de limite et «/2teM, — | f '(0)| .

Donc M, = m%ng(x)l o |f'(0)|

1>+ m
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