Probabilités : Préparation aux Oraux 2026

Séance 1 : Jeudi 28 Mai

Cours : revoir tout le chapitre 8

Exercice 1 (oral IMT 25, Rémy,2) : Soit X une variable aléatoire telle que X ~ P (/1) ,avec 1>0.
1) Calculer directementE(X(X—1)...(X—r+1)) ,avec reN’.

2) Retrouver ce résultat avec la fonction génératrice.

Ind :
1) Utiliser le théoréme de transfert.
2) Dériver terme a terme 1’expression de G, (¢) .

1) Soit r e N". On souhaite appliquer le théoréme de transfert.
On considére S =) n(n—1)..(n—r+DP(X =n)eR, U{+wn}.
n=0

ﬂ” +o0  qnEr

-4
=e’2
n=0

Donc la famille (n(n—1)...(n—r+1)P(X = n)) . €st sommable et par théoréme de transfert,

ne

X(X—l)...(X—r+1) est d’espérance finie et|E(X(X—1)...(X—r+1)) =S=1"

s n!
OnadoncSzelz—
—(m—r)! n!

=1".
n!

+0
2) Comme X ~P(Z),onsaitque G, (1)=e*"" =) P(X =n)t".

n=0
Le rayon de convergence de cette série entiére étant égal & + oo (pour la loi de Poisson), on peut dériver
terme a terme autant de fois qu’on le souhaite.

Donc G, '(t) =Y nP(X =n)"" ,puis G, "(t)=D n(n—1)P(X =n)""
n=1 n=1
Dés lors, par récurrence, G, () = Zn(n -D.(n—-1+r)P(X =n)t"".

Donc G, (1) = E(X (X —1)...(X —r+1))
Mais par ailleurs G, (¢) =e**™", donc G, (t)= A"’ et G, ()= 1".
On retrouve donc bien ‘E(X(X—l)...(X—r+l)) =S=1"

Exercice 2 (Oral IMT 25, Ninon,2) : Au sein d’une population, chaque personne a une probabilité p d’étre
contaminée. Une personne saine en contact avec un malade a 2 chances sur 3 d'étre contaminée a son tour. Un
examinateur (sain) visite cette ville de » habitants.

1) Soit N le nombre de personnes contaminées qu'il rencontre. Déterminer la loi de N .

2) Quelle est la probabilité pour que 1'examinateur soit contaminé a la fin ?

Ind :
1) Reconnaitre une loi usuelle.
2) Utiliser I’événement contraire et la formule des probabilités totales.

1) N estle nombre de personnes contaminées que I’examinateur rencontre. Il y a n habitants, donc on
réalise n fois la méme expérience aléatoire, de maniere indépendante, avec une probabilité de succes (la

personne rencontrée est contaminée) égale & p. Donc|N ~ B(n, p)

2) Onnote A1’événement « l'examinateur est contaminé a la fin », et A son événement contraire. Alors
on utilise la formule des probabilités totales pour le systéme complet d’événements (N = k) kefou] -



Done P(4)= Zn:P(N =IP(4/N=k).

Si ’examinateur a rencontré k personnes contaminées, sa probabilité de ne pas étre contaminé a la fin est de
k n n
1 - ()« ek 1 (p j ( 2p j
— | .Donc P(A4)= 1- — =L 41- | 1=2£| .
(3) (4) g@p( T R 3

2 n
On trouve donc | P(A4) = 1—[ _ij . Si p=0, on trouve bien P(A4) =0 (personne n’est malade) et si

p =1(tout le monde est malade), P(Z) = (%j (I’examinateur n’est contaminé par aucun habitant de la
ville).

Exercice 3 (Oral CCINP 24, Pauline,3) :

n-1 ak

Soit a > 0. Pour n €N, on pose U, (a) :Hk—
o a +1
1) Donner un équivalent de In(1+x)en 0.

2) a) Montrer que la suite (U, (a)), . converge.

b) On suppose a < ]0,1] . Etudier la limite de (U, (@)) quand » tend vers I’infini.
3) a) Etudier la convergence de la suite (—1In (U, («))) quand 7 tend vers I'infini.

b) Trouver les valeurs de a telles que la limite de (U, (a)) n’est pas nulle.
4) On prend une urne contenant une boule blanche et une boule noire. On tire aléatoirement une boule. Si
on pioche une boule blanche, on la remet et on double le nombre de boules blanches dans 1’urne.
Si on pioche la boule noire, on s’arréte.
Onnote B : « on tire une boule blanche au i-eme tour »

On pose C, :«onn’a tiré que des boules blanches jusqu’au n-eéme tour », et z, = P(C, ) -

Pour quelle valeur de a a-t-on U, (a)=7, ?
5) Quelle est la probabilité que I’on ne pioche jamais la boule noire ?

Ind :
1) Immédiat.
2) a) Montrer que la suite est décroissante et minorée.
b) Traiter le cas « =14 part et utiliser une majoration.
3) a) Seramener a la nature d’une série.
b) Utiliser 2) et 3a) en séparant les cas.
4) Utiliser la formule des probabilités composées.

5) DéterminerP[B = ﬂBnJ = lim P(ﬂ Bkj :

=l n—>+w0 el

1) On a directement 111(1+X) ~ X

x—0

n—1

k
a

2) a)Pour ne N, ona U,(a)= >0 etlasuite (U,(a)) est minorée.

k
o a +1
n

De plus, U, .,(a) =——U, (a) <U, (a).
a" +1

Donc ‘(U ,(a)) est décroissante et minorée par 0 : elle converge vers [(a) > 0|.

n(n+l)

n—1
b) On suppose a  ]0,1] . Alors OSUn(a)SHak ,donc 0<U, (a)<a 2
k=0

Ora ? :exp(@ln(a)j — 0.

n—>+0



n—1
Donc par encadrement, U, (a) - 0.Si a=1, U, (a)= 5 ( j donc U, (Cl) —> 0.

k=0

Doncsi a €]0,1], U,(a) :’mo.

Jg002)

1
Siae]o,1], (ln(l +aLkD ne converge pas vers 0, donc la série Zk:ln[l +a_kj diverge grossiérement

3) @) -InU,(a)) =~ fln[

et la suite (~In (U, (a))) est divergente.

: 1 1 . . .
Si a>1, Inj1+—| ~ — . Or Zf converge et c’est une série a termes positifs. Donc la série
o Jioo g - &

1
Zln[l +a—k) converge et la suite (—In (U, (a))) est convergente.

Donc ‘(— In (U, (a))) converge si et seulement si a > 1 |

b) Onavuau2)quesi a ]0,1], alors (U, (a)) converge vers une limite nulle.

De plus, avec 3a),si a>1, ~In(U,(a)) > ceRet U, (a) > e >0.
n—>+o0 n—>+0

Donc |(U ,(a)) converge vers une limite non nulle si et seulement si ¢ > 1 ‘

4) 1l vient directement C, =B, "B, N..NB,.
Avec la formule des probabilités composées, P(C,)=P(B,)P(B,/B,)..P(B,/B n."B, )
Pour k €[[2,n], on calcule P(B, /B, n..NB,_,).
Si on a pioché k—1 boules blanches dans 'urne, il y a 2.2....2=2""boules blanches dans I'urne, et 1

boule noire, donc 2™ +1 boules au total.
2/{71
2K 41

Donc P(B,/B,n..nB, )= . En outre, P(B,)=

1
2

n—1

Sk

Donc |7, = =U,(2)

5) Onnote B1’événement : « on ne pioche jamais la boule noire ».

Alors BZHB,, .Donc P(B)= lim P[ﬂB )— lim P(C,)

n—>+0 N—>+0
n=1

On a vu au 3a) que —In(U,(2)) = 21n(1+—) ﬁﬂcz:ln[ J

Donc P(B) = lim Un(Z) = exp[—zm(l-f—z—kjj >0
n—>+00 k:0

On a vu que cette série était convergente, mais je ne vois pas trop comment calculer sa somme.

Exercice 4 (oral IMT 25, Lauréne,3) : Soit X une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilisé
(Q, A, P). On suppose que X est d'espérance et de variance finie strictement positives.

1) Soit Ae A.Soit 1, telle que 1, (w)=1 si we A et 0 sinon. Montrer que 1, X est d'espérance finie.
E(1,X)
E(X)
A=(X e2N)={weQ,3k e N, X(w) =2k} . Calculer P(4) et P, (A).

2) On pose P, (A): . On suppose que X suit une loi de poisson de paramétre A >0 et



1) Pour weQ, |1A X(a))| <1+ X’(w) . Eneffet, c’est vrai si |X(a))| <1,etsi |X(a))| >1, il vient directement
L, X (o) <|X(0)| < X (0) <1+ X ().

Or X de variance finie donc X est d’espérance finie et par majoration, |l X est d'espérance finie,

2) On commence par calculer P(A4)= P[U(X = 2k)] = iP(X =2k).

k=0 k=0

+00 2k

im0 (2k)!

_ a1 22
Donc P(A)ze * =ch(A)e™” =5(1+e 2;)

De plus, onpose ¥ =1,X .Si 3k e N, X(w) =2k , alors Y =2k etsinon Y =0.

Donc Y (Q)={2k,k e N} et E(1AX)=E(Y)=§2kP(Y=2k).

+00 iZkﬂ
Donc E(1,X) 2kP(X =2k)=¢" =le™? )
one Z ( )=e Z(2k D &k
Donc‘E(lAX) =ﬂe’;'sh(/1)|. Donc | P, (A)z/k%h(/l):%(l—e’“)

Exercice 5 (oral Mines 25, Antonin,4) : Soit n>1. Soit E l'ensemble des applications de [1,n] dans [1,n—1]

.On munit £ de la loi uniforme. Calculer la probabilité¢ pour f € E soit surjective.

Ind : pour déterminer le nombre d’applications de ﬂl,n]] dans [[1, n— 1]] qui sont surjectives, considérer 1’unique

¢élément de ﬂl,n - 1]] qui posseéde deux antécédents, choisir ces deux antécédents, puis regarder ce qui se passe

pour les éléments restants.

card(A)
card(E)
Ily a (n—1)"applications de ﬂl,n]] dans [[1,}1 - 1]] (on a (n—1) possibilités pour I’image de chaque élément de
[[l,n]] ). Donc card(E)=(n-1)".

Il reste a déterminer card(A) .

Notons A4 I’ensemble des applications de ﬂl,n]] dans III,n - 1]] qui sont surjectives. On aura P(A4) =

Lorsque f e E est surjective, un élément a de I’ensemble d’arrivée posséde deux antécédents, et les autres un

seul. Il y a n—1maniéres de choisir a, puis (2] maniéres de choisir les deux antécédents b,c de a.

Ln|\{b Ln—1|\
Alors g [[ n]] { C} _>|I " ]] { } est bijective : il y a donc (n—2)! possibilités pour le choix de g .
k— f(k)

On obtient donc card(A) = (n— 1)[3)@ _2)!

card(4) _ n!

On obtient donc | P(A4) = = =
card(E) 2(n-1)"

Exercice 6 (oral Mines 25,3) : Soit X une variable aléatoire positive qui ne prend qu’un nombre fini de valeurs.

+00
Soit k € N*. Montrer que E(X*)= J. kt*'P(X > t)dr.

Ind : Poser X (Q)={x,...x,}avec 0<x <x, <..<x,. Utiliser Chasles.



On pose X (Q)={x,...,x,},avec 0<x; <x, <..<x,.Onpose x,=0.

+00 Xn

Comme P(X >¢)=0 lorsque ¢>x,, J. kt*'P(X > t)dt = J. kt*'P(X > t)dt et I'intégrale converge.
0 0
+00 n—1 Xisl
On calcule alors avec Chasles : J' kP> di =y J' ke POX > ) dt
0 i=0 X;

+o n—1 n n—1
Donc j kt*'P(X > t)dt = Z:(xik+1 —xl-k )P(X >X;)= le-kP(X > X ) — inkP(X > x;) avec un changement
0 i=0 i=1 i=0
d’indice.
+00 n-1
Donc J' k" 'P(X > t)dr = Zx,.k (P(X >x,_)~P(X >x,))+x'"P(X =x,)~0P(X > 0).
0 i=l1

+oo n—1 n
On a donc bien j kT POX > 0y de =) xEPOX = x)+ X! P(X = x,) = ) xf P(X =x,) = E(X*)
0 i=1 i=1

Séance 2 : Mercredi 10 Juin

Cours : revoir tout le chapitre 12

Exercice 7 (Oral CCINP 25, Marin,2) : soit N une variable aléatoire qui suit une loi de Poisson de parameétre
A>0.Soit pe [0,1] . Soit X une variable aléatoire discréte. On suppose que pour tout entier naturel 7, la loi

conditionnelle de X sachant N = n est une loi binomiale B(n, p). Déterminer la loi de X .

Ind : utiliser la formule des probabilités totales.

Tout d’abord, on remarque que X est a valeurs dans N.
On utilise la formule des probabilités totales pour le systéme complet d’événements (N =n),_y -

Pour keN, P(X =k)=) P(X=k/N=n)P(N =n).

n=0

Done P(X =) = e‘Z[ijk (-py =
n=k

n!

ln
(n—k)’

k +0
e’y a-py
k! s

k +00 n+k k k
Donc P(X =k) = %e”“Z(l -p) L = Me"lem’p) = Me’“’ .

par n! k! k!

Exercice 8 (Oral IMT 25, Alice,2) :

Soit n>1 bactéries. Chaque jour, chaque bactérie a une probabilité p € ] O,l[ de mourir, indépendante de celle
des autres bactéries.

Onnote X, le jour ot meurt la i -éme bactérie

X est le nombre minimum de jours tel que toutes les bactéries soient mortes.
1) Déterminer la loide X,pour 1<i<n.

2) Calculer P(X >k)pour keN.
3) Montrer que X est d’espérance est finie et la calculer (sous forme de somme finie).

Ind :
1) Reconnaitre une loi usuelle.
2) Calculer plutét P(X <k).

3) Développer I’expression précédente avec le bindme de Newton. Poser g =1—-p.



1) On reconnait le temps d’attente d’un premier « succés » (qui correspond a la mort de la bactérie).

Donc pour 1<i<n,|X; ~G(p)

2) Soit k € N. On calcule plutot P(X <k)=P(X, <k, X, <k,.X,6 <k).

Donc par indépendance, P(X <k) = HP(X <k)= H 1 P(X, >k)) (1—(1—p)k )n.

i=1

Done|P(X > k)=1-P(X <k)=1-(1-(1-p)' )

3) Xestavaleursdans N, donc E(X)e[0,+x] existe toujours.
On la calcule en posant g =1-p € ] 0,1 [ :
P(X >k)=1-(1-(1-p) ) =1- 2[ j( 1'q" :i[?](_l)m(qf)k.
Orpour i e[Ln], ¢' €]0,1[, donc Z(q’ )k est convergente.
¥
Donc par somme finie de séries convergentes, ZP(X > k) converge, donc X est d’espérance est finie (car

k>0
X est bien a valeurs dans N).

1
Deplus, |[E(X)= Y P(X >k)= [ j( 1)”‘ = [ J( ) ——
TP Z Z & I—(-py

1 . .
Pour n=1, on trouve E(X)=—, ce qui convient.
p

X Y
Exercice 9 (Oral Centrale 25,3) : Soit M :{Y Xj’ ol X ~P(A) et Y ~G(p),avec pe|0,1[, 1>0 et

X,Y indépendantes.
1) Soit U =rg(M) . Déterminer E(U) .
2) Soit C la plus grande valeur propre de M . Déterminer son espérance et sa variance.

Ind :
1) Etudier quand M est inversible avec le déterminant.

1
2) Calculer M[J

a b * . . . .
1) Soit N = [b J, avec acNet beN . Alors rg(N)>1 et N est inversible si et seulement si
a
det(N)#0.0r det(N)=0 < a* =b*> < a=b car a,bcR,

+00 +00
Done P(U=1)=P(X =¥)=» P(X =Y =n)= ) P(X =n)P(Y =n) car X, sont indépendantes.
n=1 n=l1
n -1
- Ao pytae [T ANY Y =SB (Ap)
Donc P(U =1)=¢" pz .(1 Z —(1-p 1_p(e 1).

n=1

)4 (e—/ip _e—i)

)4

Donc |P(U =1)= N

Puis E(U)=P(U =1)+2(1- P(U =1))=2-P(U =1). Donc | EU) = 2—1L(e‘ip —e )
-p




2) Comme M €S, (R) , par théoréme spectral, elle est diagonalisable et posséde donc deux valeurs

propres réelles (éventuellement identiques), notées «, 3 .
1 1
De plus, M(lj: (X+Y)(J ,donc a=X+Y eSp(M).

Enoutre, r(M)=a+f=2X,donc f=X-Y<a,et C=X+7Y.

Dés lors, | E(C) = E(X) + E(Y) = A+ et V(C)=V(X)+V(Y) =4 +1_—2p
p p

Exercice 10 (Oral Mines 25, Marin,3) Soit (€, 7, P) un espace probabilisé et (X ) une suite de variables

keN" >

aléatoires indépendantes identiquement distribuées qui suivent toutes une loi de Bernoulli de parameétre 3

n
Onnote S, = ZXk . On note, pour tout x € [0,1] , f(x)=1In(x) si x>0 etO sinon.
k=1

S
1) Montrer que P[—” < lj = 0[1] .
n 4 ) n—+o0 n

2) Calculer E[f(iD

Ind :
1) Utiliser Bienaymé-Tchebychev.
2) Utiliser le théoréme de transfert et obtenir le résultat sous forme de somme (je n’ai pas réussi a
simplifier).

: . N S
1) Comme les (X, ), .- sont indépendantes, on sait que S, = ZX" ~ B[n,%}. Donc E[—” L
n

2
1
>— .
4j
]SP[&—l 21]£16V(S—”j.
n 4 n
OrV & :Lnll:L donc 0 <nP| 2 S 1 <4 et|nP S—”Sl est bornée.
n nr 22 4n n 4 n 4

S 1 1
Donc P(—” < —] = O(—j
n 4 )noteo n

2) On utilise le théoréme de transfert. Comme S, prend un nombre fini de valeurs, on n’a pas besoin de

n 1

p[Se L) p(Se_ 1o 1) _p[Su_1
n 4 n 2 4

n 2

S, 1

n

1 S, 1 1
>2—|car | ———=<——|C||—
4 n 2 4

n 2

N

. . . . S
On peut utiliser I’inégalité de Bienaymé-Tchebychev : P(—” <
n

vérifier la sommabilité et on pose g(x)= f (fj
n

Alors E[f(%’j}:E(g(Sn)):i(ln( )=In(n)) P(S, = :in I[Zj (k)=In(n)).

n
k=1 2 k=1

E[f[%j}:zikz_?[g(ln( —In(m)) = kzl[) 1n(n))(1 211j




Exercice 11 (oral Mines 25, Marius,3) :

On considére un espace probabilisé. Soient (X X ) iy Une suite de variables aléatoires indépendantes telles que

N

k
pour tout entier naturel k, P(X, =1)=p et P(X; =—1)=1-p.On considére ¥, :HXi et on définit pour
i=1

keN :a,=P(Y, =1) et b =P(Y, =-1)

a a
Montrer qu’il existe QeM, (R) telle que Vk e N,[bk”] = Q[bk ] . Expliciter a, et b, pour ke N.
k+1 k
Ind : utiliser la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements (X, =1),(X;,, =-1)),

puis calculer O* en limitant les calculs (trouver un vecteur propre simple et remarquer que les sous-espaces
propres doivent étre orthogonaux).

On utilise la formule des probabilités totales avec le systeme complet d’événements ((X,,, =1),(X,,; =-1). 1l
vient pour ke N : a;, =P(Y, =1)= P((Yk+1 =) ( Xy = 1))+ P((Y,(Jrl =) (X = —1))

gy =P((% =) (X =1))+ P((% =—1) N (X, =-1)).

Par lemme des coalitions, ¥, et X, sont indépendantes. Donc a,,, = pa, +(1- p)b, .

De méme, by, =P (Y, =—1)=P((Ysy =—1) (X, = 1))+ P((Y,, =1) N (X, =-1)).

Donc by, =ay,y = (1= p)ay + pby .

1—
On pose O = [1 f)p ppjeM2 (R) et on a bien Vk e N,{Zjﬂ = Q{ZZJ .
+

. 1 Ay 9 o1
Par récurrence, on déduit que Vk e N, =0 =0 .
by by 0

On a besoin de calculer la premiére colonne de Q" .

-p P

1 1 1 1
orthogonaux. On remarque que Q[J = {J et Q[ J = (2p—1){ J .

1 1
On note B la base canonique orthonormée de R*et C = [L[ J L[ j} . C’est une base orthonormée

V212 -1

constituée de vecteurs propres de I’endomorphisme ¢ canoniquement associ¢ a Q.

1 (1 1
Onpose P=P, - =— .
p B,C \/5{1 _J

1 0 1
Donc par formule de changement de base, O = P Pl et Of =P
0 2p-1 0 (

a N 1{1+@p-D*
Donc VkeN,[ k]:Qk[ jz— @p )k . On a bien a; +b, =1.
by 0) 2(1-2p-1)

1—
0= [1 ? pjes 2 (R) , donc par théoréme spectral, Q est diagonalisable et ses sous-espaces propres sont

0

& pT par récurrence.
2p— 1)

Exercice 12 (Oral Centrale 25, Corentin,4) : soit N € N . On considére une population de N individus
divisée en deux parties. A chaque étape, on choisit deux personnes dans la population. La premiére personne est
retirée, et la seconde est réintroduite, avec en plus un nouvel individu du méme groupe.

On note X, le nombre d’individus de la population qui appartiennent au premier des deux groupes a I’instant

initial, et X, le nombre d’individus de la population qui appartiennent au premier groupe aprés n étapes.
1) Pour (i, ) €[o0, N]]2 , déterminer P(X,,, =j/X, =i).(NB:lorsque P(X, =i)#0)
2) Démontrer que E(X,)ne dépend pasde n.



Ind :
1) Traiter les différents cas suivant les valeurs de i .
2) Utiliser la formule des probabilités totales et bien organiser son calcul en exprimant tous les termes de
E(X,,;)—E(X,) enfonctiondes P(X, =j).

1) Onnote GI le premier groupe, et G2 le second.

On peut tout d’abord remarquer que le nombre d’individus de la population reste inchangé a chaque
étape (puisqu’on enléve et qu’on rajoute une personne). Donc pour ne N, X, (Q)=[0,N].

Soit (i,j) € |IO, N]]2 . Alors il y a trois possibilités pour les deux personnes choisies lors de 1’étape n+1 :

e  On prend deux individus du méme groupe. La population du groupe 1 est alors inchangge. Il s’agit de
prendre successivement deux individus de G1, ou de G2, et I’'union est disjointe.

; 1 iV N—i-1
Ondéduitquepourie[[O,N]] :P(XnH:i/Xn:i):(#j(;] IJ-{NNIJ( Nll j

e  On prend d’abord une personne de G1 (qui est retirée), puis une de G2 (qui est remise avec une
personne du méme groupe).
i\ N-i
On déduit que pour i € ||[I, N| {P(X,,, =i-1/X,=i)=| —
que p [LN] {P(X, ) (NJ(N_J
e  On prend d’abord une personne de G2 (qui est retirée), puis une de G1 (qui est remise avec une
personne du méme groupe).

N_i :
On déduit que pour ie[[O,N—l]] 1P(X,,=i+1/X, :i):( NIJ(NZ J

Ce sont les seules possibilités : }pour jeli-Lii+l}, P(X,, =j/X,=i)= 0|

On peut vérifier que la somme est bien égale a 1 :
(-l +(N—i N—i—1j+2[N—ij( i _(N—i)z—N+2iN—i2_1
N)\N-1 N N-1 N AN-1 N(N -1) ’

N
2) X, (Q)<[0.N] et E(X,,)= ) jP(X,, =))

=
On utilise la formule des probabilités totales pour le systéme complet d’événements (X, =i)o<;<n -

Il vientpour j>1: P(X,,, =/)= ZP( w1 =J/ X, =0DP(X, =i).
i=0

. L (N— i
On sait que ] /o1 +[N SNl :1—2u

N-1 N N-1 N(N-1)
Donc avec 1), pour j <N

(S i(N=]) . j_—l(N—(j—l)j - ]+1[N (]+1)j _ .
P(XM—J)—(I Z—N(N_l)jP(Xn—mN | P =D T | P =D

Etpour j=N : P(X,,, =N)=P(X, :N)+%P(Xn =N-1).

N ]_1 N— (] ) N-1 N
> ( JP(Xn =j=D=D G+DjN = HPX, = )= D (+Dj(N = HP(X, = ))

NN v o
N N—(it] N N

o j%[%}f’(xn =+ = 2 (G=DIN = PP, = )= D (G =DV = HPCX, = )
Jj=1 j=2 j=0

E(X,.)-E(X,)= N(N ZJ(N NP(X, = )(j+1+j-1-2j)=0



P)onc E(X,) ne dépend pas de n|.

En plus :

Exercice 13 (oral Centrale 24, Antoine,5) Soit X|,..., X, des variables aléatoires indépendantes suivant toutes

une loi de Bernoulli de paramétre p. Soit N une variable aléatoire a valeur dans N.

N N
Onpose X =) X, et Y =) (1-X,).On note aussi G(t,u):E(tX uy) pour t,u e[-11].
k=1 k=1

1) Exprimer G(t,u)=E (tX u’ ) en fonction de la fonction génératrice de N .

2) Montrer que si N suit une loi de Poisson, alors X et Y sont indépendantes.

Ind :

1) Appliquer le théoréme de transferta Z = (N, X) en prenant f(n,k) =t*u""* . Reconnaitre une loi
binomiale quand on conditionne.
2) Montrer que G(t,u)= E(tX uy) = E(tX )E( uY) . Ecrire cette égalité a I’aide de doubles sommes et

utiliser deux fois I"unicité du développement en série entiére.

1) Soient r,u €[-1,1]. On remarque que X +Y =N, donc r* u" =r*u"* .
On constate que X et N sont a valeurs dans N.

On pose pour n,keN : f(nk)=tu""

On applique le théoréme de transferta Z = (N, X).

(f (. )P((N.X) = (n,k)) = (tu"*P(N =n, X = k))n’kéN est bien sommable car

|tu"* P(N =n,X =k)|< P(N=n,X =k) etque +i‘f“})(z\/ =nX=k=1.

n=0 k=0

+00  +00

Donc par théoréme de transfert, E(f(N,X))=>> P(N=nX =k)t'u""* ().

n=0 k=0
On calcule P(N=n,X =k)=P(N=n)P(X =k/N =n)
i=1

Or P(X =k/N =n) (ZX k/N = nj [k]pk(l—p)”k si k €[[0,n] (en effet, les X, sont

indépendantes et la loi conditionnelle de X sachant N = n est ainsi une loi binomiale), et
P(X=k/N=n)=0 sik>n.

Done G(t,u) = E(f(N, X)) ZP (N=n [Z[k]pk(l p) k},

Done G000 = 3 P(N =) -+ pha) =G, ((p1 1= pw)

2) On suppose que N suit une loi de Poisson de paramétre 4 > 0.

Alors soient ¢,u €[-1,1]. G(t,u) = E(tX uy) =G, ((pt+(l— p)u)) = exp(l(pt+ (1-pu —1))
Sionprend u =1 : E(tX):exp(l(pt—p)). Pour ¢t =1 : E(uy):exp(/l(p—l+(l—p)u)).
Donc on constate que G(¢,u) = E( t* Y) E(tX)E( uY)

+00 400

Or, de nouveau avec le théoréme de transfert, E(tXuY) = ZZP(X =k Y= n)tku

n=0 k=0

10



ggp()(:k,y n)t‘u" —[Zw tk](:zzP(Y:n)u”j.

k=

11 vient donc i[iP(X:k,Y:n)u”jtk (i[(zp X k) ( n)u"Dth (les familles sont

k=0 \ n=0 k=0 n=0

sommables donc on peut sommer dans 1’ordre qu’on veut).
Par unicité du développement en série entiére, il vient

VkeN(ZPX kY =n)u j [;PX k)P(Y n)uJ

Puis de nouveau par unicité du développement en série entiére,
Vk,ne N,P(X =k Y= n) = P(X = k)P(Y = n) . ‘Donc (X,Y)sont indépendantes|.

Exercice 14 (oral Mines 24, Matthias,3) : Soit(€, 4, P) un espace probabilisé. Soit (&,), . une suite de
. . . . 1
variables aléatoires uniformes, indépendantes, a valeur dans { } Onnote X, = \/_ ng .
n

Etudier le comportement asymptotique des suites (E (sin(X n)))neN‘ et (E (cos(X ”)))neN
Ind : utiliser que €™ =cos(X,)+isin(X,).

On remarque que pour 7 € N', il vient ¢ = cos(X,)+isin(X,).

Par linéarité de 1’espérance, il vient alors E (eiX" ) = E(cos(X, )) +i E(sin(X, )) .

Donc E(cos(X,))=Re(E(e™)) et E(sin(X,)) =Im(E(e™)).

On caleule ainsi E (¢ )= {exp[ Zé‘k D {He’q’[ \/‘j}

. ig .
Comme les (s,),.,., sont indépendantes, les (exp[T"D le sont aussi.
n

I<k<n

Done E()HE[p(TD H[;(p[T]p(TD](HJ avee Ie théoréme de
transfert.

En particulier, | E (sin(X,))=0
pleotto)=we((e)) = ()] <o an{eos{ -
Or nln(cos[%j}niwnln[l—;—n+o(%n , donc nln(co (Lnn"—:w%l

1

Dés lors, | E(cos(X,)) = [cos[%}j n::wﬁ

Exercice 15 (Oral ENS 25,4) : soient Y, Z deux variables aléatoires a valeurs dans |[0,n]] . Montrer que Yet Z
sont indépendantes si et seulement si pour tous polynomes Q,R € IR[X] , EQQY)R(Z2))=E(Q(Y))E(R(Z)) .

Ind : procéder par double implication et utiliser les polynomes de Lagrange.

Tout d’abord, on suppose que Y et Z sont indépendantes. Alors on sait que toute fonction de Y et toute fonction
de Z le sont également, donc en particulier, si O,R € ]R[X] , E(QMR(Z)=EQ(Y))E(R(Z)).
Réciproquement, on suppose VO,R € R[X ], E(Q(Y)R(Z)) = E(Q(Y))E(R(Z)) .

Soient Q,R € R[X].

11



On utilise le théoréme de transfert pour la fonction définie sur R* par 4:(y,z) = O(»)R(z) .
Comme VY,Z prennent un nombre fini de valeurs, Q(Y)R(Z)=h(Y,Z)est d’espérance finie et il vient

EQMRZ) =S Wi, )P =i.Z = j)= 3 Y QORGP =i.Z = ).

i=0 j=0 i=0 j=0

En outre, par théoreme de transfert, E(Q(Y))E(R(Z)) = [Z": O PY = i)J{i R()HP(Z = j)} .

On a donc Zn:iQ(i)R( NPY =i, Z=j)= [Z 0G)P(Y = z)j[z R()P(Z = j)J .

i=0 j=0
On utilise les polynomes de Lagrange : on considére ainsi, pour & € IIO,n]] ; Lotel que L, (k)=1etpour [ #k,
L ()=0.
On obtient donc E(L,(Y)L,(Z))=P(Y =k,Z=0)=P(Y =k)P(Z =1).

IDonc Y et Z sont indépendantes et on a bien I’équivalence voulud,

Exercice 16 (Oral ENS 25,5) : soit f:R — R, de classe C>. On suppose qu’il existe un réel positif a tel que
VxeR, f"(x)>2a . Soit X une variable aléatoire discréte a valeurs dans N. On suppose que X admet une
variance et que f(X) est d’espérance finie. Montrer que E(f(X))— f(E(X))>aV(X).

Ind : Utiliser la fonction g(x)= f(x)—ax’ et interpréter I’exercice a I’aide de la fonction g . Penser a I’inégalité
de Jensen.

On considére I’application g définie sur R par g(x) = f(x)—ax’. Alors g est deux fois dérivable sur R et il vient
g"(x)=f"(x)—2a>=0.Donc g est convexe.

De plus, g(X) = f(X)—aX? est d’espérance finie par combinaison linéaire.

Alors E(f(X)) = E(g(X))+aE(X?) et f(E(X))=g(E(X))+a(E(X))".

Done E(f(X))~ f(E(X)) 2 aV(X) & E(g(X))+aE(X")~g(E(X))-a(E(X))’ 2 aV (X).

Donc E(f(X)) = f(E(X)) 2 aV(X) < g(E(X)) < E(g(X)) .

On sait que g est convexe. On va utiliser ’inégalité de Jensen :

n n n
Soit N e N". Soient 4,,...,4, € R, tels que Z A =1, pour tous x,,...,x, €R ona g(Zﬂkxkj <) Ag(x,).
k=0 k=0 k=0

On veut prouver g [i kP(X = k)] < i g(k)P(X =k).

k=0 k=0

N
On pose S, = ZP(X =k). S, V—> 1, donc pour N assez grand, S, >0.
=0 N>+

k=0 N N k=0 SN

N _ N _ N —
Alors g ka < Zg(k)w , avec ZM =1
S k=0 S
On passe cette inégalité a la limite quand N tend vers +o0.
N _ N N —

ka =LZkP(X =k) — E(X), donc par continuit¢ de g, g ka - g(E(X)).
= SN SN prd N>+ e SN N—+0
P(X =k 1 &
PR LS chp(x =h) - E(g(X)).

SN SN k=0 N

On a donc bien g(E(X)) < E(g(X)) etainsi :| E(f (X)) - f(E(X)) > aV (X))

N
Par ailleurs, Z g(k)
k=0

12



Exercice 17 (oral X 25,5) : Une suite (Y,),», de variables aléatoires a valeurs dans N est dite transiente si et

seulement si pour toute partie bornée 4 de N, ZP(Y,, € A) <+o.Soit @ >0.

n=l

a . . T
Pour i e N*, on suppose que X, ~ P[—.J , et que (X,),s; est une suite de variables aléatoires indépendantes.
i

n
*
Pour ne N , on pose 7, :ZXk .
k=1
Donner une condition nécessaire et suffisante portant sur o pour que (Y,),; soit transiente.

n
Ind : déterminer la loi de Y, . Encadrer Z— a I’aide d’une intégrale, puis étudier ce qui se passe pour A = {O} .
k=1
Lorsque A< N est bornée, utiliser qu’il existe M e N tel que A <[0,M].

n
Tout d’abord, pour e R, ¢ = Htxk est d’espérance finie car les #** sont indépendantes et d’espérance finie.
k=1

n n n
De plus, Gy () = E(tY" ) = HGXk )= exp[aZ%(l—l)] , donc si on note A4, = aZ%, Y, ~ P(/In )
k=1 k=1 k=1

+00 +00
Si A ={0} (bornée), on constate que ZP(Yn ed)= Ze"lﬂ )
n=1 n=1
n—1 k+1 1 " n Kk 1
Or par comparaison somme-intégrale, z J. -dt< Y —<1+ —-dt ,donc aln(n)< 4, < a(1+ ]n(n)) .
k=1 % ok it !
+00 +00 +00 +00 +00 1
Donc ZP(Yn €d)= Ze_’l" > efaZe’“m(”) . Donc ZP(Yn €d)= efaz—a.
n=l n=1 n=1 n=l1 n=1"1

+00

Doncsi a <1, ZP(Yn € A)=+wet (¥,),s n’est pas transiente.
n=1

On suppose maintenant o > 1.

Soit 4 < N, bornée. Soit M e N telle que 4 [[O,M]].

M
Alors pour ne N, P(Y, € A) ZP(Y k), donc P(Y, e d)<e™™ Z
k=0 k=0

M
Donc P(Y, € A) %Z 1+1n(n)) Soit alors el af.
n

(l+ln(n))
Ilv1ent0<nﬂP(Y eA aﬂz .

Donc comme M est fixé, et que chaque terme de la somme tend vers 0, n? P(Yn € A) —> 0.
n—+ow

~+00
Donc P(Y, € A)njﬂoo(niﬂj et ZP(Y,, € A) <+, donc (Y,),s, est transiente.
n=1

Donc ‘(Yn)”Zl est transiente si et seulement si o > 1 ‘
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Exercice 18 (oral ENS Lyon 24, Raphaél,5) : pour k£ € N, on suppose que X, suit une loi de Poisson de

parametre 1. On suppose aussi que les (X, ) sont indépendantes. En cas de convergence, on pose

f(z)=)_X,z" pour z€[0,1]. Montrer que V¢ > 0, lim P(|(1 -2)f(2)-1|> 5) =0
%=0 z—1"
Ind : je n’ai trouvé qu’une solution trés difficile avec la définition de limite en posant & > 0.
+00 N
Noter U =(1-z) f(z)-1= (l—z)(Z(Xk —l)zkj etU, = (l—z)(Z(Xk —l)zk] )
k=0 =0
£ £
Montrer d’abord P(|(1 —Z)f(z)—l| > 8) < PUU —UN| > E}L P(|UN| > Ej
Majorer PUU v > gj avec Bienaymé-Tchebychev.

Pour M >2 et r>1, considérer A(M,r)= {a) eQVkeN X, <M r"} et montrer qu’il existe M > 2 tel que

P(AM,r))= 1—% . Montrer que si 7z <1, que @ € E(4,r) et N est assez grand, alors |(U—UN )(a))| <§.

Soit &> 0. Soit & >0. Soit ze[0,1].

Alors en cas de convergence (1-z) f(z)—1=(1-z (ZXZ —Zz J (1-z (Z(X -1z* )

k=0 k=0

k=0 k=N+1
On remarque que (|U| > g) c (OU —Uy|> %)UOUH > %D .

Eneffet, \U|={U-U, +U,|<|U-U,|+|U,|,doncsi |U|> &, nécessairement (U -U,, >£0u U, >£
N N N N 2 2

On pose alors pour NeN : U, =(1-z (Z(X —l)z") etonadonc U-U, =(1-z ( z (Xk—l)z"J

Dés lors, P(|(1—Z)f(Z)—l|>5):P(lUl>8)SP(|U_UN|>EJ+P(|UN|>§j M

2
Avec Pinégalité de Bienaymé-Tchebychev, comme E (U, )=0 et V (U, )=(1-z [2122"] <~— ) ,il

N|Q

1—
vient P(lUN| > %) < iz( ?) < iz(l—z) Pour z assez proche de 1, on aura gi(l 7)<

Il reste a étudier P(|U—UN| > gj
Pour M 22 et r>1,onnote A(M,r)={weQ,VkeN,X, <Mr}.

Alors P(A(M,r))= (ﬂ(x <Mr )J— lim P[ﬂ(X <Mt )]

k=0 k=0

Or par indépendance, P(ﬂ (X, <M+ )J =[]rPx, <M+
k=0

k=0

Pour k € N, par inégalité de Markov (X, est bien & valeurs positives), il vient P(X, > M r*) < U
B

1 . n 1
Donc P(X, <M r*)>|1- et In| P X <M =2 In| 1-———|.
( k r) { Mrk] ( [Q( k V)Jj ; ( Mrk]
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Or pour u G{O,%}ln(l—u)z—w (on étudie g(u) =In(l1—u)+2u etil vient g'(u) =1 ! +2= 11_2u >0,
—u —u
avec g(0)=0). Donc In P[ﬁ(){ <Mrk)J >—izn:L>_i N (l}k
k=0 g M= P Mo\ r
- 2 r .. 2 r
Donc P X, <M r*)|>exp| ———— |, donc en passant & la limite, 1> P(A(M,r)) = exp| ——— |.
[kﬂo( ] r)j XP[ Mr_J p (AWM, r)) p( Mr_lj

Par encadrement, P(E(A,r))M—> 1, donc il existe M > 2 tel que P(A(M,r)) > 1—% . Soitun tel M (qui

dépend de r).
Orsi ze[0,1]est fixé etsi e E(4,r), alors 0 < |Xk (a))—l|z" < M(rz)k +z5.

1 L
Donc on fixe rtel que 1 <r <—, on aura 0 <rz <1 et par majoration, Z(Xk (a)) —1)z* est absolument
z k=0

< f %, (0)-1]2" .

k=N+1

f (X, (0)-Dz"

k=N+1

convergente, donc convergente. De plus, |(U -U, )(a))| = (1 - Z)

pone (U, (@] 35 () )< L2

n 1-z
k=N+1
z €[0,1] étant donné, on choisit dans cet ordre r>1tel que 0 <7z <1. Ensuite, on prend M > 2tel que

M (;’Z)N+1 + M

P(AM,r))= 1—% . Enfin, on choisit N (qui dépend de z) tel que .
—Zz

& -\
< 5 (cette derniére
quantité tendant vers 0 lorsque N tend vers 1’infini).

On a prouvé que si @ € A(M,r), alors |(U—UN)(a))| <§. Donc (|U—UN| >§j c AM ,7)
Done P(|U—UN| > gj < P(A(M,r))< %

Donc avec (1) pour z assez proche de 1, OSP(|(1—z)f(z)—1| >8)SP(|U—UN|>§j+P(|UN|>§]Sa.

Donc par définition de limite, | Ve > 0, lim P(|(1 -2)f(2) —1| > 5) =0
z—1"
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