2-Rappels et compléments d’algebre linéaire

Onpose K =R ou C.

A) Polynomes

Coefficients : Soit Pe K[X]

e SiP#0,P s’écritP:Zn:aiXi =a,+a, X +..+a,X",avecneN, ay,a,,..,a, €K et
i=0
a,#0. n estalorsle degréde P.
e Sideg(P)<neN,il vient P:iai X' =a,+a, X +..+a,X",avec a,,a, ,..,a, €K .
i=0
e L’ensemble des polynomes de degré inférieur ou égal a n est noté K, [X].

Division euclidienne (*) : soit 4 et B deux éléments de K [X ] On suppose que B n'est pas
le polynome nul. Alors il existe un unique (Q,R) € K [X ]2 tels que

e A=BO+R

e deg(R) < deg(B)

Racine : soit a € K, et PeK [X ] On dit que a est racine ou zéro de P si et seulement si
P(a)=0.

Trop de racines (*) :
1) Soit PeK [X ] On suppose que P a une infinité de racines distinctes. Alors P =0
2) Soient P,Qe K [X ] On suppose que P et Q coincident sur un ensemble infini. Alors
P =0 (car P—Q admet une infinité de racines).
3) Soit P un élément de K,[X]. On suppose que P admet au moins (n+1)racines

distinctes. Alors P est le polynome nul.
4) Soient P,Q e K, [X].SiPet Qcoincident en (n+1) valeurs distinctes, alors P=0Q.

Racine d’ordre 1 (*) :soit ae K ,et Pe K[X].

1) a est racine d’ordre (ou de multiplicité) & de P si et seulement si une des trois
propositions équivalentes suivantes est vérifiée :

e Pestdivisible par (X —a)", mais pas par (X —a)*".
e Il existe un polyndme Q tel que P = (X —a)* Q, avec Q(a) # 0.
o Vie[0,k-1],P"(a)=0,P"(a)=0

2) SoitPe R[X] . Soit n e N". On suppose que a est une racine d’ordre n de P dans C.
Alors a est aussi racine d’ordre  de P dans C.

3) a est racine d’ordre au moins k de P si et seulement si P est divisible par (X —a)*, ce
qui équivaut a Vie[0,k—1],P"(a)=0.



Racine multiple (*) : soit a € K , et Pe K[X].
1) a estracine multiple de P si et seulement si elle est de multiplicité supérieure ou égale

a 2. Elle est simple si elle est de multiplicité égale a 1.
2) a estracine multiple de P si et seulement si P(a)=P'(a)=0.

3) Soit neN". On peut noter m(a,P)la multiplicit¢ de @ comme racine de P. Si on
suppose que m(a,P)=n (a estracine de multiplicité¢ n de P), alors m(a,P")=n—1.

Exemples :
1) Trouver les valeurs de b € C telles que P = X" +3.X +b admet une racine multiple.

2) Trouver tous les polyndmes P € R[X|tels que P(X)=P(X +1)



Racines distinctes : soit P e K[X]. Soit x, ,...,x,, racines de P, deux a deux distinctes, de

k
multiplicités respectives au moins égales & ¢, ..., . Alors 30 e K[X],P=][(X -x)* 0.
i=1

Polynéme scindé (¥) : soit Pe K [X ] On dit que P est scindé si et seulement s’il est constant
ou qu’il s’écrit comme produit de polyndmes de degré 1, c’est-a-dire sous la forme

k

szlH(X—x,. )4, ou keN, X,,..,Xx, sont les racines de P, deux a deux distinctes, de
i=1

multiplicités respectives égales a ¢, ,...,a, .

k
On peut aussi écrire P =4 H (X —x, ) sans supposer que x,,.., x, sont deux a deux distinctes.
i=1

X? +1est scindé dans C[.X], mais pas dans R[.X].

Théoréme de D'Alembert-Gauss : Tout polyndéme P non constant de C [X ] admet au moins

une racine complexe.

Décomposition dans C[X] (*) : soit PeC[X]. Alors :
e P estscindé dans (C[X] .

e Sideg(P)=neN, P admet exactement 7 racines comptées avec leur multiplicité.

Décomposition dans R[.X](*) : soit P e R[X]. On suppose deg(P) =neN.Onnote x,,..,x,

les racines réelles de P, deux a deux distinctes, de multiplicités respectives égales a «, ,...,, .
Alors :

k
e P admet au plusn racines réelles comptées avec leur multiplicité ( Zai <n),

i=1

e Pestscindé dans R[X ] si et seulement si P posséde n racines réelles comptées avec

k
leur multiplicité () a, =n)
i=1
e Si on trouve 7 racines distinctes de P, alors ce sont les scules et elles sont toutes
simples.
e P possede au total n racines complexes comptées avec leur multiplicité, dont un
nombre pair de racines complexes non réelles. Si onnote y,..., y, les racines complexes

non réelles de P, de multiplicités respectives f,,..., B, € N’ regroupées chacune avec
. Lo 2 —\B5 .
leur conjugug, il vient P =A(X —x, )“1...(X—xk)”*H<(X—yj)(X—yj)) “ou Aest le

j=l
coefficient dominant du polyndme.



Relation entre les coefficients et les racines : soit P = z a, X" un polynome scindé de degré
k=0

neN" tel que P=a, (X -x)..(X—x,), avecx,,...,x, € K, non nécessairement distinctes.

n a n a
Alors Zxk =— L et H x, =(-1)" =2
k=1 a, k=1 a,

Pour le retrouver :

Décomposition en éléments simples : soient P,Q € K[X]. On suppose que deg(Q) =1, que

deg(P) <deg(Q) et que Q est scindé a racines simples: il existe un entier keN,
X,,%,,...,x, € K deux a deux distincts (qui sont les racines de Q), et A€ K~ (coefficient
dominant de Q) telsque Q = A(X —x,)...(X —x,).

o P(x) & a
Alors il existe a,,...,a, € K tels que VxeK\{xl,...,xk},Q( )=Z( : )
x) T (x-x

Cette décomposition est unique, C’est la décomposition en éléments simples de —.

. . .. . P .
Remarque : soit P,Q e C[X]. Pour faire la décomposition en éléments simples de — si

deg(P) > deg(Q), on commence par faire la division euclidienne de P par Q.



Exemples (¥) :
1
(x+D(x+3)(x-2)

1) Décomposer en éléments simples F'(x) =

2) Soit PeC[X]. On note x,,x,,...,x, les racines complexes de P. Démontrer que

szé{xl,..,xn} P'(x)_i !

’P(x) _k=1-x_xk




B) Espaces vectoriels et applications linéaires

Dans la suite, (E,+,.)est un K —espace vectoriel.

1) Familles d’un espace vectoriel, dimension.

Sous-espace vectoriel : Soit ¥ — E. F estun espace vectoriel de E si et seulement si :

- 0,eF

- VY(x,y)eF’VieK,x+AyeF
p

AlorsV(x,,x,,..,x,) € F*,V(4,4,,..4,) € K”,z/lkxk € F(Fest stable par combinaisons
k=1

linéaires).

Intersection et réunion : en général, si F et G sont deux sous-espaces vectoriels de E, alors
F UG n’est pas un sous-espace vectoriel de E, alors que F NG en est un.

Combinaison linéaire : soit (x,,x,,..,x,) € E”. Soit x€ E. x est combinaison lin¢aire des

p
vecteurs (x,x,,..,x,) sietseulement si il existe (4,,4,,..,4,) € K", tels que x = Zﬂ,ixl.
i=1

Espace vectoriel engendré (*) : Soit (x,,x,,..,x,) € E?. Vect({xl ,xz,....,xp})est I’ensemble
des combinaisons linéaires de x,,x,,...,x, . C’est le plus petit sous-espace vectoriel de £ (au

sens de I’inclusion) contenant x,,x,,..., X, .



Familles (¥) : Une famille (x,,x,,...,x,) d'¢léments de E est :
e génératrice de E lorsque Vect({xl,x2,....,xp}):E (ce qui signifie que tout

¢lément de £ peut s'écrire comme combinaison linéaire des (x,),..., )-
e libre si et seulement siV(4,,4,,...,4,) € K”,Z/Il. x =0=> =4 =...=4,=0)
i=1

o liée si et seulement si elle n’est pas libre (c’est-dire qu’un des vecteurs est
combinaison linéaire des autres). Cela signifie aussi qu’il existe (4,,4,,...,4,) € K"
, non tous nuls, tels que 4, x, +4,x, +...+ 4 x, =0,.

e unc base de £ si et seulement si elle est a la fois libre et génératrice de E .

Polynomes de degrés distincts (*) : soit (PO,P1 ,...,Pn) une famille de polynémes non nuls de

degrés distincts. Alors la famille (P),.,., est libre.

Quelques propriétés :
e Une famille contenant le vecteur nul est nécessairement liée.
e Une famille (u,v)de deux vecteurs est li¢e si et seulement s’ils sont colinéaires.
e Siu=#0, etque (u,v)estliée, alors ILe K,v=Au.Si v=0,, (0.,v) est liée, mais
onn’apas 3ILeK,v=Au.
o Une famille de trois vecteurs (u,v, w) est liée lorsque les trois vecteurs sont coplanaires.

11 se peut qu’elle ne contienne pas deux vecteurs colinéaires.
e Une sous-famille d’une famille libre est libre ; une surfamille d’une famille liée est liée.

Vecteur ajouté a une famille libre : soit (x,,x,,.....,x, ) une famille libre de vecteurs de E .
Soit x un vecteur de E. On suppose que (x,,Xx,,.....,x,,x) est liée. Alors x est combinaison

linéaire de (x,,X,,.....,X

Dimension finie :
e Un espace vectoriel est de dimension finie si et seulement s’il contient une famille
génératrice finie. Lorsque ce n'est pas le cas, on dit qu'il est de dimension infinie.
e Dans un espace vectoriel non nul de dimension finie, toutes les bases ont le méme
nombre d'éléments. Ce nombre est appelé dimension de 1'espace vectoriel et est noté
dim(E) . Par convention, si £ = {OE} ,alors dim(E)=0

Base extraite et base incompléte (¥) : on suppose dimE=neN".
e Base extraite : de toute famille génératrice finie de E on peut extraire une base de E .
e Base incomplete : toute famille libre d’éléments de E peut étre complétée en une base
de FE (les vecteurs qu’on rajoute peuvent étre choisis dans n’importe quelle famille
génératrice de E choisie au départ).



Familles libres, génératrices et dimension (*) : on suppose dimE =neN".
e Toute famille génératrice de E contient au moins n vecteurs et toute famille génératrice

de n vecteurs de E est une base de E .
e Toute famille libre de E contient au plus n vecteurs et toute famille libre de n vecteurs

de E estune base de E.

Bases des espaces usuels (*) : soit n e N.
J dim(Kn [X]) =n+1. La base canonique de K,[X] est B=(1, X,..,X").

° dim(K")z n. La base canonique de K" est B=(e,e,,...,e,) (si on note &, =1si
i=jetd,;=0sii#j,alorsona Vi,je[Ln],(e),=6,).
e Pour n,peN’, dim(Mn’p (K)) =n p. La base canonique de M, (K) est (£ ) .,>

1<j<p
avec Vi, k €[1,n],Vj,l e [[l,p]](E,.’j)k, =0,,0,,(tous les coefficients de E;sont nuls

sauf celui de la i-éme ligne et j-éme colonne qui vaut 1).

Sous-espace vectoriel en dimension finie : soit £ un K -espace vectoriel de dimension finie.
Si F est un sous-espace vectoriel de E , alors F est de dimension finie et dim(F') < dim(E) .

Exemples (*) : Soient i, j,k,/ €[1,n], avec ne N". Calculer E, E, .



2) Produit et somme de sous-espaces vectoriels

Définition : soit F,Gdes K —espaces vectoriels. On note FxG = {(f,g),f el,ge G} .

C’est le produit cartésien des deux sous-espaces vectoriels.
Plus généralement, si E,,E,,...,E, sont des K —espaces vectoriels, alors on pose :

E xE,x..xE, =1£[El. ={(e1,e2,...,ep),Vi e[Lp].e eEl.}.
i=1

P
Propriété : soit £, E,,...,E sont des K —espaces vectoriels. On munit HEI, des lois
i=l

P
suivantes : pour e=(el,ez,...,ep),f=(f1,f2,...,fp)eHEi ,pour LeK :

i=1
o etf=(egtfe+ frrne,+f,)
o le=(le,Ae,,..., de,)

P
Alors (H E,+, ) estun K —espace vectoriel.
i=1

Preuve non faite : se montre avec la définition.

Propriété : soit F,Gdes K —espaces vectoriels de dimension finie. Alors FxGest de
dimension finie et dim(F xG) = dim (F)+dim(G)

Plus généralement, si E,,E,,...,E, sont des K —espaces vectoriels de dimension finie, alors

p )4 P
HEl. est de dimension finie et dim[H El.] = Zdim (E).
i=1

=1 i=1

Preuve rapide dans le cas de deux espaces :



Définition : soient /;, F7,..., F, des sous-espaces vectoriels d'un K -espace vectoriel E.

p
e Ondéfinit F{+F, +..+F, :ZE. par :

i=1

P
Ver,erFi < 3(x,%,,0X,) EF X < xF ,x=x+x,+..+x,

i=1

e En particulier, F| + F, :{er,Elx1 eF,3x, e F,,x=x, +x2}.

Définition (*) : soit /7, F,,..., F, des sous-espaces vectoriels de £. On dit que F,F,,...,F
sont en somme directe si et seulement si :
V(x,,%,,.,X,) € Fy X F) x...><Fp,(x1 tx,+.4+x,=0,=>x=x,=..=x :OE)

P
Onnote alors FOF, +..OF, =@ F;.
i=1

Propriété : soient /, F,,..., F/, des sous-espaces vectoriels de E. F,F,,...,F,sont en somme
p
directe si et seulement si Vx € ZE,EI!(xl,xz,..,xp) e xEx. . xF ,x=x+x,+.+x,. (xse

i=1

décompose de maniére unique comme somme d’¢léments de F, F,,..., F p)

Preuve :

10



Exemple : on prend E=R’muni de sa base canonique (e,e,,e,). Pour 1<i<3, on note

F = Vect({ei}). Alors FOF,OF, =R’.

Cas particulier de deux sous-espaces vectoriels : Soit F| et F, deux sous-espaces vectoriels
de E. F| et F, sont en somme directe si et seulement si F; N F, = {O E}

Remarque : attention, cette propriété ne fonctionne que si on a deux sous-espaces vectoriels :
(si (e,e,)est la base canonique du plan, considérer F| =Vect ({el }) , F,= Vect({ez}) et

F = Vect({e1 +ez})).

11



Sous-espaces vectoriels supplémentaires : Soit F| et F, deux sous-espaces vectoriels de E,
un K espace vectoriel de dimension quelconque.
F, et F, sont supplémentaires si et seulement si une des conditions équivalentes suivantes est
vérifiée :

o FO®F =E

o F+F,=EetF,nF,={0,]

o Vxek£,Ilx,x,)ekF xF,,x=x +x,

A méditer (¥) :
e Bien comprendre qu’il n’y a pas unicité du supplémentaire en général. On doit donc
dire « un supplémentaire » et non « le supplémentaire »
e Onsuppose F;@F, =F et xe E tel que x ¢ F,. En général, onn’apas xe F, .

Supplémentaires en dimension finie (*) : Soit F; et F, deux sous-espaces vectoriels de £, un
K espace vectoriel de dimension finie.
F, et F,sont supplémentaires dans E si et seulement si une des conditions équivalentes
suivantes est vérifiée :

FNF, = {OE}

dim(F))+dim(F,) =dim(E)

e En réunissant une base de F| et une base de F,, on obtient une base de E .

Base adaptée a un sous-espace vectoriel (*) : soit £ un espace vectoriel de dimension finie.
Soit F un sous-espace vectoriel de E, supposé non nul.

Une base adaptée a F est une base de E obtenue en prenant une base de F et en la complétant
en une base de E.

12



Exemple : on sa place dans R’ muni de sa base canonique. F =Vect(e, +e,). Trouver une

base de R*adaptée a F .

Proposition (*) : soient /7, F,,..., F, des sous-espaces vectoriels de £, un K espace vectoriel.

On suppose que pour 1<i< p, B estune base de F,.

On note B la famille de vecteurs obtenue en juxtaposant (on dit aussi en concaténant) les
vecteurs des bases B, B,,..., B, .
p P
Si @F =E,alors B estune base de E, adaptée a la décomposition P F, = E .
i=1 i=1
. . p
Réciproquement, si B est une base de £, alors P F, =E.
=1

1

En particulier, dim( T F’j = Zp:dim(Fl. ).
i=1 i=1

1

Preuve : a faire pour p =3. C’est le méme principe avec plus d’indices pour p quelconque.
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Remarque : en particulier, siBest une base de E que 1’on fractionne en une partition

P
B=(B,B,,..,B,), alors @ Vect(B,.) = F (en prenant F, :Vect(Bl.) ).

i=1

Formule de Grassman (¥) : Soit F, et F, deux sous-espaces vectoriels de E supposé de
dimension finie. Alors dim (£ + F,) = dim (F)) +dim(F,) —dim (£, N F,)

Proposition : soitF, F,,..., F, des sous-espaces vectoriels de £. On suppose que Eest de

dimension finie. Alors dim (F, + F, +...+ F, ) < Zp:dim(Fi) :
i=1

)4
De plus, dim(F1 +F, +...+Fp):Zdim(E.) si et seulement si £, F,,..., F, sont en somme
i=1

directe.

Preuve : pour 1<i< p, onnote B, une base de F, et B=(B,,B,,..,B,) la famille obtenue en

PR

Juxtaposant les bases de £, F,,...,F,.Onpose F = F +F,+..+F,.
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3) Applications linéaires

Définition (*) : soient £ et F' deux K -espaces vectoriels, et fune application de E dans F .
On dit que f est linéaire lorsque VA € K,V (x,y) € E*, f(Ax+y)=Af(x)+ f(»). L'ensemble

des applications linéaires de E dans F estnoté L(E,F).
p P
Onaalors V(x,,x,,..,x,) € E” ,\¥(4,..,4,) € K", fOQ Ax)=D A f(x,).
i=1

i=1

Définitions (*) : soient £ et F' deux K-espaces vectoriels.
o Si felL(E,F), festunisomorphisme si et seulement si f est bijective.

e F et F sontisomorphes si et seulement s’il existe f € L(E, F'), bijective.
e Un endomorphisme de E est une application linéaire de £ dans E. On note L(FE)

I'ensemble des endomorphismes de E .
e Un automorphisme de E est un endomorphisme de E bijectif. On note GL(E)

I'ensemble des automorphismes de £ .

Endomorphisme nilpotent (*) :
Soit feL(E).Onpose f'=1Id,, f'=f et VneN, f"" = f"o f. Un endomorphisme est
dit nilpotent si et seulement si IneN’, /" = 0,z

Exemple : £ désigne I’espace R’ et on prend 1 (x,y,z)=(y,z,0).
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Noyau et Image (*) : soit f € L(E,F). Alors :
Im(f)= {f(x),x € E} = {y eF,3xekE, f(x)= y} est un sous-espace vectoriel de F,

appelé image de fet noté¢ Im(f).
f € L(E, F)est surjective si et seulement silm(f) = F.

Le noyaude f est Ker(f)= {x ek, f(x)= OF} . C’est un sous-espace vectoriel de F .

e festinjective si et seulement si Ker(f)= {0 £ }

Remarque (*) : soit E,F,G trois K -espaces vectoriels. Soit feL(E.F), g € L(F,G). Alors
gof= OL(E,G) < Im(f) < Ker(g).

Preuve :

Projection et Symétrie (*) On suppose A® B=FE. Ainsi sixe€ E, 3!(a,b) e Ax Btels que

x=a+b.
e On appelle projection (ou projecteur) sur 4 parallelement & B 'endomorphisme p de £
défini par p(x) =a.

e Lasymétrie par rapport a A parallelement & B est définie par s(x)=a—b.

Dessin :
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Propriétés (*) : On suppose 4@ B =E . Soit p la projection sur 4 parallélement & B et sla
symétrie par rapport a A parallélement a B. Alors :

* pep=p.

. Im(p):Az{er,p(x)zx}zKer(p—IdE) et Ker(p)=25B.
e p estainsi la projection sur Im(p) parallelement a Ker(p).
o seGL(E), sos=1d,, s ' =set s=2p—1Id,.

Proposition (*) :
e soitpeL(E).Si pop=p,alors E=Ker(p)®Im(p). De plus, p est la projection
sur Im(p) parallelement a Ker(p).
e soitse L(E).Si sos=1d,, alors E =Ker(s—1d,)® Ker(s+1d,). De plus, s est la
symétrie par rapport a Ker(s — Id ;) parallelement a Ker(s+1d,).

Image d’une base par une application linéaire : Soit /' une application linéaire d'un espace
vectoriel de dimension finie £ dans F. Soit B =(e,e,,....,e,) une base de £ . Alors :

* (f(e;))<,<,est une famille génératrice de Im(f).

e festinjective si et seulement si (f (e;)), .., est libre.

* festsurjective si et seulement si (f'(e;)),;., est une famille génératrice de F .

e festbijective si et seulement si (f'(e;)), .., est une base de F'.

Equations linéaires : soit f € L(E,F). Soit be F'.
On chercher les solutions de I’équation linéaire f(x)=b (E).
L’équation homogene associée est f(x)=0, (H)
o Lessolutions de (#) sont données par S, =ker(f).
e sibglIm(f),l'équation f(x)=>» n'admet pas de solution dans E .
e Sibelm(f), soit a € Etel que f(a)=>b une solution particuliére de I’équation (E).
Les solutions f(x) = b sont alors données par S, =a+ Ker(f)={a+c,c e Ker(f)}.

Proposition (*) : soit £ et F deux espaces vectoriels de méme dimension finie n, et
f e L(E,F). Les propositions suivantes sont équivalentes :

e festinjective
e [ estsurjective
e f estbijective
En particulier, soit ' € L(E) . Alors si f est injective, f estun automorphisme de E .

Rang : soient E,F deux espaces vectoriels.
e Soit (x,,X,,......,x,) une famille d’éléments de £. Le rang de (x,,x,,.....,x,) est

e Soit feL(E,F). On supposedim(E) <+ooet que (e,e,,.....,e,)est une base de £,
alors lerang de f est rg(f)= dim(Im (f)) = dim(Vect({f(e1 ),...,f(ep)}))

17



Théoréme du rang (¥) : soit £ et F deux K —espaces vectorielset f € L(E, F).On suppose
E de dimension finie. Alors dim(E) =rg(f)+dim(Ker(f)).

Rang d’une composée : soit f € L(E,F), g € L(F,G). On suppose E, F,G de dimension
finie. Alors :

- rg(ge f)<min(rg(f),rg(g)) .

- si g estbijective, rg(go f)=rg(f)

- si f estbijective, rg(go f)=rg(g)

Restriction : Soit /€ L(E,F). Soit H c E. La restriction de f'a H,notée f,, estdéfinie
H—>F

par: f/H:fo(x)'

Détermination d’une application linéaire : Soit £ et F deux espaces vectoriels de
dimension finie
* Soit B=(e,e,,....,e,)une base de E et (f, f,,..., f,) une famille de vecteurs de F .
Alors il existe une unique application linéaire ¢ de E dans F telle que
Vje [[1, p]],(o(e )=/, (une application linéaire est totalement déterminée par l'image
des vecteurs d'une base).
e Onsuppose E=E, @FE, Soit ue L(E,,F)et ve L(E,,F). Alors il existe une unique
=u

. Une application linéaire est donc
=y

/E,

application linéaire f € L(FE, F) telle que
/E,

entiérement déterminée par ses restrictions a deux supplémentaires.

Formes linéaires et hyperplans :
Soit £ un K espace vectoriel de dimension finie n e N". Soit H c E .
e Une forme linéaire est une application linéaire de E dans K .
e Hestun hyperplan de E si et seulementsi dim(H)=n—-1.
e Soit u une forme linéaire non nulle sur E. Alors Ker(u) est un hyperplan.

e Soit A un hyperplan de E .Soit D une droite vectorielle qui n’est pas incluse dans H .
Alors E=H®D.
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C) Matrices et applications linéaires

Dans tout ce qui suit, K est I’ensemble des réels ou des complexes. n et p sont deux entiers
naturels non nuls. £ et F sont deux espaces vectoriels de dimensions respectives p et n.
Onprend B = (e, e,,....,e,)une base de E et C=(f,, f,,...,f,) unebasede F .

1) Matrice d’une application linéaire.

Matrice d’un vecteur : Soit x€ E'. On suppose que x=x¢, +...+x, ¢, , c’est-a-dire que
(x),%y,...,x,) € K” sont les coordonnées de x dans B. Alors la matrice de xdans la base B

xl
X
est X=M,(x)=|". |eM, (K).

Xp

Matrice d’une application linéaire (*) : Soit gelL(E,F). La matrice
A=M;.(g)eM, (K) deg dans les bases Bet Cest obtenue en reportant dans la j-¢me

np

colonne les coordonnées du vecteur g(e;)danslabase C : V je [Lr], gle)= z 4.1
i=1

Sige L(E),onnote M (g) :MBqB(g)

Le nombre de colonnes de la matrice est ainsi égal a la dimension de 1’espace de départ, et le
nombre de lignes a celle de I’espace d’arrivée.

Produit matriciel (*) : soit Ae M, (K), BeM, (K) et XeM, (K).Alors:

n,p

e ABeM, (K) etpour ie[[l,n]] et je [[l,q]],(AB)l.’j = Zp:Ai!kBk,j .
k=1

p
o AXeM, (K)etpourie[l,n],(4X), =D 4,X,
k=1

Bindme de Newton : soient deux matrices 4,Be M, (K) telles que AB=BA. Alors

(A+B)' = Z(Zj AB

k=0

Matrices de composées et de 'inverse (¥*) : soit E,F,G trois espaces vectoriels de

dimensions respectives non nulles p, n et ¢g. Soit Bbasede E, C basede F.et D basede G
.Soit ue L(E,F)et ve L(F,G). Alors

* My, ,(vou)y=M_.,(v).M,.(u). Autrement dit, la matrice de la composée est le

produit des matrices.
e Soit A=M,.(u) .Onsuppose n=p. u estbijective si et seulement si 4 e GL,(K).

De plus, on a alors 4™ = (M 5 (u ).
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Inverse et transposée (*) : Soit 4,8 € GL, (K). Soient C,D e M, (K) Alors :
e (CD)Y'=D'C’
e (4B)eGL(K) et (4B)" =B'4™
e A" eGL(K)et(A)' =",

n,p

g>M;.(g)

LE.F)> M, (K)
D

Espaces d’applications linéaires (*) : est un isomorphisme

d'espaces vectoriels.

En particulier, si (f,g) e L(E,F)’ et Ae K ,alors M, (Af +g)=AM,  (f)+M,(g)
On a alors dim(L(E,F))=dimE.dmF =np .

P

1

A

K? > K"
a: .
X > AX



Noyau et image d’une matrice (*) : soit 4e M, (K) . Les colonnes de Asont notées
C,....C,eM, (K). Alorssi aest canoniquement associée & 4 :

o ker(4)={XeM, (K),AX =0} =ker(a)

o Im(A)=Vect({C,....C,})={AX. X e M, (K)} =Im(a).

e Théoréme du rang : dim(ker(4))+rg(A4)= p (c’est-a-dire le nombre de colonnes de
la matrice).

Explication pour Vect ({C,....C,|) ={4X,X e M, ,(K)} :

Rang d’une matrice et d’une application linéaire (*) : Soit /' € L(E,F) A=M ,.(f).
Alorsrg(4) =rg(C, ,...,C,) =dim(Vect ({C, ... cp})) =rg(f).

Le rang d’une application linéaire est égal a celui de sa matrice. C’est la dimension de 1’espace
vectoriel engendré par les colonnes de 4.

Caractérisation des matrices inversibles (¥) : soit 4 € M (K) . Les assertions suivantes sont

équivalentes :
1) A estinversible

2) ker(4)={0}

3) rg(4)=n
4) Les colonnes de 4 forment une famille libre dans K" .
5) Im(A)=K"

Rang d’un produit ou de la transposée (*) : soit 4e M, (K), Be M, (K).Alors:
o rg(AB)<min(rg(A),rg(B))
¢ Quand on multiplie une matrice par une matrice inversible, le rang est inchangg.
o rg(A")=rg(A). Ainsi, le rang de la matrice 4 est égal au rang de la famille de ses
lignes. Il est donc inférieur ou égal & min(n, p).
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Traduction matricielle de I’image d’un vecteur : Soit gelL(E,F). Soit
A=(4; j)i<i<n,1<j<pla matrice de g dans les bases B et C. Soient xeFE,yeF,

X Wi
X

X=My(x)=| 2 et Y=M.(x)=| >* |. Alors g(x)=y < ¥ =AX.
Xp Vn
e Pour trouver les coordonnées de I’image d’un vecteur xpar I’application linéaire g,
on calcule donc 4.X .

e Ainsi, pour trouver le noyau d’une application linéaire g, on peut résoudre 1’équation
AX =0. On peut aussi utiliser rg(A) et le théoréme du rang.

Exemple : soit B=(e,e,,e,)la base canonique de R’. Soit feL(R’) telle que

1 2 5
My(f)=|0 -1 =2 |.Déterminer une base et la dimension de ker( /) etde Im(f). Trouver
I 0 1

les u e R tels que f(u)=(3,-1,1).
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2) Déterminant d’une matrice carrée.

Soit, dans tout le chapitre, un entier naturel n>2.
E estun K —espace vectoriel de dimension n. B = (el,..,e ) est une base de F

n

Déterminant d’une famille de vecteurs dans une base : Il existe une unique application
f:E" > K telle que:

1) festalternée (si 3i# j,u, =u,,alors f(u,,..,u; ,..,u;..,u,)=0).
2) festlinéaire par rapport a chacune de ses variables.
3) f(e,...e,)=1

Cette application est notée det, et appelée déterminant dans la base B .

Déterminant d’un endomorphisme : Soit f(B) = (f(el),..,f(en)). Le scalaire det,(f(B))
est indépendant de la base B de E choisie. Il est appelé déterminant de /et noté det( /).

Déterminant d’une matrice 4 M (K).

e Le déterminant de A4 est le déterminant de la famille de ses vecteurs colonnes dans la
base canonique de K" .
e Si feL(E)et M,(f)=A, alors det(4)=det(f). Le déterminant d’un

endomorphisme est égal au déterminant de sa matrice dans n’importe quelle base.

Propriétés du déterminant d’une matrice (*) : soit 4,Be M, (K). Alors :
¢ Quand on échange deux colonnes de A4, le déterminant est multiplié par (—1).
e Sideux colonnes de A sont identiques, alors det(A4)=0.
e silekK, det(14)=A"det(A4)
e Sion ajoute a une colonne de 4 une combinaison linéaire des autres colonnes, alors le
déterminant est inchangé.
e det(AB) =det(A4).det(B)
1
det(A)
e det(4")=det(A). En particulier, les opérations sur les lignes ont le méme effet sur le

o si AeGL (K), det(4")=

déterminant que celles sur les colonnes.

Exemple : Existe-il M € M,,,(R) telle que M**° =—1I

()
2027 °
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Déterminant et inversibilité (*) : soit 4e M (K). Alors A est inversible si et seulement si
det(4)#0.

Cas particuliers utiles :

e sia,b,c,deK,alors

c
‘zad—bc.
d

e soit 4e M, (K), triangulaire. Alors det(A4) = HAM .

k=1

Développement par rapport a une ligne ou une colonne : soit 4 M, (K) et nun entier
naturel tel que n>2. Pour 1<, j<n, on défiit le cofacteur D, =(-1)"" det(M (i, j)), ol

M (i, j)e M, ,(K)est la matrice obtenue en supprimant la i —émeligne et la j—éme colonne
de 4.

Alors det(4) = Z 4, ,;D, (développement par rapport a la j—éme colonne de 4).

i=1

Et det(A4) = Z 4, ;D, (développement par rapport a la i —eémeligne de A4).
Jj=1

Le signe de (—1)"/ dans D, est donné par le tableau de signes :

Caractérisation des bases : on considére une famille de vecteurs U = (ul,..,un) € E" . Onnote

M ,(U) la matrice des coordonnées des vecteurs de U dans B : pour tout j e [[1,n]] , la j-éme
colonne de M ,(U) est obtenue en reportant les coordonnées de u, dans B.

Alors U est une base de E si et seulement si det(M,(U))#0.

Exemple : on se place dans R*. Soit B la base canonique de R*, u=(2,3,1), v=(-3,-1,4),
w=(~1,9,16). C = (u,v,w) est-elle une base de R* ?
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a ¢ 0
, . , . . 0O b a ¢ 0
Exemple : Déterminant d’une matrice tridiagonale D =|. . . . . .|, avec
0 b a c¢

000 0 b a
a,b,c € K . Etablir une relation entre D,,D, , et D, ,pour n=>2

3) Changement de base et matrices semblables. Trace.

Soient E et F deux espaces vectoriels de dimensions respectives non nulles p et #.

Rappel (*) : On considére B = (e, e, ,.....e,)et B =(¢ e, ,.... ,e,") deux bases de £. On

appelle matrice de passage de B a B' (ou matrice des vecteurs de B' dans B ) la matrice
P=(P,)eM,(K) telle que pour 1< j<p,la j—eéme colonne de P est constituce des

coordonnees de e, ' dans labase B = (e,,e,,.....,e,). Onlanote P, ,, =M ,(B") .Onaalors :
o My (dy)="Fp.
o Py,eGL (K)et (Pyp)" =Py

Exemple : si B =(e,,e,) est labase canonique de R*et B'=(e, +e,,¢,—e¢,), donner P, .

Proposition : formule de changement de base.. Soit B et B' deux basesde £, C et C'
deux bases de F. Soit feL(E,F). On note M, .(f)=4 et My .(f)=A4". Alors

A=P. . A'(P,,) (ouencore A'=(P..)" AP, ).

Corollaire (*) : cas d'un endomorphisme. Soient B et B' deux bases de £, et P la matrice
de passage de BaB'. Soit f € L(E), M ,(f)=A et M, (f)=A"'. Alors A=P A'P™" (ou aussi

A'=P'4P).

Matrices semblables (*) : soit 4,4'e M, (K ). Aet A' sont semblables si et seulement si une
des deux conditions équivalentes suivantes est vérifiée :
e Ilexiste PeGL,(K) telleque A=P A'P""
e [l existe un espace vectoriel F , deux bases B,B' de E et feL(E) tels que
A=M,(f) et A'=M,(f)(c’est-a-dire que A4 et A' représentent un méme
endomorphisme dans deux bases différentes).

Preuve : non faite a priori.
Définition (*) : On définit ’application Trace trsur M, (K )par VAe M, (K),tr(A) = z A;;

i=1

(c’est la somme des termes diagonaux de la matrice).
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Propriétés :
e L’application #r est une forme linéaire sur M (K).
e SiAeM (K),alors tr(A)=tr(A")

Proposition (*,PV) : soient 4,B,4'e M (K).
e Onaw(4AB)=tr(BA)
e On suppose que Adet 4' sont semblables. Alors tr(A)=tr(A4'), rg(4A)=rg(A') et
det(A4)=det(4").

Preuve :

Remarques :
¢ Que peut-on dire d’une matrice semblable a 17, ,avec e K ?

0
1
rangs, traces et déterminants ?

1 11
e Les matrices A:[O j et A':(O J sont-elles semblables ? Que dire de leurs

Définition : soit /'€ L(E). Alors tr(M S )) ne dépend pas de la base de E choisie. On pose
ainsi tr(f) = tr(MB (f)) , ou B est n’importe quelle base de F .

Exemple (*,PV) : soit p € L (E) un projecteur. Alors il existe une base B de E telle que M ,(p)
est diagonale. De plus, tr(p) =rg(p).

4) Interpolation de L.agrange et Vandermonde

Propriété-définition (*) : polynomes interpolateurs de Lagrange. Soit x,,...,x,,, € K, deux a

n+l

deux distincts. Soit i e[[l,n+1]]. Alors il existe un unique polynome P €K, [X ] tel que
P (x;)=1cttel queV j#iF (x;)=0.

Preuve : par analyse et synthése.

Proposition (*,PV) : Soient x,,...,x,,, € K, deux a deux distincts et 7, ,...P,

n+l

. Alors B=(P,,...P,,,) estune base de K, [X].

les polyndmes

interpolateurs de Lagrange en x,,...,x

n+l1

n+l

De plus, si PeK, [X],P = ZP(xk)Pk
k=1

Preuve : a faire.
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Corollaires :

n+l
e Sous les mémes hypotheses, ZQ =1.

k=1
e Siy,..», €K,Iilexiste un unique polynome P €K, [X] tel que pour i e [[1,n+1]]

,onait P(x,)=y,.
Preuve : avec les polyndmes de Lagrange ou directement avec un isomorphisme.

Proposition (*) : Déterminant de Van der Monde. Soit n>2 . Soit x,,..,x, €K et

2 n—1
1 x] xl “en e xl
2 n—1
I x, x X,
1 . s
X X)) =1 . . . . .
V. (x ; la matrice de Vandermonde associée
1
2 n—1
1 xn xn DY DY xn
n j-1
Alors D, =det(Vn(xl,...,xn))= H (x; —x,)= (x;—x,).
1<i<j<n j=2 i=1

En particulier, V, (x,,...,x,) est inversible si et seulement si x, ,..., x, sont deux a deux distincts.

Preuve : on distingue deux cas.
e SidJp#gq tel que x, =x,, alors la matrice a deux colonnes identiques donc elle n’est

pas inversible. On a alors D, =0 = H (x;—x;)

1<i<j<n

e Sinon on procede par récurrence sur n =2 et on prouve P(n) : «si x,,...,x, € K sont

n j-1
deux a deux distincts, alors D, = [] (x;—x)=]][[(,-x) »

1<i<j<n j=2 i=I

Remarque : on prend x,,...,x,,, € K, deux a deux distincts, et y,,...,y,., € K. On cherche

n+l n+l

P :iakX" e K,[X] tel quepour i e[l,n+1], onait P(x,)=y,.

k=0

2 -1

1 xl xl e cee xl" aO yl
2 n—1

I x, x5 X,

. e |1 . )
Le probléme s’écrit | . | . . = et a une unique solution car la
1
I x, x - x'' Na, Y,

matrice est inversible.
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Proposition (*,PV): soit feL(E). Soit 4,,4,,..4, € K, tous distincts. On note pour
1<i<k : F, =ker(f—21d,). Alors la somme F, +...+ F, est directe.

Preuve : on écrit la liberté et on applique /. On conclut avec les polynomes de Lagrange.

5) Sous-espaces stables et matrices par blocs

Soit £ un K - espace vectoriel de dimension n e N’

Définition (*) : soit F un sous-espace vectoriel de E . Soit f € L(E). On dit que F est stable
par f'sietseulementsi f(F)c F(VxeF,f(x)eF).

Fo>F
L’endomorphisme induit par f sur F est alors f. : .Onaainsi f,. € L(F)

x— f(x)
Exemples : soit u € L(E).
o {0,}et Esont stables par u.

e Soit A€ K. Alors Im(u), Ker (u) sont stables par u
e On suppose que p est la projection sur 4 parallelement & B, avec 4@ B = E . Donner
I’endomorphisme induit par p sur Aetsur B.

Proposition (*) : soit u,ve L(E). Soit A € K. On suppose uov=vou. Alors Ker(u—Ald,)
est stable par v (en particulier, Ker (u) est stable par v).

Preuve : a faire.

Matrice par blocs : soit M € M, (K). Soit g €[1,n—1].

On peut écrire M sous forme de matrice par blocs :

A B
M:(C DJ,avecAqu(K),Bqu’nq(K),CeMnq,q(K),Dean(K),
1 6 7
Il’l Il’l
Exemple: M =0 3 -1|,0u M = EMZn(R)-
410 On 1

Proposition : soit u € L(E) . Soit F un sous-espace vectoriel de £ de dimension g € [[l,n —1]].

Soite = (el,..,en) est une base de FE adaptée a F, telle que (el,..,eq)est une base de F .

B
Alors u(F)c F'si et seulement si la matrice de # dans e est égale a M :(0 D]’ avec

AeM (K),BeM,, (K),DeM, (K).

q,n—q n—q

A est alors la matrice de u . dans la base (e1 s €, ) .
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Preuve :

Exemple : soit 7 un sous-espace vectoriel de £ de dimension ¢ € [[1,n —1]] .

Déterminer dim({u e L(E),u(F)c F})

p P
Généralisation : On suppose que E=@F,, avec Vie[l, p],dim(F)=d, (donc D d, =n)
pur pu

Soit B est une base de £ adaptée a cette décomposition. B est ainsi la famille de vecteurs
obtenue en juxtaposant les vecteurs des bases B, B,,...,B ., de F,F,,....F -

4 ... 0
Alors (Vie[l,p],u(F)c F)si et seulement si M, (u)= 31 . i | est une matrice
0 - 4
diagonale par blocs, ou pour tout ie [[1,p]] A =M, (u)eM, (K)
A F . x
Lorsque M =M ,(u) = « |- 00 4., 4, sont des matrices carrées, on dit que
0 -~ 0 4

M est triangulaire supérieure par blocs ; onaalors u(F)c Fy, u(F,® F,)c F,® F, ,...et ainsi
de suite.

A B A" B’
Opérations sur les matrices par blocs : Soit M = [C j, N :( et AeK, avec

D c' D
4,4'eM (K),B,B'eM,, (K),C,C'eM,  (K),D,D'eM, (K). Alors
A+AA'" B+ AB' AA+BC' AB'+BD' , (47 CT
M+ AN = , M N= et MT =
C+AC' D+ AD' CA'+DC' CB'+DD' B" DT

Preuve : non faite. Explication :
Attention : il faut bien respecter ’ordre dans les différents produits matriciels car ils ne

commutent pas. Les tailles des blocs doivent étre compatibles pour que les produits matriciels
aient un sens.

) A A D D
Exemple : soit 4,De M, (K). On suppose Aet Dsemblables. Alors 0 et

A 0 D
A 4 P 0D DYP' 0
sont semblables. Avec =
0 4 0 PO D)l o P!

Proposition (*) : déterminant par blocs. Soit ¢ [[1,n—1].

) A B
Sth:[O D]eM"(K), avecdeM (K),BeM,, (K),DeM (K)

q.n—q

Alors det(M) = det(A).det(D)
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A B I BYA O _ )
Preuve : M = =1 . Puis on calcule le déterminant de chacune de ces
0 D 0 D)0 I

matrices en développant par rapport aux colonnes la ou il y a I’identité.

Remarque : une formule analogue pour

B
D ‘ = det(A4).det(D)—det(B).det(C)n’aurait pas

de sens car les matrices B, C ne sont pas carrées en général. C’est faux méme si elles le sont

12 12
toutes (avec M = ).
1, 2I,

Propriété : Soit M = , triangulaire par blocs. ou A4

1929

;‘ A ,sont des matrices
0 « 0 4,

carrées. Alors det(M )= ﬁdet (Al.)
i=1

Preuve rapide : se déduit directement de la proposition précédente par récurrence. C’est vrai
aussi pour les matrices triangulaires inférieures car le déterminant d’une matrice est égal a celui
de sa transposée.

6) Polynomes d’endomorphismes et de matrices.

Soit E un K espace vectoriel. Soient u,ve L(E). Soitaussi neN'etde M, (K)

Définition (¥) : soit P = Zp:akX" eK[X].

k=0

P
o On définit P(u)eL(E) par P(u)=)Y au* =a)d, +au+auou+..+au’. Ii,
k=0

1
u’=Id, et Vne N,u"" =u" ou=uou".

P
o Ondéfinit P(4)e M, (K) par P(A)=> a, A" =al, +aA+a,A" +..+a,A".

k=0

Exemple : soit P=2+3X+X et Ae M,(K). Préciser ce que vaut P(4).

Propriétés : soient P,Q e R[X]. Soit ue L(E)et AeM,(K). Alors :

o PQ(u)=Pu)eoQu)=Q(u)o P(u)
* PQ(A)=P(A)°Q(4)=0(A4)° P(4)

Preuve non faite. Explication sur un exemple avec (3u” —21d,) o(4u3 + u) .
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P
Corollaire : soit u € L(E). Soit P =) a, X" e K[X]. Alors ker(P(u)) est stable par u .

k=0

Définition : soit P = Zp:akX" eK[X].
k=0

* Pestun polynéme annulateur de u si et seulement si P(u)=0, ;.

e P estun polynome annulateur de A si et seulement si P(A4) est la matrice nulle.

D) Méthodes en algébre linéaire :

Soit £ est un K —espace vectoriel.

Montrer une égalité d’espaces vectoriels en dimension finie : soient F',G deux espaces
vectoriels de dimension finie. Pour montrer ¥ = G, on a deux méthodes possibles :
e Montrer FcGet G F

e Montrer une des deux inclusions et dim(F ) = dim(G)

Montrer qu’une famille L =(e,,...,e ) est une base de £ :

e Sion connait la dimension de E, il suffit de montrer qu’elle est libre ou génératrice.
e Sion ne connait pas la dimension de E, on prouve qu’elle est libre et génératrice.

Montrer que F' c E est un espace vectoriel :
e On peut utiliser le critére de sous-espace vectoriel.
e On peut montrer que F est le noyau d’une application linéaire.
e Onpeut montrer que F est1’espace vectoriel engendré par une famille finie de vecteurs.

Pour trouver la dimension de F':
e Déterminer une base de F et compter le nombre d’éléments.
e Montrer que F est isomorphe a un espace vectoriel dont on connait la dimension.
e Montrer que F est le noyau d’une application linéaire dont on connait 1’image.

Exemples :
o Soit H={MeM,K),ir(M)=0}. Montrer que FHest un espace vectoriel, en
déterminer la dimension.
e Déterminer dim(S, (R)) pour neN".

Montrer que FO®G=EFE :
e En dimension finie, deux méthodes :
FnG={0}
dim (F)+dim(G) =dim(E)
- on peut aussi montrer qu’en réunissant une base de F et une base de G, on
obtient une base de E .

e En dimension quelconque, on peut :
- prouver Vxe E,3!I(f,g)e FxG,x=f+g

- on prouve le plus souvent {
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- montrer FﬁGz{O}et F+G=F.

Exemple 1 : soit E un espace vectoriel de dimension n € N". Soient u,v e L(E). On suppose
ker(v) =ker(uov) et Im(u)=Im(ucv).
Montrer que Im(v) @ ker(u)=F .

Exemple 2 (*) : Soit neN". Montrer S, (R)® 4, (R)=M,(R).

Montrer qu’une matrice 4 € M ,(K) est inversible et éventuellement calculer son inverse.

e Sion veut seulement montrer A inversible, mais pas calculer I’inverse :
- Il suffit de prouver que la seule solution de 4X =0 est X =0.
- Quand il est facile a calculer, on peut aussi vérifier que det(A)=0.

- On peut aussi montrer rg(A) = p avec les colonnes de 4.

e Sion veut montrer que A est inversible et calculer son inverse, on peut :

n
- Trouver un polynéme annulateur PzZakX k, avec a,#0. Alors on écrit
k=0

n—1 n—l
A[— L g j =1,, eton conclut A inversible et 4" = —Za—"Ak'l :

k=1 k=1 Gy
- Si Aest la matrice dans une base B d’une application linéaire f bijective dont
on connait la réciproque ', alors 47 =M, ( f '1)
- Résoudre le systtme AX =B avec Be M, (R), quelconque, ou utiliser des

opérations ¢lémentaires pour passer en parallelede 4a [, etde /,a A,

Calculer 4" ,avec neN’", pour AeM (K):

e Deviner le résultat ou sa forme et le prouver par récurrence.

e Utiliser le bindbme de Newton en écrivant A=B+C, ou BC=CB, lorsque les
puissances de B et C se calculent bien.

e Obtenir une matrice simple (si possible diagonale, sinon triangulaire) a laquelle A est
semblable. Alors 4 =P D P 'ou P est une matrice inversible. Alors 4" =P D" P™".

e Utiliser une application linéaire f dont la matrice est 4 et calculer A”a I’aide de ™"

ici f"désigne une composée).
g p

Exemple 1 : on suppose que 4 € M (R) est la matrice d’un projecteur de R”.

Calculer, pour ne N, (I, +4)".

n

(I, + A’ :Z(Z]A" —(2"=1)4+1,.

k=0
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1 1 1 1
01 23 R, X|>R,[X
Exemple 2 : soit 4= . En utilisant f: [X] R ], Calculer 47" et A"
0013 P P(X +1)
0 0 01
pour neN.
1 n n n 1 -1 1 -1
0 1 2n 3n o1 2 3
f"(P)=P(X +n). 1l vient 4" = T et 4 =
0 0 1 3nm 0 0 1 3
0 0 O 1 0 0 0 1

Montrer que deux matrices 4,M e M ,(K) sont semblables (ou pas)

e Siles deux matrices n’ont pas méme rang, méme trace ou méme déterminant, alors elles
ne sont pas semblables.

e Pour étudier en général si elles sont semblables, on prend f canoniquement associée a
A et on cherche s’il existe une base Cde K” telle que M =M .(f).

* Garder en téte que si 4 € K, la seule matrice semblable a A7, est A/, .

-1 1 0 1
Exemple 1 : soient A:( : J et A':(O OJ' Montrer que ces deux matrices sont

semblables.

Exercice 2 : soit Ae M, (K)telle que 4" #0mais 4" =0. Montrer que A est semblable a

0 0 -« - 0
1 0 0
=10 . . :
0 0O 1 0
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