PC*/PC — Mathématiques
Mme Balsan/Mme Long - Lycée PASTEUR TD Eté - Facultatif

TD Eté - Facultatif
Exercices classiques.

Le nombre d’étoiles indique la difficulté (* a ****)

I Quiz de cours, facon fin d’oral de concours.

Tracer & main levée les graphes des fonctions suivantes sur leur ensemble de définition :
1. z — arcsin(x)
2. x — arctan(x)

3.z e, z—1In(z), z—x+1et z— z— 1 sur le méme graphe.

4. x +— sin <l>
x
3z 42
-5
x + arccos(z)
x — th(z)

x — xsin(z)

©» N o

1
9. z+— xsin —)
T

10. z — oz — |z

n est un entier naturel non nul. Donner les bases canoniques de K™, M,, ,(K), de K,[X], de K[X].

n est un entier naturel non nul. Donner la formule des produits scalaires canoniques de K", M,, ,,(K),
de K,[X], de K[X].

n est un entier naturel non nul. Donner I’écriture explicite et le cardinal de U,,.
Enoncer le théoréeme de changement de variables.

IE’ Donner la définition quantifiée, et exprimer par une phrase orale, de l'injectivité et la surjectivité
d’une application d’un ensemble dans un autre.

Enoncer le théoréme de la limite monotone (pour une suite, et pour une fonction).
Enoncer le théoréme des valeurs intermédiaires.

IE’ Enoncer le théoréme de Rolle et le théoréme des accroissements finis.

=
o

Enoncer la division euclidienne dans N,la division euclidienne dans K[X].

-
-

—
[\

Définir la multiplicité d’une racine o dans un polynéme P.

Enoncer le théoréme de la limite de la dérivée, puis le théoréme du prolongement Ct.

=
w

Donner la formule des coefficients du produit de deux polynomes.

=
'y

Exprimer la somme et le produit des racines d’un polynome en fonction de ses coefficients.

—
()}

Enoncer la formule de Grassman.

—
=2}

Enoncer le théoréme du rang.
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-

7| Donner la dimension de L(E, F) lorsque F et F sont deux K-espace vectoriels de dimension finie.

=
0d]

Donner I'expression des coefficients d’un produit de deux matrices.

Donner Pexpression du produit de deux éléments de la base canonique de M,,(K).

N
(e}

Donner la formule de changement de base pour les matrices d’applications linéaires.

[\V]
g

N =
=) (=) (5] (2] (3] (8] [2] [¢] (=) [ [3]

Donner la formule de changement de base pour les matrices d’'une famille de vecteurs.
Donner le lien entre la matrice d’un vecteur et la matrice de son image par u ne application linéaire.

23| Enoncer toutes les propriétés du déterminant d’une matrice carrée.

N

4| Définit le déterminant d’une application linéaire et donner ses propriétés.

[\
[

Enoncer la formule de Taylor avec reste intégral .

=2}

Enoncer 'inégalité de Taylor-Lagrange.

Enoncer la formule des probabilités totales, la formule des probabilités composées, retrouver la
ormule de Bayes.

=

8| Donner 'espérance et la variance d’une variable de Bernouilli, d’une variable binomiale.

N
©

2] [¢] [£] [g] [ 5

Enoncer l'inégalité de Cauchy-Schwarz dans un espace préhilbertien réel, et donner le cas d’égalité.

30| Enoncer I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour les fonctions continues sur un segment.

w
g

Donner la formule qui donne la base orthonormalisée de Gram-Schmidt.

W
N

Donner la formule du projeté orthogonal sur un sous-espace vectoriel de dimension finie.

33| Enoncer le critére de Riemann pour les séries.
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II Quiz de contre-exemples, facon fin d’oral de concours.

* Donner un exemple de trois nombres entiers a, b, ¢ qui sont premiers entre eux dans leur ensemble
(c’est-a~dire que leur seul diviseur commun dans N est 1) mais pas premiers entre eux deux a deux.

* Donner un exemple de fonction continue mais pas dérivable.
* Donner un exemple de suite non bornée, n’admettant aucune limite, finie ou infinie.

*** Donner un exemple de fonction f qui admet un minimum local en un réel zg, mais qui n’est pas
décroissante sur un voisinage a gauche de x( puis croissante sur un voisinage & droite de x.

*** Donner un exemple de fonction admettant un développement limité a 1’ordre 2 mais qui n’est
pas deux fois dérivable.

@ * Donner un exemple de fonction f dont la dérivée s’annule en un point qui n’est pas un extremum
local.

* Donner un exemple de fonction f qui admet un extremum global en lequel f’ ne s’annule pas.
* Donner un exemple de suite (u,) telle que (u,,) converge vers 0 mais y  u,, diverge.
@ ** Donner un exemple de suite (u,) telle que (w41 — uy) converge vers 0 mais (u,,) diverge.

** Donner un exemple de deux suites (u,) et (v,) telles que u,, ~ v,, mais e et e’ ne sont pas
équivalentes.

** Donner un exemple de deux suites (uy,) et (vy,) telles que uy, ~ vy, Y uy, converge mais y . vy,
diverge.

** Donner un exemple de 2 matrices A et B telles que AB # BA.

** Donner un exemple de 2 matrices A et B telles que AB = 0 mais A # 0 et B # 0.

** Donner un exemple d’un espace vectoriel E, de 2 sous-espaces vectoriels F' et G de F, tels que
F et G sont en somme directe mais pas supplémentaires.

** Donner un exemple d’une application linéaire u telle que Ker(u) et Im(u) ne sont pas en somme
directe.

** Donner, en dimension infinie, un endomorphisme surjectif mais pas injectif.
** Donner un exemple de deux événements indépendants mais pas incompatibles.

* Donner, dans un méme jeu, un exemple de 2 variables aléatoires X et Y qui suivent la méme loi
mais ne sont pas égales.

*** Donner un exemple (en dimension infinie) d’un espace préhilbertien réel FE, d’un sous-espace
vectoriel F de E tels que F et FX ne sont pas supplémentaires.
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Exercices

[. Calculs

1/ Calculer

2 (1) 2 (7)
]hdMMmL:<%>

k=

w3

b/22k<z>
c/ z”: zk z”: ka*
k=0 k=0

2/ Donner la formule de sin(22) en fonction de sin(x) et de cos(x), et simplifier cos(z) cos(z) cos(4x)- - - cos(2"~1x)
3/ Déterminer tous les nombres réels o vérifiant (z + 1) > 2 — 2, puis ceux vérifiant (z + 1)2 > |z — 2|

4/ Donner la dérivée de ¢t — sin (cos(In(t)))

. 1 . . PN
5/ ** Montrer que la fonction z — exp (——2 est de classe ¢ sur R et déterminer sa dérivée n-eme.
x

6/ Effectuer la division euclidienne de X4 + X3 +2X + 1 par X2 + X + 1.

II. Equations différentielles linéaires

d’ordre 1 :
1/ Résoudre (i) 3/ (z) — y(z) = sin(x)e?® (ii) (14 22)y/ (x) + 22y (x) = 23
(iii) (2 = 1)y'(z) + ay(z) = 2° —x

2/ Résoudre sur RY (e” — 1)y (z) +ey(z) =1

3/ Résoudre ¢/ (x)sin(z) — y(x) cos(x) + 1 = 0 sur |0, puis sur |r, 2r[. Existe-t-il des solutions sur 0,27 [?

d’ordre 2 a coefficients constants

4/ Résoudre (1) y"'(x) + 4y’ (z) + 4y(z) =0 (i) y" (x) — 2y’ (z) + 2y(r) = 2sinh(x)cos(x)
(i1i) y" (x) + 16y(x) = sin(x) + cos(4x) (iv) y'(r) — 3y’ (z) + 2y(x) = 2cosh

(v) y"(z) +y(z) = 2 cos? ()

5/ Résoudre —y”(x) + 2y (x) + my(x)=e™* m e R

Autres exercices
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6/ Résoudre vy (z) + y(x) = alx| + b . Existe-t-il des solutions sur IR?
1
7/ Déterminer f : [0,1] — R de classe ¢! vérifiant Vo € R f/(z) + f(x) + / ft)dt =0
Jo

8/ Déterminer f : R — IR de classe ¢! vérifiant Vo € R f/(2) + f(—2) =€

III. Complexes

25
3vV3 —i
V3 +2i

1+d*  a-i)*
(1-i)?  (1+i)?

(ii)

1/ Simplifier (7) <

1¢ 1:

2/ Montrer que (i) (1 —1) (cos% +isin %) (V3—i)=2V2 (C()S % —isin %)
(i) V2(cos & + isin %) _ V3 —i

144 2
3/ Linéariser (i) cos®fsin® 0 (ii) cos™ 0 (iii) cos™ 0 sin® 0
Calculer (7) sin(66) (i) cos(50)
4/ Résoudre dans € les équation suivantes: (i) 2* — (5 — 14i)2%2 — 2(5i +12) = 0
(ii) 22 + (5 —2i)z+5 —5i = 0 (iii) 922 —3(3 — i)z +4—3i =0 (iv) 2% —i =6(z +1)

(v) 23 — (1 +2i)2% + 3(1 +14)z — 10(1 + i) = 0 sachant qu’il existe une solution imaginaire pure. Si on note
21 , z2, 23 les racines, quelle propriété possede le triangle de sommets les points ayant ces trois affixes ?

5/ Rappeler les racines n°™¢ de I'unité. Calculer la somme des puissances p™¢ des racines n°™¢ de 'unité.

6/ Déterminer les racines quatrieme de 1 + 4.

7/ Résoudre (i) 2" +1=10 (ii) (z+ )" = (z — )"

8/ Calculer (i) Z cos(k0) (11) Z sin(k0) (i11) Z <k> cos(k0) (iv) Z (k) sin(k0)
k=0 k=0 k=0 k=0

IV. Développements limités

1/ (i) dlg en g puis en % de sin et cos (i1) dly en 2 de In , exp (iit) dls en 0 de tan , tanh

(iv) dlg en 0 de arctan , arcsin (v) dlz en 1 de arctan , dly en 400 et en —co de arctan

(vi) dlz en 7 de tan {/4(73 + x3)

EE A
2/ Déterminer (i) lim <L> onta>0etb>0

r——+o0o 2
(ii) lim (cos - 2sinz)* (iii) Tim (27437 —12)*(E0)

2+ 3z — 2t

3/ Donner un équivalent simple, puis la limite, des expressions suivantes: (i) o e

n +00
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sin(z) +e” — 4 n ln(l—|—n)
prR— en +o0o (iii) an ()

4/ ** Donner une éeriture asymptotique des expressions suivantes a la preision la meilleure possible @ (7)

1 1
n(n) en supposant u, =n + nin(n) + O (%) et v, = In(n) + o(y/n)

en +oo (iv) eVTFL — eV en 400

(ii)

Up, + Uy —

(ii) f(z) 4+ xg(x) en 0+ et en 400, en supposant f(x) = 2In(z) + 37 + 2% + o(24) et g(x) = o(z In(x))

V. Calcul de primitives

1/ (i) /111(:,7)(1.7: (ii) /ar(:tan(m)dm (iii) /

1—|—zx

si a? # b2 (iv)/sin(a:n) sin(bz)dx (v) /sin(am) cos(bx)dx (vi) /cos(am)cos(bm)dm

(22) .
(vii) / n( Coi s;Fn 57 dx POSEr U = COS T (viii) / tan?(z)dx poser u = tan(x)

(iz) /1 dx
) VT =22+ V1 + 22

utiliser la quantité conjuguée

1
en posant r = 7

I .4 . 2 dx
VI. Algebre linéaire
Matrices

1/ Effectuer les produits matriciels AB et BA quand c’est possible
‘ g 1 -1 5 1
(i)Az(‘; _01 _,1>B=(_°1 _72> (ii)A=| 1 2 3 |B=|[-1
° -2 -3 0 2
0 0 1
(iii) A = L2y p_ (5 2 (iv) A=1 0 0| B=
0 1 -1 -1 01 0

2 3 =2 1 2 -1
2/ Déterminer B pour que A=BCsiA=|4 -1 -2 C=( 2 -1 -1

0 1 0

(1 1 0 =3 i T T
?’/A—(3 01 0) calculer AT A et AA

4/ Caleuler A" si (i) A = (é ; ) (ii) A = (Zi?((z)) —;1:(1%))

5/ Soit A = < _31 _42 >, calculer A2 — 3A 4 21, . Montrer que A est inversible et calculer A1
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1 2 3 1 a a® 1 (1) 8 _01
6/ Inverses s’ils existent et déterminants de (i) [ 2 3 1 (i) {1 b b (i) 011 0
3.1 1L e & 00 1 1

Systemes
3r1 — o + 13+ 214 = 18
2x1 — dx9 + x4 + 15 = —
7/ Résoudre (i) < x1 + 2wy — 25 =8
200 + 13 — 24 + 75 = 10
T+ 20 — 33+ x5 =1

.T1+1?2—2IL’3+174:1
. Ty —3rs + 23 +x4 =0
(i1) 4oy — w19 — 13 — X4 = 1

4([71+3£E2—41?3—ZL‘4=2

T+ Ty = aq Z9 —azy =b
To + T3 = as z3 —azy =b

2x1 +8rg —x3 =8 (iv) ¢ ° (v)

dx1 + 229 + 323 = —1
(114) {
921 + 22+ 823 =0

Tpo1+ Tpn = Gn_1 Zn —QZp_1 =0
T, + 11 =a, 21 —az, =b

Espaces vectoriels. Applications linéaires

8/ Montrer que les ensembles suivants sont des espaces vectoriels sur R de dimension finie. Base et dimension
et trouver un supplémentaire si

x
()E={i|y | cR® ;20—y+2z=0} (i) E = {u
z

eR? ; z—24t=0 y—z+22=0}

~ N R R

(iti) E = {A € M32(R) ; somme des éléments sur chaque ligne vaut 0}

9/ ** Montrer que F = {a+b(1 —v2)2 +¢(1+v2)2 ; (a,b,¢) €Q} est unQ-espace vectoriel. Base et
dimension ?

10/ Les ensembles suivants sont-ils des espaces vectoriels 7

() Les suites complexes bornées (i) Les suites réelles monotones (i7i) les suites réelles arithmétiques
1 1 2
4 . L2 10 10
11/ Dans IR* R-espace vectoriel, on considere 03 0 v |, v |y
1 1 2
1 -1 2 2
w) 2 wk ! Wy | ! w 2
0 1 1 2

Montrer que (v, v3) , (W, s, ws) , (U1, 93, W), ws) sont des familles libres de IR*
Déterminer une base de Vect(vi, 03, v3) et en trouver un supplémentaire .
Déterminer une base de Vect(w, wa, ws, 1wy) .

—
Il

Déterminer Vect(v1, 03, v3)+Vect(wh, wh, ws,wy) et Vect(vi, v3,v3) N Vect(wi, wa, ws, wy)
12/ Montrer que les fonctions (cos, sin, f,g) sont libres ou f(z) = xcos(z) ¢(r) = xsin(x)

13/ Montrer que les applications suivantes sont linéaires. Ecrire leurs matrices dans les bases canoniques.
Déterminer leurs noyaux et images.
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(i) f : R® — RR? (ii) f : R* — R*
(ZE,y,Z) — (ZE —y,.T—Z) (I7y7Z,t) — (x+y,y+Z,Z+t,t+{I‘)

(iii) [+ Rs[X] — Rs[X]
P RN P/ + X2P//
14/ E C-espace vectoriel de dimension 3 (€7, €3, €3) une base
On définit (T,U) € L(E)? par T(e1)=T(e3)=T(e3)=¢1 + é5+¢é3 Ul(ei)=e5 Ules)=e5 Ules)=e1
Calculer T'(F), U(Z) pour ¥ € E. Déterminer KerU, ImU, KerT, ImT
Vérifier que T et U commutent, et calculer U2 , U3 | T? | T (n € N¥)

15/ FE = {ii(v,y,z,t) ER* ; 2+y+z+t=0}
f: E— 1R Montrer que f est linéaire
o e o 4V s O a0 L 3t Ker(f)? Im(f)?

16/ f LR fD)=7 1) =) =5(G+F)
Ker(f) ? Im(f) ? Montrer que Im(f) & Ker(f) = R3

17/ ** E F, G trois [K-espaces vectoriels , f € L(E,F) , g € L(F,G) , montrer que
Ker(gof) = Ker(f) < Ker(g) N Im(f) ={0}
Im(gof) = Im(g) <= Ker(g) + Im(f) = F

18/ ** Déterminer 'image et le noyau de Pendomorphisme ¢ de R, [X], avec ¢(P) = P(X + 1) — P(X)

19/ ** On considere deux entiers naturels non nuls n et p, (a1,---,a,) € K? deux & deux distincts.
Déterminer la dimension de F' = {P € K, [X]; P(a1) =--- = P(a,) =0}

1 . o 11 0 1 .1

1 o o 10 Lo
20/ ** Calculer les déterminants suivants | * oo B

1 10 1 1

1 0 1 -1 -1 0],

VII. Probabilités

1
1/ X — B déterminer IE(2¥) et B ——
/ X < B(n,p), déterminer ( ) e (X n 1>

2/ Le gérant d’un magasin a recu un lot de boites de DVD. 5% des boites sont abimées. Le gérant estime
que :

60% des boites abimées contiennent au moins un DVD défectucux.

98% des boites non abimées ne contiennent aucun DVD défectueux.

Un client achete une boite du lot. On désigne par A I'événement : “la boite est abimée” et par B I’événement
“la boite achetée contient au moins un disque défectueux”

Donner les probabilités de IP(A), IP(A) , P4(B) , P(B|A) , P(B|A) , IP(B|A)

Le client constate qu'un des DVD acheté est défectueux. Quelle est a la probabilité pour qu’il ait acheté une
boite abimée.
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3/ Un questionnaire & choix multiples propose m réponses pour chaque question. Soit p la probabilité qu'un
étudiant connaisse la bonne réponse a une question donnée. S’il ignore la réponse, il choisit au hasard I'une
des réponses proposées. Quelle est pour le correcteur la probabilité qu'un étudiant connaisse vraiment la
bonne réponse lorsqu’il I’a donnée ?

4/ Une urne contient 12 jetons numérotés de 1 & 12. On en tire un au hasard, et on considere les événements
A “le numéro est pair’et B “le numéro est un multiple de 3”

Les événements A et B sont-ils indépendants 7

Méme question avec si 'urne contient 13 jetons.

5/ A et B sont deux avions ayant respectivement 4 et 2 moteurs. Les moteurs sont supposés indépendants

les uns des autres, et ils ont une probabilité p de tomber en panne. Chaque avion arrive a destination si
moins de la moitié de ses moteurs tombe en panne. Quel avion choisissez- vous ? (on discutera en fonction

de p).

6/ On lance une piece de monnaie dont la probabilité de tomber sur pile vaut p. On note X la variable
aléatoire correspondant au nombre de lancers nécessaires pour obtenir r fois pile. Quelle est la loi de X 7

Calculer E(X).

7/ On lance deux dés équilibrés, on note Uy et Us les variables aléatoires correspondant aux résultats obtenus.
On appelle X = min(Uy,Uz) et Y = max(Uy, Us)

Donner la loi de X. Calculer IE(X)
Exprimer X 4+ Y en fonction de Uy et Us. En déduire IE(Y)
Exprimer XY en fonction de U; et Us. En déduire Cov(X,Y)

8/ ** En supposant que X et Y sont indépendantes et suivent toutes deux une loi uniforme sur [1,- -, n],
et en posant m = min(X,Y’), déterminer, pour k € [1,---,n] P(m > k), et en déduire la loi de m.

VIII. Espaces euclidiens

1
1/ Orthonormaliser la base (1, X, X2) de Ra[X] pour le produit scalaire < P, Q >= / P(t)Q(t)dt
0

puis pour le produit scalaire < P,Q >= P(0)Q(0) + P(1)Q(1) + P(—1)Q(—1) (on vérifiera que I'on a bien
un produit scalaire sur R2[X]

2/ Dans R? ev euclidien soit P:ox—2y+32=0

Ecrire la matrice de la projection orthogonale sur P et la matrice de la symétrie orthogonale par rapport a
P dans la base acanonique de R3.

3/ u1(1,2,-1,1) e R*  3(0,3,1,—-1) e R*  F=Vect (u}, )

Déterminer une base orthogonale de Ft.

[X. Séries

1
Déterminer la nature (convergente ou divergente) de la série dont le terme général est : (7) u, = = (i1)
, , , n
1 sin(n) + n?
Up = —F 1) Uy = ————
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ﬁwzm::$n<%)<+cos(%)<-1 (v **un::ﬂﬁﬁ%%g (vi **“n::““((_iw)

X. Fonctions de plusieurs variables

1/ Etude de la limite en (0,0) de

sinh?(2) sinh? (y)

(i) f(,y) = — e

Y
r+y

(ii)/ f(z,y) =

o of o o O 0
2/ Caleul de 22 = 53 Guty 05

apres avoir donné Dy et justifié P'existence de ces dérivées

partielles pour
Yy

(i) flx,y) =2 = 32y + day® —y* (i) flz,y) = / e Intdt

x

c+y >0}

f:E—R
ry af | of . 2P Pf o LS
(r,y) — P Calculer 1‘,0:6 + y@y ; T 722 + nyaxay +y pYE

4/ Soit f(z,y) = 3ry — 22 — y?, déterminer Dy et une équation du plan tangent en (1,2).
Déterminer (x,y) pour que le plan tangent soit parallele au plan 2 4+ y + z = 0.

Déterminer (r,y) pour que le plan tangent soit perpendiculaire & la droite passant par 'origine de vecteur
2

directeur | —1
-1

1o



