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Correction du TD n°5

Exercice 4: Dialyse

1) D’apres la loi de Fick, le vecteur densité de flux de particules et le flux de par-
ticules s’écrivent :

?:—DgH’in:—D%Z et <p://7>-(d5u_>x):—SDd—n
S

En régime stationnaire et en I'absence de sources, le flux est conservatif donc :

dn ¢ B ¢ x
ix~ sp e et n)=A-gp
Les conditions aux limites en x = 0 et x = e s’écrivent :
pe
n(x =0) =m e n(x=e)=mny <D

SD (ny —ny)

On en déduit| ¢ = .

2) Entrelesinstants t et  + dt, le nombre de particules qui traversent la membrane
du récipient (1) vers le récipient (2) s’écrit :
SD (111 — le) dt

ON1_p = ¢pdt = .

Les bilans de particules pour chacun des récipients s’écrivent alors :

dN; AN SD —
ANy = —pdt et dN; = +¢dt dou —2=-""TL_¢p= SD(m —nz)
dt dt e
Les volumes des récipients valent V et 2V doncny = N;/V etny = N /2V. En
éliminant 717 et 1 on obtient :

dN; _ dN; _ SD(2N; — Np) ANy dN; 2N, — N,
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3) En sommant les deux équations, il vient :

AN, dN,

W"‘W:O soit

‘Nl(t) + Ny(t) =cste=ngV

En éliminant N, = npV — Nj dans I'équation pilotant 1’évolution de Nj, il
vient :
le - N2 — 2N1 no V— 3N1 . T le no 1%

i — t 20N =2
dt T T S0t E’)difjL 1 3

En sommant la solution particuliére constante de I'équation complete et la so-
lution de I'équation homogene, il vient :

|4 3t
Ni(t) = nOT + A exp (— T)

La condition initiale permet de déterminer la constante d’intégration :

2
N1(t:0):%+A:nOV soit A= ngv

et finalement | Ny (t) = TV (1 +2exp (— 3;))

Ala date T ot1 la concentration en urée a été divisée par deux, on a donc:

V. nyV 3T . 3 3T
2—3(1—|—Zexp( T>> soit 2—1+2exp< T)

puis exp (f %) = }I, soit en passant aux logarithmes :

3T , Tln4
—T——ln4 puis |T = 3

Exercice 5: Taille critique d’une bactérie aérobie
1) Le flux de dioxygene a travers la sphere de rayon r vaut :

p(r) = —47'(Dr2d—n

o(r) = 4mr? jn(r) soit I
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en utilisant la loi de Fick. En régime stationnaire, le nombre de molécules de
dioxygene contenu entre les sphéres de rayons rq et r, est constant et il n'y a
pas de création de particules, donc :

0=dN = ¢(r1)dt — ¢p(ra)dt  soit  ¢(r1) = Pp(r2)

de telle sorte que ¢(r) est indépendant de r. Ceci permet d’exprimer :

dn ¢
dr  4nDr?

puis n(r) = 47I¢Dr + 1 avec M = N;Coo

soit| n(r) = 47-(¢Dr + Na Coo

2) a) Le nombre de molécules de dioxygene consommeées par la bactérie pen-
dant dt vaut par définition de A :

47 R
0Ny = Ny Ade = TREAN
Le flux ¢ = ¢(R) est aussi le flux sortant de la bactérie. Le flux entrant
dans la bactérie vaut donc —¢, de telle sorte que le bilan de molécules de
dioxygene pour la bactérie s’écrit :

3
Oszszc—HSNg:—(SNH—<pdt:—wdt— ¢ dt
3
doit 4):_%@

Le dioxygene entre bien dans la bactérie, qui le consomme.

b) Enremplagant dans I’expression de 1(r) obtenue en 1 et en prenant r = R,
il vient :

2
n(R) = Ny coo + ¢ soit Rp;iglj\/u

47 DR n(R) = Naceo =

La bactérie ne peut survivre que si 1n(R) est positif, ce qui conduit a la
contrainte :

RZu AN, , 3D ceo
J\/acc,o>37D soit R<RC—\/;—8ym

L'ordre de grandeur de R, est satisfaisant sachant qu’on utilise un micro-
scope pour voir ces bactéries. Par ailleurs, 1’expression de R. est homo-
gene car :

[D] [ceo] [m?.s~!][mol.m 3]

21 _ _ 1’1’12
R = 1] = Trgm—]molkg 151 ~ ™

Exercice 6: Cas non stationnaire : diffusion d’un pic de concentration

2
“ dans I'équation de diffusion.

1) Onremplace la solution donnée n(x, t) = %e
Pour cela, il faut calculer

ax?
on 2aKx =~ %n 2aK ( B 2ax2> e

x_ prt T axT T pn

ax
aj _ K 1_ 2ax? eiT
ot 213/2 t

. e 2 . A g4
L’équation de diffusion %—’; = Dg—g devant étre vérifiée pour tout x et pour tout
X

t, on en déduit que |a = % .

2) D’apres I'énoncé :
e on néglige les effets de bords aux extrémités, donc n(x = to0,t) = 0 pour
tout t,
e les particules sont concentréesen x =0at = 0,doncn(x # 0,t =0) =0,

e le nombre initial de particules est Ny. Celui-ci devant se conserver, on doit
avoir

xZ
No:// dN:///n(x,t)dT:///n(x,t)dex:S i: §e<4Dt)dx

Pour utiliser 'intégrale donnée dans 1’énoncé, on change de variable en posant

oy . = .
U= S5 soit dx = 2/ Dtdu, ce qui donne

U=+oo
No = 2KSVD e~ du = 2KSVDVT

U=—00

Np

Onen déduit| K = ———|.
25/ D
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Le tracé de n(x,t) pour deux valeurs de
t donne le graphe ci-contre. L'aire sous
la courbe, correspondant au nombre total

de particule, devant rester constante, la — h

courbe s’aplatie en s’élargissant lorsque
le temps croit, au fur et a mesure que les

particules diffusent de plus en plus loin — h>h

de l’origine.

3)

4)

X

La probabilité pour une molécule d’étre a l'instant ¢t dans la tranche en x
d’épaisseur dx vaut

x2

_ON _n(x,tSdx 1 e_ (4Dt
No No VAnDt

On en déduit que < x >= | j»ozo x p(x,t)dx = 0, puisque 'on inteégre une fonc-
tion impaire sur un intervalle symétrique. Le barycentre des molécules qui
diffusent reste en x = 0 car la distribution est symétrique par rapport a I'ori-
gine.

dapP >dx = p(x,t)dx

La distance quadratique moyenne x2, = v/ < x2 > est telle que

2
oo too 2 T (4Dt (4Dt)3/2 e 2
2 2 2 —
xs = X x,tdx:/ —¢ dx = ~—L— u“e "du
" ./—oo p(xt) —co V4Dt V4Dt J—oo

X

: _ P N 1
toujours en posant u = 5. L'intégrale sur u valant *3~, on en déduit

Xm = V2Dt |
On retrouve le résultat général qui donne que la distance parcourue par les

particules croit comme la racine du temps, et donc que la diffusion est un
phénomene lent.

Avec D = 2.107% m?.s7!, on calcule t ~ 4 min pour x = 1 mm et t ~ 7 h pour
x =1 cm, ce qui confirme la conclusion de la question précédente.




