PC* Pasteur 2024-2025 Correction du devoir maison n°3

Correction du DM n°3 : Détecteur pyroélectrique
(Centrale PC1 2009)

I

Etude de la diffusion thermique

I.A) Ftude du régime stationnaire

LA.1)

LA.2)

On suppose T(z), donc les surfaces isothermes sont aussi celles d’équation z =
cte. Or, le gradient de T est perpendiculaire aux surfaces isoT, il est donc dans
la direction de 'axe (Oz).

D’autre part, par définition du gradient, celui-ci est dans le sens des tempéra-
tures croissantes. Or, ici, on chauffe en z = 0 et on refroidit en z = L, donc le
gradient de T est selon —uz.

La loi de FOURIER s’écrit

—
]'3 = —AgradT

ol la densité volumique de courant thermique ]z esten W - m~2, la conducti-
vité thermique A en W-m~! . K~! et le gradient en K- m~1.

Le signe négatif traduit que la chaleur se dirige dans le sens des températures
décroissantes.

La puissance JOULE fournie par I'alimentation a la résistance s’écrit

us

=RapI* =
7)] ch Re

Puisque cette puissance est intégralement transférée a la barre en z = 0, on en
déduit que

. ) d?
Pr=¢(z=0) =jo(z=0)S =jo(z = O)NZ
soit
= o 4ud
]Q (0) o ﬂdzRCh tz

L.A3)

LA.4)

LA.5)

Le premier principe appliqué, entre t et t + dt, & une tranche dz de barre de
section S s’écrit

AU = 5Q + 6W = 5Q. = jo(z)Sdt — jo(z + dz)Sdt

puisque la barre est incompressible et qu’il n’y a pas de source de chaleur dans
la barre. Le régime étant stationnaire dU = 0, ce qui conduit par un dévelop-
pement de TAYLOR a l'ordre 1 a

i

% =0 ouencore jg = cte = jo(0)

L'utilisation des deux questions précédente donne alors

ar | 4ug o
dz /\ﬂdZRCh
En intégrant la relation précédente entre z et L, on obtient
4U3
T(z) =T(L) — ——=%—(z— L
(Z) ( ) )\ndZRCh<Z )

que l'on peut aussi évaluer entre z; et z5, ce qui donne

4u?

T —Tp, = —m(zl )

ce qui permet d’en déduire I'expression de la conductivité thermique du cuivre

AUz — =)
ndZRch(Tpl - TpZ)

L’application numérique donne

4 % (6,00)2 x 8-1072 ’ 1 o1
_ =4,07-1 : -K
A 7 x (15,0-1073)2 x 8,00 x (46,4 —41,4) 07 107Wm

Le premier principe industriel appliqué a 1’'eau en écoulement stationnaire
s’écrit Ah = q + w, = g ou encore, en multipliant par le débit volumique et
en utilisant la deuxiéme loi de JOULE
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pedyce AT, = Py

ol la puissance est la méme que précédemment puisqu’il n’y a pas de pertes.

Finalement

Us

AT, = ————
¢ Renpedoce

I.B) Equation d’évolution de la température en régime variable

[.B.1) On cherche le coefficient de diffusion sous la forme

D= cte)\"‘c’zp”

avec
[D] =1°T!
[A] = METZp-17 -1 — M7 30
[cp] =ML2T2M~ 1671 = 12T 21
o] =ML

ce qui donne
L2T~! = (MLT 30~ 1% (L>T 20~ 1)A(ML=3)"
ou encore
L1271 = petrpat2B=3y—3a-2pg—a—p

d’ot1 le systéme suivant

0 =a+t+y
2 =a+2B-3y
-1 =-3ax-28
0 =-a-p
Onen déduit« = 1et f = —1 = v, soit finalement
D= ctei
Pep

On prendra cte = 1 par la suite.

1.B.2)

1B.3)

1.B.4)

En se placant dans 'approximation des régimes quasi stationnaires pour per-
mettre 1'utilisation de la résistance thermique, on retrouve facilement qu’en
une dimension Ry, = )TLS et donc que

Ry, 1
T T3S

D’autre part, la capacité thermique s’écrit Cy, = pVcp = pSLcy, on en déduit
que

C
Cth = Tth = pcpS

On constate alors que

c 1
TthCth = pr ou encore |D =
TthCth

Le passage de I'équation de diffusion thermique, que I'on demande a la ques-
tion d’apres, sous forme d’ordres de grandeurs permet de relier un temps ca-
ractéristique de diffusion At et une distance caractéristique L sous la forme

12 0,52

_ _ 3o ;
E—W—ZJJO s = 35min

At =

On en déduit que le régime transitoire n’est pas négligeable devant la durée
caractéristique de variation de la température, donc que I’ARQS sera difficile a
utiliser. D’autre part, cette relation confirme que la diffusion est un phénomene
lent et que si I'on double la taille du systeme il faut multiplier par quatre la
durée de la diffusion.

Le premier principe de la thermodynamique appliqué, entre t et t + dt a une
portion de barre comprise entre z et z + dz s’écrit d*U = 5°W + 5°Q = 6%Q..

La premiere loi de JOULE permet d’exprimer
2 oT
d°U = dU(t +dt) — dU(t) = pcpSdz(T(z,t +dt) — T(z,t)) = pcdezgdt

et la chaleur échangée a travers les parois de section S en z et en z + dz s’obtient
par



PC* Pasteur 2024-2025 Correction du devoir maison n°3

9
6*Qe = ¢(z,t)dt — p(z + dz, t) = ‘Pd dt = %Sdzdt
ce qui, avec la loi de FOURIER, donne
of ,, _ \&T
pcdezgd 8 ——5 Sdzdt

c’est-a-dire finalement 1’équation de diffusion thermique

oT 2T
9 Poz

L.B.5) L'équation précédente n’est pas invariante par le changement de variable ¢ en
—t, donc le phénomene de diffusion est irréversible.

1.O)

I.C.1) En supposant que 'amplitude de 6,,(z) décroit avec z, la courbe supérieure est
celle de T(z1,t). On lit 14 graduations créte a créte donc pour 26,,(z1). Or 5
graduations correspondent a 2 °C, donc

Ondes thermiques

Om(21)

2
—7xZ=28°C
*5

De méme, on lit 7 graduations pour 26y, (z;), donc ‘ Om(z2) =14°C ‘

La courbe du bas atteint son max apres celle du haut, donc T(z, t) est en re-
tard par rapport a T(z1,t) et ¢(z2) — ¢(z1) < 0. On mesure un décalage de 2
carreaux entre les passages par l'axe des abscisses des deux courbes et deux
périodes prennent 40 carreaux . On en déduit que

(Z)__erAt__27'c><2
PR =TT T Ty

¢(z2) — = —0,62rad

I.C.2) La puissance absorbée par la résistance s’écrit

2 2 2
n(t) = UR(t) =2 o200 = B0 (1 4 cos200r))
ch ch ch

Elle est donc bien de la forme demandée en posant | Py =

2
ch

1.C.3)

1.C.4)

On en déduit la fréquence du générateur f = ix- Or, 5 carreaux corres-

O
27
x,d’o

g

pondent a 100 s et une période fait 20 carreau
1 1
f— ﬁ == m == 1,25mHZ

d*T,
Ty(z) est la solution en régime permanent étudiée au LA et vérifie donc —+ =

0. Puisque T(z, t) vérifie I'équation de diffusion alors il en sera de méme pour
0(z,t) = T(z,t) — Ty(z), par linéarité :

00 %0
o Pz

en remplagant 6 par son expression complexe f = A exp(wt — Kz) on obtient
alors la relation de dispersion

w
jw = —DK?* ouencore K? = —j— =
J X 2 ) D
En passant a la racine on en déduit

w _in 1—] 1—j
_ - ] —
ot TER D T
5 /2D 2
pcpw TthCthw

Compte tenu de la relation de dispersion précédente, on peut écrire

avec

6:Aexp<]’(wt—e J

- .x = Aex (—Ez) ex ('wt— 'Ez)
La barre étant semi infinie selon les z croissants, la température ne peut diver-

ger donc . On en déduit

0 = Aexp (—g) exp (ja)t —]%)

soit, en passant en réel,

0 = Aexp (—%) cos (wt - %) = 0 (z) cos(wt + ¢(2))
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1.C.5)

1.C.6)

avec

0 (z) = Aexp (—%) et

Calculons

2x1,19-10~*

[2D
=Vw T \/2 x2mx1,25-103 _ /1B@m

On en déduit que

L
exp (5) =2-10"2 < 1}, donc I'approximation est justi-

fiée.

On peut utiliser tout d’abord utiliser les amplitudes pour déterminer 6

H)

N

Om(z1)  Aexp (

0
On(z2) — Aexp (—%)
soit
22 — 71 Om(z1) )
=In
(5 <97n (ZZ)
ou encore
Zy — 71 8.102
J = Gl 1 el =0,116m
In (—em(zz)) 11
L'utilisation du déphasage est aussi possible
Z1 — 2o
¢(22) — ¢(z1) = 5
qui donne
21— 2o —8.10°2
= = =0,12m
¢(z2) —9(z) 0,67

Ces mesures expérimentales sont en accord avec le calcul de la question précé-
dente.

On est en présence d'une onde plane (plans z = cte), progressive & cause
du terme en cos (wt — %), harmonique (cos) et amortie exponentiellement
puisque I'amplitude décroit en exp (—3).

II Analogie électrocinétique et discrétisation

II.LA) Chaines de cellules RC en RSF
I.LA.1) On applique la loi des nceuds sous forme de potentiel au niveau du n-ieme
condensateur
f—— =Tt
Iun—l % Iun %Iunﬂ
Uy 1~ U . Uy, —u
“n 1R n :]Cwﬂn"i_ n Rn+1
ou encore
1 2+ jRCw
E(En—l +En+l) = ]R u,

II.A.2) On remplace u,, par k"u, dans la relation précédente

1 _2+jRCw,,

n—1 n+1
(K" 4+ K" R

=

D’ot1 I'équation du second degré

K — (2+jRCw)k+1=0

I1.A.3) Le discriminant s’écrit A = (2 + jRCw)? — 4 > 0, donc les solutions sont de la
forme
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Le deuxieme terme est un deuxieme ordre en v RCw, le troisiéme un premier
ordre et le quatrieme un ordre trois. D’autre part,
1—-j

vi= V2

En se limitant au premier ordre, on obtient donc bien

N\-—l

RCw
2

II.A.4) La caractere complexe de k traduit I’existence d'un déphasage entre la tension
de sortie d'une cellule par rapport a la tension d’entrée.

2
/RCw RCw
- \/uz,/Rg“’Jchm
DL, V 2

Les dipoles R et C étant passifs, la tension ne peut que diminuer avec n donc
|k| < 1, ce qui implique que 1’on doive choisir le signe -

k~14(1+7)

RCw

kl~1-—
K >

II.B) Choix du nombre de cellules
I1.B.1) Par définition de k

= [k|" Uy

- (%)
(o )

~ exp | —
DL, P
~ exp (— 0
2
en posant | ny = RCw

IL.B.2) Puisque exp(—2) = 0,13 et exp(—
infinie pour .

3) = 5-1073, on peut supposer la chaine

II.C) Validation expérimentale

ILC.1) Si npexp = Af° alors Inngexp = InNA + sln f et donc le tracé de In Npexp €N
fonction de In f doit étre une droite.

Inf |[530]586] 621 | 648
Mngexp | L4 | L1 | 092 | 0,79

On trouve une droite de pente s =
cte

Noexp = ﬁ
I1.C.2) On déduit de la relation ng = 4/ RC% que

—0,5, ce qui donne pour relation

, en accord avec le I1.B.1.

2 2
~ 2m2Rmf  2x4,02x1,0-10% x 7 x 200

=0,1pF
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II.D) Discrétisation

I1.D.1) En passant aux réels dans la relation du II.A.1 on obtient

2uy, duy,

1
E(unfl +Upt1) = = TC%

L’approximation des milieux continus permet de faire les développements de
TAYLOR a l'ordre deux suivants

Up1(t) =u(na+a,t) = u(na, t) +a % + % 327”2‘
uy_1(t) =u(na—a,t) = u(na,t) —a % + % 327”2‘
On en déduit
ou 1 a® 9%u
CE =z X 2 x CNTA
C’est-a-dire bien I'équation de diffusion demandée en posant | rc = IZ—ZC . En

passant aux dimensions dans ’équation on obtient

[u] 1

u

T~ [rc] L2

soit [rc] = L=2T, donc l'unité de rc estm 2 - s.

I.D.2) L'analogie est la suivante

Thermique "thCth | PCp | Ren | 0

Electrocinétique | u(x,t) —ug | —"———"— re R |6

I.D.3)

I1.D.4) Les fuites thermiques pourraient étre modélisées électriquement par un cou-
rant de fuite donc par une résistance de fuite R’ en parallele du condensateur
C.

III Etude d’un détecteur pyroélectrique

III.LA) Courant en régime variable

- _ 0 : s
Le courant de polarisation selon I’axe (Ox) est donné par j, = S donc l'intensité

du courant s’écrit

IIL.B) Evolution de la température en régime forcé

[11.B.1) Pour que la température soit uniforme dans le film cristallin il faut que la taille
du film soit petite devant la distance caractéristique de diffusion (oul’épaisseur
de peau ¢ de la question 1.C.3). On veut donc

e VDt = L
ocpf

L'énoncé donne la capacité thermique Cr = pc,V avec V = Se le volume du

film, d’ott
o A5 100><4-10*6><25-10*6_6mm
Crf 3,1-1074 x 1 N

Cette condition est bien vérifiée ici puisque e = 25 pm.

[1.B.2) Rt esten K- W~! donc on peut écrire
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T(H) - Ty
T

Py, =

III.B.3) On applique un premier principe entre f et t 4- dt au film

CrdT = dU = 5Q = ¢;(t)dt — Ppdt

puisqu’il regoit un flux lumineux du laser et qu’il cede de la puissance au sup-
port. On en déduit

CT% = ¢ + ¢ cos wt — W
ou encore

% + T(é)T];TTl = gi; (g—n; cos wt
c’est-a-dire bien la forme voulue en posant , A — gi; ot
B= ‘(’% ,

III.B.4) Lorsque le flux n’est pas modulé T = Tj donc I’équation se simplifie en

To—-Tv _¢o _.
= = t|To=Ty+R
Ry Gy SOt [To=Ta+Rro]

III.B.5) En remplagant § par son expression on obtient

d—9+ i@ = ¢—mcoswt
Cr

ce qui donne en représentation complexe

0 Pm RT(Pm
—_ = NCOT =
RrCr— Cr ouencore 1+ jwtr

|
Il

jwo +

III.B.6) L'amplitude est donné par le module

RT¢m

O = ———=
RV e

ou encore

_ 512-10°
V14 (27 x1x512x3,1-10-4)2

O =3,6-10"%°C

Le déphasage se déduit de I’argument

¢ = —arg(l+ jwt) = — arctan(wT)

c’est-a-dire

¢ = —arctan(271 x 512 x 3,1 x 107%) = —1rad = —45°

puisque cos¢ > O etsing < 0.

III.C) Conversion pyroélectrique

[I1.C.1) En passant en complexe la relation du IIL. A on obtient

ou encore

il =4-107°%x17-10° x 27 x1x%x0,36-10° =1,5-10"12 A

C’est tres faible par rapport aux courants usuels et donc semble compliqué a
mesurer.

II1.D)

[II.D.1) Le montage de sortie est un suiveur a ALI, sa présence est nécessaire sil’on dé-
sire obtenir un générateur de tension idéal, c’est-a-dire fournissant une tension
u(t) indépendante de ce qui se passe en amont de ’ALL
Les ALI utilisés en TP ont une résistance d’entrée différentielle de 1 MQ) insuf-
fisante par rapport a R, = 24 -10° ), ce qui aurait pour conséquence une chute
de tension entre le nceud d’entrée et la sortie.

Conversion courant-tension
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II1.D.2) I’ALI étant supposé idéal et en régime linéaire (puisque bouclé par la borne -),
la loi des nceuds a I'entrée donne

i= 2 4 ujCow soit | = = _ R
F= R T i 1+ jR.Cow
II.D.3) Le rapport demandé s’écrit
uo_ui R, SpRrjw
0 i¢a  1+4jRCow 1+ jwtr
On en déduit
- ReSpRTw
T VI RCwP+ (rrw)]

III.E) Fonction de transfert

III.E.1) La fonction de transfert s’écrit

Ho 4 _ R.Sp jwTr
T ¢ Cr 1+4j(Tew + Trw) — Wty
c’est-a-dire bien ce qui est demandé
H=— RgSp Tr 1
= Cr r+7 jWTTTe
14
jw(te +1r) Te+Tr

III.LE.2) H tend vers 0 en haute et basse fréquences donc le filtre est un passe bande, ce
qui est en accord avec la figure 6.

[II.LE.3) Par identification

Ho — RepStr
" CT(TT + Tg)
mais aussi
Q 27T, TT 1
~ t - -
fo T+ Qfo 27(T + Tr)

TLE.4.a)

TLE.4b)

on en déduit

1
TeTT

esten|V-W~!| La réponse max est pour| f = fy = 0,3Hz |et 'ampli-
P p p

tude max Vaut’ Uy, = 5000F; = 5000-107% = 5mV ‘par lecture du diagramme
et de sa légende.

TelT
Te + Tr

foz2 et |Q=

7T

H:

a

S

_ fo

Le facteur de qualité est donné par Q = § i
passante et les deux fréquences de coupure sont telles que

ou Af est la largeur de la bande

= 5000 = 3500

V2

_ Hmax
V2

H(fe)

_ 03
ce qui donne 08_015 0,5

Qexp =

L.E.4.c) On calcule la valeur théorique du facteur de qualité

V1,49 x 0,159

VITT _ —0,3
1,49+0,159

Tg+TT o

ch =

Ce qui est bien du méme ordre de grandeur.

IV Interférences d’ondes thermiques

IV.A) Elargissement laser

[V.A.1) Onnoircit la face avant du film afin de réaliser un corps noir et donc d’absorber
tout le rayonnement lumineux plut6t que de le réfléchir. Cela permet alors de
I'échauffer le plus possible.

[V.A.2) On réalise un systeme afocal co — F| = F, — co.
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] 4-,_ IR
%l e
F_,_ rl
¥ g
Le théoreme de THALES donne
fi O
avec f{ + f3 = D = 12cm, d’ott
D aD
g =2 t = =1
fi=qg=2met| o=, =10em

IV.B) Réflexion

IV.B.1) La continuité de la température a I'interface s’écrit

16:(0,) +6,(0,t) = 6,(0,1) |

IV.B.2) La continuité du flux thermique a l'interface s’écrit, avec la loi de FOURIER

96, 36, Nz
Al [(az>20 - <az)20:| B /\2 (aZ >ZO

IV.B.3) L'onde incidente a la forme trouvée en I.C.4. L'onde transmise se propage dans
le sens des z croissants et dans le milieu 2, alors que I’onde réfléchie se propage
dans le sens des z décroissants et dans le milieu 1.
Le terme en exp(+z/d1) pour I'onde réfléchie traduit bien une décroissance de
I'amplitude quand z est négatif et tend vers —oo.
Enfin, ¢, et ¢; traduisent l'existence d'un éventuel déphasage par rapport a
I'onde incidente.

IV.B.4) L'équation de diffusion étant linéaire, la notation complexe est adaptée.

IV.B.5) En remplagant les expressions complexes dans les équations de continuité du
IV.B.1 et IV.B.2, on obtient

Mjki(Ai — Ar) = A2 Arjka

Sachant que

ki = +(1—j), on peut aussi écrire la deuxiéme relation sous la
forme| A1d,(A; —

1) = Aabr A |

IV.B.6) Ces deux relations se réécrivent

1+r=t
Mo(1—r1) = Apdit

soit

i /\1(52 — /\2(51 ot _ 2/\152
 Mba+ A2y M+ A8

Or,
[ A o 1 /2
= donc — = —4/—
pCpw A eVw

d’out

e1—e 2e
r=-1_2let|t=—"1_
€1+€2 €1+€2

IV.B.7) Nous avons deux cas limites

® ¢ < ey cequidonner ~ —lett~0;
e ¢g >ey,cequidonner ~lett~2.

Dans les deux cas 'onde est entierement réfléchie, ce qui est normal puisque

les deux milieux ont des caractéristiques (effusivités) tres différentes.
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IV.C) Traitement de la réponse du détecteur

IV.C.1) L’ALI étant idéal et supposé en régime linéaire u = u_.

La loi des nceuds sous forme de potentiel s’écrit aux entrées inverseuse et non
inverseuse

Umod — U+ U+ — Udeph Umod — U+ .
= et = jCw(usr —0
Ry R, Ry jCaw (u )

ou encore

2Uy = Umod + Udeph €t Umod = ut (14 jRCw)

on en déduit

o 1-— ijCza)
Udeph = “modw

Ce montage est bien un déphaseur pur puisque

Udeph

Umod

. 1—jR2C2w -1
o 14 jR,Cow a

et si alors

Udeph 1—j
Umod 1 +j

o (~73)

c’est-a-dire que les deux signaux sont en quadrature de phase.

IV.C.2) En sortie du multiplieur la tension s’écrit

7T
Umult = k/usudeph = k,(f cos wt + gSiHWt)umod cos (Wt - E)

soit

Upmute = k' (f cos wt + g sin wt)Upeg sin wt

ou encore, en passant aux valeurs moyennes

K
< Umylt >= Egumod = Cte X g(ﬁ, w)

IV.C.3) On peut réécrire

Umult = K Umod <£ sin 2wt + %(1 — cos 2wt)>

II faut donc éliminer les pulsations 2w avec le filtre si 1’'on ne veut garder que
la valeur moyenne proportionnelle & g. On prendra donc un passe bas de fré-
quence de coupure trés petite devant 10 Hz.

On peut penser au circuit suivant (ou, mieux, a un ordre 2)

R/

| |
X 1,
S—Iﬁ — Doo| |/

| R

R 1
/- -
pour lequel H' = R11jRCw

La condition w, = RlT < w = 27f ~ 60rad -s~! peut s'obtenir avec R =

1-10*Q,R' =1-10°Qet C = 1 pF.
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IV.D) Balayage en fréquence
IV.D.1) On remarque que

2oy, B_gefioge

f h A
etdonc que | f, = n*fy
IV.D.2) L'onde s’écrit en cos(wt — ) = cos(wt — 272 en posant pour la longueur

d’onde

2D 2D Ather1
:27rf5n:27r\/::27f\/712w1 :%
n

IV.D.3) On pourrait penser a la résonance d’une onde stationnaire lorsqu’on l'excite
a la pulsation d'un de ses modes propres, méme si ceux-ci ne croissent pas
habituellement avec n? mais avec n. C'est le cas de la corde de MELDE ou des
ondes acoustiques dans les instruments de musique a vent.

IV.D.4) On peut tracer In Ay, en fonction de Inn. L'ordonnée a l'origine sera
In Aper,1, ce qui permettra de remonter au coefficient de diffusion D.




