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X-ESPCI composition de physique A - 2016

I – Onde évanescente

1) Réflexion totale si i > il (angle i non orienté) avec sin il = 1
n (question de cours de PCSI).
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Si n = 2, on aboutit à i > π
6 rad.

2) L’énoncé dit que le champ électromagnétique est continu à l’interface (l. 30–31) ; nous allons
l’admettre mais c’est aller un peu vite en besogne : si c’est, dans le cadre du dispositif de la figure 1,
correct pour le champ magnétique ~B, c’est moins évident en ce qui concerne le champ électrique ~E :
ce n’est valable que pour les composantes tangentielles de ce champ, et donc la continuité –ou non– du
champ électrique dépendra de la polarisation de l’onde incidente. En tout état de cause, ces considérations
sont clairement hors-programme.

Posons ~k

∣∣∣∣∣∣
kx
0
kz

(vecteur d’onde incident), ~k′

∣∣∣∣∣∣
k′x
0
k′z

(vecteur d’onde transmis) ; on posera également

~kr

∣∣∣∣∣∣
kx
0
−kz

(vecteur d’onde réfléchi, en accord avec la loi de Descartes de la réflexion).

La continuité d’une composante (tangentielle) de ~E à l’interface s’écrira alors par une relation de la
forme aie

−ikxx+are
−ikxx = ate

−ik′xx ∀x. La solution ai+ar = at = 0 pouvant en fait être exclue si l’on
considère par ailleurs la continuité d’une composante du champ magnétique ~B, la seule possibilité pour
que cette équation soit vérifiée pour tout x est bien que kx = k′x (et, accessoirement, on a ai + ar = at).

3) La longueur d’onde λ = 780 nm est vraisemblablement la longueur d’onde dans le vide. On notera

par la suite λ0 = 780 nm et λ = λ0

n . En notant k et k′ les modules respectifs de ~k et ~k′, on a k2 = n2k′2

(et k′ = 2π
λ0

). Soit k2 = n2(k′x
2

+ k′z
2
). Or kx = k′x = k sin i. D’où k′z

2
= k2

(
1
n2 − sin2 i

)
.
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4) Il y aura réflexion totale si k′z
2
< 0 : l’onde transmise sera alors évanescente. On retrouve bien la

condition de réflexion totale sin i > 1
n . Lorsqu’elle est vérifiée, la distance caractéristique de décroissance

de l’onde évanescente est l = 1
|k′z|

= 1

k
√

sin2 i− 1
n2

= 1

k
√

sin2 i−sin2 il
= λ

2π
√

sin2 i−sin2 il
= λ0

2π
√

(n sin i)2−1
, où

l’on a noté λ0 la longueur d’onde dans le vide du laser.
5) Pour des incidences “pas trop proches de l’angle limite”, on peut considérer que l & λ

2π sin i , qui est

bien de l’ordre de λ
2π (l’angle i n’est pas proche de 0).

II – Rebond des atomes

6) On étudie bien sûr le régime sinusöıdal forcé. Le principe fondamental de la dynamique, appliqué
à un électron de l’atome (s’agit-il d’un atome d’hydrogène ?), s’écrit, avec la modélisation donnée par

l’énoncé : m~a = −mω2
0~r− e ~E0 cos(ωt) (en fait, on peut montrer que, lorsque les conditions sont remplies

pour que “le champ électrique ~E soit uniforme à l’échelle de l’atome”, alors l’action exercée par le champ
magnétique ~B inévitablement présent est négligeable par rapport à l’action exercée par le champ électrique
~E ; mais cela est-il demandé ? On a par ailleurs bien sûr négligé le poids, mais aussi toute force dissipative
qui pourrait modéliser l’émission de rayonnement par l’atome.)

Il vient alors immédiatement ~r(t) = − e

m(ω2
0−ω2)

~E0 cos(ωt) (comme aucune force dissipative n’est prise

en compte, il n’est même pas nécessaire de passer en complexes).

D’où ~p = −e~r = e2

m(ω2
0−ω2)

~E0 cos(ωt) et finalement α(ω) = e2

ε0m(ω2
0−ω2)

.

Au passage, on peut remarquer que notre résultat est en bon accord avec l’article (l. 236–240) : au
voisinage de la résonance atomique (ω proche de ω0), la polarisabilité α peut en effet atteindre des valeurs
importantes, et elle devient bien négative pour ω > ω0.

Unité de α : le m3 (peut s’obtenir par exemple à partir de la relation de définition de la polarisabilité

~p = αε0 ~E, en notant que 1C = 1F.1V).

7) La résultante des forces subies par le dipôle induit vaut ~F =
(
~p · −−→grad

)
~E. Le programme indique

que cette expression, ou celle de l’énergie potentielle, devrait être fournie.

Et donc ~F = ε0α
(
~E · −−→grad

)
~E = ε0α

(−−→
gradE

2

2 +
−→
rot ~E ∧ ~E

)
.
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Le terme en
−→
rot ~E∧ ~E est vraisemblablement nul en valeur moyenne temporelle et donc la force vaut, en

moyenne temporelle, < ~F >= ε0α
−−→
grad<E

2>
2 : elle dérive de l’énergie potentielle moyenne − 1

2αε0 < E2 >.

Que représente exactement |E0|2 ? Pourquoi un module ? (aucun intérêt avec le ~E0 de la ligne 228)
~E0 est-il un vecteur réel ? complexe ? quelle est la polarisation de l’onde ?

8) L’atome est alors soumis à une force moyenne ~F = −−−→gradU = + 1
2αε0

−−→
grad|E2

0 |. Comme la
fréquence du laser est supérieure à la fréquence de résonance de la transition atomique (ω > ω0), alors la

polarisabilité α est négative et donc la force moyenne subie est dirigée vers les zones où le champ ~E est
le moins intense : l’atome est donc “réfléchi” par la surface du prisme.

9) U est en |E0|2, donc en exp
(
−2 zl

)
, donc effectivement “la barrière de potentiel crôıt exponentiellement

lorsque l’atome s’approche de la surface du prisme”.
10) Dans une vision ”classique” de la question, l’atome a une énergie mécanique constante, que nous

noterons E0, au cours de son mouvement. ”Loin” de la surface du prisme, cette énergie est entièrement
sous forme cinétique : Ec = E0. Lorsque l’atome se rapproche de la surface, l’énergie cinétique Ec diminue
pendant que l’énergie potentielle U augmente. Toutefois, si E0 < U0, l’énergie cinétique Ec va s’annuler
avant que l’atome n’atteigne la surface en z = 0 : l’atome fait alors demi-tour (et il retrouve, loin de la
surface, l’énergie cinétique E0 qu’il avait initialement).

11) U0 est de l’ordre de 10−25 J (l. 53). Calculons la vitesse d’atomes de rubidium qui auraient cette

énergie de 10−25 J, sous forme cinétique : v =
√

2U0

m =
√

2U0NA

M ' 1 m.s−1 (on ne garde qu’un chiffre

significatif), ce qui est en accord avec le texte l. 55.

12) La vitesse quadratique moyenne u vérifie 1
2mu

2 = 3
2kBT , soit u =

√
3kBT
m =

√
3kBTNA

M '
3.102 m.s−1 en prenant T ' 3.102 K ; on retrouve bien les valeurs mentionnées l. 55–57.
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13) Apparemment, seule compte la composante de la vitesse qui est normale à la surface du prisme ;
on a vu que cette composante doit être inférieure à une valeur limite, de l’ordre du mètre par seconde.
Un atome ayant une vitesse thermique ordinaire a une vitesse de l’ordre de 300 m.s−1. Il y a alors
deux ”solutions” : soit on diminue beaucoup cette vitesse thermique, en refroidissant les atomes, c’est
la méthode utilisée dans la suite du texte. Soit on aurait pu envoyer les atomes sur la surface avec une
incidence très rasante, pour que la composante normale ne dépasse pas l’ordre de grandeur requis.

On a vnormale = u sinβ ' uβ (en supposant β � 1, ce qui sera vérifié sans peine). Il faut donc
β < vnormale

u ' 1
300 rad : l’incidence est effectivement très rasante.

14) On se réfère aux l. 67–68 : ”100 millions d’atomes dans une sphère d’un millimètre de diamètre”,

soit une densité volumique d’atomes N ' 108

4
3π
(

10−3

2

)3 ' 2.1017 m−3.

Dans l’air ambiant, et en l’assimilant à un gaz parfait, cette densité volumique peut être otenue par
P
kBT

' 105

10−23.300 ' 3.1025 m−3 : elle est environ cent millions de fois plus grande ; la densité volumique
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d’atomes dans le piège est donc très faible.
15) On suppose donc que les atomes froids se comportent comme un gaz parfait. Alors P = NkBT ,

où N est la densité volumique d’atomes évaluée précédemment. D’où, la température étant T ' 10−5 K,
on obtient P ' 2.10−11 Pa : soit une pression très très faible par rapport à la pression atmosphérique
ordinaire. D’où, vraisemblablement, la nécessité de manipuler dans un ”vide” extrêmement poussé.

16) Au bout de h = 1 cm de chute libre, et sans vitesse initiale, les atomes atteignent la vitesse
v =
√

2gh '
√

0, 2, soit entre 0,4 et 0,5 m.s−1 : en accord avec ce qui est indiqué l. 72.

III – Interaction d’un atome avec une surface diélectrique.

17)

~p1

~p2
~E1

D

18) On considère ici un dipôle permanent ~p1, placé parallèlement au plan d’une paroi diélectrique. On
a représenté également le dipôle image ~p2 (l. 95–97) ; on considère également que ce dipôle est permanent.

L’énergie potentielle d’interaction des deux dipôles est alors U = −~p2 · ~E1, où l’on a noté ~E1 le champ
électrique créé par le dipôle ~p1 au niveau du dipôle ~p2. Cette énergie potentielle est négative (voir figure :

~p2 et ~E1 sont colinéaires et de même sens), et est d’autant plus grande en valeur absolue que les dipôles
sont proches de la paroi : la force entre ces deux dipôles est donc attractive.

Le champ ~E1 créé par le dipôle 1 au niveau du dipôle 2 est bien en 1
z3 , donc U également (les dipôles

étant supposés permanents, donc en particulier indépendants de z).
19) L’approximation évoquée dans les l. 103–108 peut être assimilée à l’ARQS : pendant le temps

caractéristique τ = 1
ν de variation du dipôle fluctuant, les ondes électromagnétiques se propagent sur

une distance cτ , justement de l’ordre de grandeur des longueurs d’onde optiques (puisque la fréquence
caractéristique ν de fluctuation du dipôle est de l’ordre des fréquences optiques). Si la distance atome–
paroi est petite devant ces longueurs d’onde, alors le dipôle n’a effectivement pas le temps de varier de
manière sensible dans la durée que mettent les ondes pour se propager sur cette distance, et on peut
considérer que son image a bien à tout instant la même valeur que lui (le dipôle image ne peut s’établir
qu’avec un ”retard” égal au double de la durée de propagation des ondes de l’atome jusqu’à la paroi).

20) Les atomes semblent s’approcher de la paroi jusqu’à une distance de l’ordre de la centaine
de nanomètres (l. 86). Cette distance ne vérifie qu’imparfaitement la condition précédente : elle est
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effectivement inférieure aux longueurs d’onde optiques, mais pas tant que cela (facteur de 5 à 10 environ).
21) L’interaction de van der Waals est attractive donc A > 0. Pour z → 0, c’est le potentiel de van

der Waals qui l’emporte et U ∼ − A
z3 . Pour z →∞, c’est aussi le potentiel de van der Waals qui l’emporte

et U ∼ − A
z3 .

22)
[
A
z3

]
= [U0], donc

[
A
U0

]
= L3. D’où la quantité sans dimension demandée δ = A

U0l3
.

23. 

Pour  = 0,01 

 

 

Pour  = 10 

 

 

 

23. 

 

 

 

 23) On peut mettre le potentiel total sous la forme U = U0

(
exp

(
− 2z

l

)
− δ

(
l
z

)3)
.

Sur les figures ci-dessus, on a tracé U
U0

en fonction de u = z
l ; la figure de gauche correspond à δ = 0, 01

et celle de droite à δ = 10. La contribution dipolaire est en rouge, celle de van der Waals en jaune, et la
somme est en vert.

On peut remarquer que, en z = l (soit à l’abscisse u = 1 sur les figures ci-dessus), le rapport du
potentiel de van der Waals au potentiel dipolaire vaut δ.e2 en valeur absolue.

La figure 2 de l’énoncé à droite correspond au cas δ � 1 (se rapproche de la figure de gauche ci-dessus).
24) La valeur maximale (que l’énoncé note Vmax) du potentiel total est égale à l’énergie cinétique

des atomes incidents, qui vaut mgh (après une chute libre d’une hauteur h, sans vitesse initiale). On a
donc mgh = − A

z3
0

+ U0 exp
(
− 2z0

l

)
, où z0 est la position du maximum de U(z), et s’obtient donc comme

solution de l’équation dU
dz (z) = 0.

25) Il s’agit probablement de la réflexion totale frustrée. Toutefois, il n’est nulle part question dans le
texte de ce phénomène, qui est par ailleurs totalement hors-programme.

26)
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On peut prendre pour largeur a de la barrière la distance entre les deux positions z1 et z2 où U = Ec,
et comme hauteur Vmax (voir figure ; on surestime ce faisant la barrière de potentiel et donc on obtiendra
une valeur de T inférieure à la valeur réelle).

27) On effectue un développement limité à l’ordre 2 de U(z) au voisinage de son maximum, situé en

z = z0 : U(z0 + ε) ' Vmax + ε2

2 U
′′(z0).

Or U(z0 + ε1) = U(z0 + ε2) = Ec, avec z1 = z0 + ε1 < z0 et z2 = z0 + ε2 > z0. D’où Ec =

Vmax +
ε21
2 U
′′(z0) = Vmax +

ε22
2 U
′′(z0). On en déduit ε2 = −ε1 =

√
2(Umax−Ec)
−U ′′(z0) (on signale que l’on a

bien U ′′(z0) < 0). Et donc on obtient la largeur a de la barrière lorsque l’énergie cinétique Ec est juste

inférieure à Vmax : a = 2ε2 ' 2
√

2(Vmax−Ec)
−U ′′(z0) .

Si l’on prend une hauteur de barrière égale à Vmax, on aboutit alors à une probabilité de transmission

par effet tunnel T ' exp

(
− 8

} (Vmax − Ec)
√

m
−U ′′(z0)

)
.

Remarque : l’article indique plutôt, contrairement à l’énoncé, que l’on n’observe pas l’effet tunnel.
Déterminons donc la largeur (en énergie) de la zone de transition dans laquelle on devrait, en théorie,
observer cet effet tunnel. Si nous nous fixons comme critère, forcément arbitraire, T > 1

1000 comme

frontières de cette zone, alors on résout exp

(
− 8

} (Vmax − Ec)
√

m
−U ′′(z0)

)
> 1

1000 , qui mène à Vmax−Ec <

3 ln 10
8 }

√
−U ′′(z0)

m , soit une largeur caractéristique, en énergie, de l’ordre de }
√
−U ′′(z0)

m .

IV – Mesure des rugosités de surface.

28) Il s’agit ici de l’amplitude complexe. L’onde évanescente résultant du faisceau laser incident a une

amplitude complexe en ei(ωt−
~k′·~r), avec ~k′

∣∣∣∣∣∣
k′x = kx
0
± i
l

, donc une amplitude complexe en e−
z
l ei(ωt−kxx) ;

on peut choisir arbitrairement un préfacteur d’amplitude égal à 1.
L’amplitude complexe de l’onde évanescente résultant du faisceau laser réfléchi vaudra alors, à un

éventuel facteur de phase près,
√
R e−

z
l ei(ωt+kxx).

29) L’onde totale résultante a alors une amplitude complexe de la forme e−
z
l

[
e−ikxx +

√
R eikxx

]
(on
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omet le eiωt).
Et donc le potentiel répulsif, proportionnel au carré du module de l’amplitude complexe précédente,

peut s’écrire U = cte.e−2
z
l

(
1 +R+

√
R
(
e2ikxx + e−2ikxx

))
, ou encore U(x, z) = U1e−2

z
l [1 + ε cos(2kxx)],

avec ε = 2
√
R

1+R .

30) Une équipotentielle se définit par U(x, z) = cte, soit e−2
z
l = cte

1+ε cos(2kxx)
' cte(1 − ε cos(2kxx))

si ε � 1. On aboutit alors à l’équation cartésienne approchée des équipotentielles : z ' cte − l
2 ln(1 −

ε cos(2kxx)) ' cte + εl
2 cos(2kxx).

La figure qui suit a été tracée avec ε = 0, 023 et i = 60◦ ; la constante varie par pas de 10−8 ; on
observe que la profondeur est faible devant la période des oscillations.

23. 

Pour  = 0,01 

 

 

Pour  = 10 

 

 

Q.30 

 

31) La profondeur (crête à crête) des équipotentielles vaut alors, dans cette approximation, εl = 2
√
R

1+R l.

32) λdB = h
mv = 2π}

mv . Pour les atomes de rubidium, dont la vitesse v vaut 0,5 m.s−1, cette longueur
d’onde vaut 1.10−8 m, en accord avec la l. 184.

33) La profondeur de modulation vaut ici εl = 0, 023l, avec l de l’ordre de λ0

2πn ' 6.10−8 m. D’où une
profondeur de modulation de l’ordre de 1 nm, environ 10 fois plus petite que la longueur d’onde de de
Broglie des atomes de rubidium. La légende de la figure 3 nous indique que “une onde de de Broglie subit
une forte diffraction si λdB est de l’ordre de la profondeur de modulation” : on peut vraisemblablement
considérer que cette condition est remplie.

34) Si R� 1, ce qui est le cas ici, alors ε ' 2
√
R, soit R ' ε2

4 . Ici, ε = 0, 023, d’où R ' 0,0232

4 ' 1.10−4,
en accord avec la l. 186.

35) On a sin θ = px
p , où θ est l’angle de difrraction recherché. Or |px| vaut 2}kx ou 4}kx, avec

kx = 2π
λ sin i = 2πn

λ0
sin i, et p = 2π}

λdB
, avec λdB = 8 nm. D’où sin θ = ± 2n sin i

λ0
λdB = ± 8

195 sin i, ou le

double. Si on prend, par exemple, i = 60◦ (comme à la question 30), cela nous donne des angles de ±2◦

et ±4◦ (mais qui, d’après la légende de la figure 3, ne sont pas résolus).
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Ondes de gravité dans un fluide

1 Ondes de surface

1. Le cylindre, de volume V , est soumis à son poids −ρcV g #»u y et à la poussée d’Archimède

due à l’eau, égale à +ρ
V

2
g #»uy puisque le cylindre est à moitié immergé. À l’équilibre, ces deux

forces se compensent, ce qui conduit à ρc =
ρ

2
.

Remarque : on néglige la poussée d’Archimède due à l’air puisque la masse volumique de l’air
est environ 1000 fois plus faible que celle de l’eau.

2. ω0 est une pulsation donc
[
ω2
0

]
= T−2.

Il y a cinq grandeurs physiques a priori pertinentes dans ce problème : g, L,D, ρ et ρc. De
manière plus précise :

• la nature des fluides intervient via le rapport adimensionné
ρ

ρc
, puisque la masse n’apparaît

pas dans la dimension de ω2
0, mais comme il a été fixé à 2 d’après la question précédente

on ne s’en préoccupera pas dans la suite ;
• la pulsation dépend forcément du champ de pesanteur g puisqu’il intervient dans les deux

forces agissant sur le cylindre, et comme d’un point de vue dimensionnel le temps n’apparaît
que dans g (on rappelle que[g] = LT−2 ) : ω2

0 ∝ g ;
• les dimensions géométriques du cylindre sont L et D ; pour former une pulsation au carré,

il faut diviser g par une longueur, donc toute combinaison de L et D ayant cette dimension
convient a priori : nous choisissons de prendre simplement D dans la suite car toutes les
quantités qui interviennent dans les équations sont proportionnelles à L, cette grandeur va
donc s’éliminer.

On peut proposer : ω2
0 ∝ g

D
.

3. La variation du volume immergé δVim est représentée par le volume rouge et bleu sur la
figure 1. L’intuition nous dit que l’aire représentée en rouge et en bleu est égale à deux fois celle
du rectangle GHCA, au premier ordre en

u

R
, donc que la variation du volume immergé est :

δVim = −2LRu = −LDu (si u > 0, le volume immergé est plus grand qu’à l’équilibre).
Mais l’intuition ne suffit peut-être pas. Justifions-le : l’aire jaune est inférieure à celle du

triangle rectangle ABC, la longueur δ = BC est telle que
δ

R
est d’ordre 2 en

u

R
puisque le cercle

est tangent à AC en A. Donc l’aire jaune est d’ordre 2 en
u

R
et c’est exactement la différence entre

l’aire du rectangle GHCA et la moitié de l’aire recherchée.
L’expression δVim = −LDu est donc bien l’expression cherchée, au premier ordre en

u

R
.

Remarque : sans approximation, l’aire recherchée est égale à l’aire rouge, 2 × θ
R2

2
, plus l’aire

bleue, 2× 1

2
|u|v où v = HB = R cos θ et |u| = R sin θ.
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Figure 1 – Variation du volume immergé par rapport à la situation d’équilibre.

D’où :

δVim = LR2

(

arcsin

(−u

R

)

− u

R

√

1− u2

R2

)

.

Au premier ordre en
u

R
, on obtient bien :

δVim = LR2

(−u

R
− u

R

)

= −2LRu = −LDu .

4. Le bilan des forces subies par le cylindre est le même qu’à la première question : poids et
poussée d’Archimède. La loi de la quantité de mouvement appliquée au cylindre dans le référentiel
d’étude et projetée sur (Oy) donne :

ρcπ
D2

4
L
d2u

dt2
= −ρcπ

D2

4
Lg + ρ (Vim,0 − LDu)

︸ ︷︷ ︸

volume immergé

g ,

en notant Vim,0 le volume immergé à l’équilibre. Les deux premiers termes du membre de droite

s’éliminent (condition d’équilibre), donc il reste, sachant que
ρ

ρc
= 2 :

d2u

dt2
+ ω2

0u = 0 avec ω2
0 =

8g

πD
.

On retrouve bien que ω2
0 ∝

g

D
.

5. f0 =
ω0

2π
=

1

2π

√

8g

πD
.
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f0 =
1

π

√

2g

πD
=

1

π

√
2× 9, 8

π × 0, 15

≃ 1

π

√
20

0, 5
≃ 1

π

√
40

≃ 6

3

Donc : f0 ≃ 2 Hz .

Remarque : f0 est légèrement supérieur à 2 Hz, mais sans calculatrice, il semble difficile de
donner plus de 1 CS.

6. On mesure une période sur la courbe expérimentale (il est difficile d’en mesurer 2), en
privilégiant le passage à zéro :

Texp

u0

Figure 2 – Exploitation de la figure 2.

On mesure : Texp ↔ 21 mm alors que 1 s ↔ 43 mm (ces mesures comme toutes les suivantes
ont été faites sur le sujet original).

On en déduit : Texp =
21

43
≃ 0, 5 s, soit une pseudo-période : fexp ≃ 2 Hz.

Remarque : Texp est légèrement supérieure à 0,5 s donc fexp est légèrement inférieure à 2 Hz.
La position d’équilibre est ici Y0 = 0, donc la lecture de Y donne directement la valeur de u.

On lit u0 ≈ −10 mm .
On peut estimer le facteur de qualité par le nombre d’oscillations visibles avant l’arrêt du

système (puisqu’on cherche une estimation approximative !), donc : Q ≃ 2 ou 3 .
Remarque : On pourrait aussi passer par le décrément logarithmique mais c’est plus long et

ça ne semble pas être l’esprit de la question.
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7. La fréquence des oscillations est quasiment identique à la fréquence propre. Elle est cepen-

dant légèrement inférieure : c’est normal pour un oscillateur amorti, f = f0

√

1− 1

4Q2
.

8. L’expression du nombre de Reynolds est : Re =
V D

ν
où V est une vitesse caractéristique

de l’écoulement de l’eau. D est ici l’échelle de longueur pertinente et ν est la viscosité cinématique
de l’eau. En effet, la présence du cylindre modifie l’écoulement sur des dimensions de l’ordre de
D principalement dans la direction (Ox) puisque le canal est supposé de même longueur que le
cylindre. Il faut déterminer l’ordre de grandeur de V .

Sur la figure on estime que la vitesse maximale du cylindre est de l’ordre de 10 mm en 0,1
s soit ≃ 0, 1 m.s−1. On peut donc proposer une vitesse caractéristique V de l’eau de l’ordre de
quelques cm.s−1. Une autre façon de voir consiste à dire que l’ordre de grandeur de la vitesse de
l’écoulement est u0f0, soit environ 2 cm.s−1.

On en déduit : Re =
0, 02× 0, 15

10−6
= 3× 103

La force de traînée est donc quadratique.
Remarque : au fur et à mesure que le mouvement du cylindre est amorti, sa vitesse diminue

donc celle de l’écoulement de l’eau aussi. Le nombre de Reynolds diminue avec le temps.

9. Cette valeur du nombre de Reynolds correspond au début de la zone pour laquelle la force

de traînée est quadratique en la vitesse du cylindre :
#»

F T = −1

2
ρSCV 2 #»uy (sens opposé à celui de

la vitesse), où S est le maître-couple, à savoir ici S = DL et C ≃ 0, 5.

Finalement :
#»

F T = −1

2
ρDLCV 2 #»u y .

10. Le rapport demandé est KTR =
1
2
ρDLCV 2

ρDLũg
où ũ est le déplacement caractéristique du

cylindre, ce qui donne : KTR ≃ V 2

gũ
.

11. V ≃ 10−2 m.s−1, ũ ≃ 1 cm. On estime alors : KTR ≃ 10−4

10× 10−2
= 10−3 ≪ 1 . La force

de traînée est bien trop faible par rapport à la force de rappel pour expliquer l’amortissement
relativement important observé sur la figure 2.

12. Ces lignes obliques correspondent à une déformation de la surface libre (vaguelettes) qui
se propage en s’écartant du cylindre : ce sont les ondes de surface étudiées dans la suite.

13. Les oscillations du flotteur donnent naissance à ces ondes de surface. On peut estimer qu’il
y a eu un aller-retour du cylindre entre deux « creux » en surface, mieux visibles que les bosses,
et on peut en utiliser deux ce qui améliore la précision (cf. figure 3). D’autre part la légende de
la figure 3 de l’énoncé donne l’échelle de temps : 62 mm pour 3 s. On mesure ∆T = 22 mm pour
deux oscillations, soit environ 1 seconde. La période est donc d’environ 0, 5 s, soit f ′

exp ≃ 2 Hz ,

ce qui est cohérent avec les observations de la figure 2 et les résultats de la question 6.

14. On estime la distance entre deux creux sur la photo précédente que l’on mesure à 50
mm, l’échelle fournie est par le diamètre du cylindre (10 mm pour 15 cm), ce qui donne :

λexp ≃ 50

10
× 15 ≃ 75 cm .

Remarque : la lecture est difficile . . .
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Figure 3 – Lecture de la fréquence des oscillations du flotteur et de la longueur d’onde des ondes
de surface.

15. On en déduit cexp = λexpf
′

exp ≃ 1, 5 m.s−1 .

16. La relation de dispersion donnée est : ω2 = gk tanh(kH). On détermine les comportements
asymptotiques :

• pour kH ≫ 1, tanh(kH) ∼ kH donc : ω ∼
√

gk ;
• pour kH ≪ 1, tanh(kH) ∼ 1 donc : ω ∼

√

gHk.
L’allure de la fonction ω(k) est donnée par la figure 4.

17. Le milieu peut être considéré comme non dispersif lorsque la vitesse de phase vϕ =
ω

k
est

indépendante de k : cela correspond à kH ≪ 1 (eau peu profonde).

18. La vitesse mesurée est une vitesse de groupe car l’onde engendrée par le mouvement du
cylindre est un paquet d’onde. En effet, le mouvement du cylindre n’étant pas purement sinusoidal,
il comporte plusieurs fréquences.

19. Dans le cas d’une eau peu profonde, comme ω ∼
√

gHk, on en déduit la vitesse de groupe,

égale à la vitesse de phase ici : c =
√

gH ≃ 1, 4 m.s−1 , ce qui est cohérent avec la mesure de la
question 15.

Remarque : H = 20 cm, λexp ≃ 80 cm donc kH =
2πH

λexp

≃ π

2
≃ 1, 6 ce qui n’est pas ≪ 1. Mais

on voit sur la figure 4 que la courbe ω(k) reste confondue avec la droite ω =
√

gH k jusqu’à des
valeurs proche de 2,5. Ce n’est pas évident de s’en rendre compte sans calculatrice.

20. Remarquons que l’énoncé est passé de ω0 à Ω0.
L’énergie potentielle de pesanteur volumique est ρgy à une constante près. L’énergie potentielle
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Figure 4 – Relation de dispersion des ondes de surface et comportements asymptotiques.

de l’eau sur une largeur λ selon (Ox) est :

Ep = Ep(repos) +
ˆ λ

x=0

ˆ h(x,t)

y=0

ρgy × Ldxdy .

On choisit l’énergie potentielle nulle au repos. Il vient :

Ep = ρgL

ˆ λ

x=0

1

2
h2(x, t)dx

= ρgL
1

2
A2

ˆ λ

x=0

sin2
(
Ω0t− kx

)
dx

︸ ︷︷ ︸

λ

2

Ce qui donne : Ep =
1

4
ρgLλA2 .

21. On exprime de deux façons l’énergie potentielle qui traverse une surface située à une
abscisse x donnée pendant une période T de l’onde. Comme les ondes de surface se propagent
à la vitesse c constante (aucune perte d’énergie dans l’eau dans ce modèle), l’énergie potentielle
emmagasinée sur une longueur d’onde est égale au flux moyen d’énergie potentielle multiplié par
T , soit, puisque λ = cT ici (cf. relation de dispersion en eau peu profonde) :

Ep =
1

4
ρgL× A2cT = Φp × T ,

ce qui donne : Φp =
1

4
ρgLcA2 .
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22. Le volume balayé (en rouge sur la figure ci-dessous) par le flotteur sur une demi-période est
Vbalayé = 2LDB (cf. Q3 avec u sinusoïdal d’amplitude B ≪ R donc variant sur une demi-période
de −B à +B).

2B

2B ×DL
λLa

π

λ/2

Figure 5 – Volume balayé par le flotteur et volume des bosses.

Le volume des bosses (en bleu sur la figure) de part et d’autre du cylindre est, en se plaçant à
t = 0 :

Vbosses = L

∣
∣
∣
∣
∣

ˆ λ/2

x=0

ˆ y=h+(x,0)

0

dxdy

∣
∣
∣
∣
∣
+ L

∣
∣
∣
∣
∣

ˆ

−λ/2

x=0

ˆ y=h
−
(x,0)

0

dxdy

∣
∣
∣
∣
∣
,

où h+(x, t) = A sin
(
Ω0t− kx

)
et h−(x, t) = A sin

(
Ω0t+ kx

)
(on compte l’onde à gauche et l’onde

à droite du flotteur).
Donc :

Vbosses = 2LA

∣
∣
∣
∣
∣

ˆ λ/2

0

sin

(

±2πx

λ

)

dx

∣
∣
∣
∣
∣

=
2λLA

π

Le volume des bosses de part et d’autre du cylindre est égal au volume balayé par celui-ci. On

en déduit : A =
πD

λ
B .

23. L’équation du mouvement obtenue en Q4 permet, en la multipliant par u̇ d’obtenir (au
terme de masse près), l’énergie mécanique du flotteur, ce qui donne (avec u(t) = B cos(ω0t)
puisqu’on suppose l’amplitude du flotteur constante) :

Em =
1

2

(

π
D2

4
Lρc

)
(
u̇2 + ω2

0u
2
)

=
1

2

(

π
D2

4
Lρc

)

B2ω2
0

(

cos2
(
ω0t
)
+ sin2

(
ω0t
)
)

=
πD2

8
LρcB

2ω2
0

=
ρgLD

2
B2

car ρc =
ρ

2
et ω2

0 =
8g

πD
.
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Remarque : on peut écrire directement que l’énergie cinétique du flotteur est Ec =
1

2
mu̇2,

avec m = ρcLπ
D2

4
, et que son énergie potentielle associée au terme de rappel dans l’équation du

mouvement est : Ep =
1

2
LDρgu2.

L’énergie perdue par le flotteur est rayonnée dans les ondes de surface (une onde de chaque
coté) :

dEm

dt
= −2φp .

D’où :
d

dt

(
1

2
DLρgB2

)

= −2× 1

4
ρgLcA2 ,

avec A =
πD

λ
B.

Tous calculs faits, on obtient l’équation demandée :

Ḃ +
1

τ
B = 0 avec τ =

2λ2

π2cD
.

24. Les oscillations du flotteur sont donc de la forme :

u(t) = B(0)e−t/τ cos
(
ω0t
)
.

Par analogie avec la forme des oscillations pseudo-périodiques d’un oscillateur amorti, on en dé-

duit : Q = ω0τ =
4cT

πD
.

25. L’application numérique donne :

Q =
4× 1, 4× 0, 5

π × 0, 15

≃ 2, 8

0, 5
≃ 6

L’ordre de grandeur est correct mais la valeur semble un peu trop élevée pour correspondre à
la figure 2 où on ne voit que 2 ou 3 oscillations avant l’équilibre.

Il y a peut être d’autres causes d’amortissement, par exemple les effets de bord aux extrémités :
la largeur du canal est à peine plus grande que le cylindre, l’eau s’écoule entre les deux sur une
petite épaisseur où les effets de la viscosité peuvent jouer.

Une autre explication possible est la suivante : à la question 23, nous n’avons tenu compte que
du flux d’énergie potentielle. Or l’énergie de l’onde comporte aussi un terme d’énergie cinétique.
Comme dans tous les exemples sans dispersion étudiés en cours, l’énergie de l’onde est équi-répartie
en moyenne entre les deux formes, donc le flux d’énergie est en fait le double de celui que nous
avons utilisé. La constante de temps τ est donc deux fois plus faible, tout comme le facteur de
qualité. On obtient Q ≃ 3, ce qui est beaucoup plus satisfaisant ! Merci à Nicolas Schlosser de
nous avoir suggéré cette explication.
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2 Ondes internes

26. La poussée d’Archimède se met sous la forme :

#»

Πa =

˚

M∈V

ρ(y)gdτM #»uy où V est le volume du cylindre .

y

Y0

Mr
θ

Figure 6 – Calcul de la poussée d’Archimède.

#»

Πa · #»u y = Lg

ˆ R

r=0

ˆ 2π

θ=0

ρ(y)dr rdθ ,

avec :

ρ(y) = ρ0(0)− ρ̄
y

ℓ

= ρ0(0)−
ρ̄

ℓ

(
Y0 + r cos θ

)

= ρ(Y0) +
ρ̄

ℓ
r cos θ

Le terme en r cos θ donne une contribution nulle sur l’ensemble du cylindre. Il reste :

#»

Πa · #»uy = ρ(Y0)Lg π
D2

4
= ρ(Y0)V g ,

où V est le volume du cylindre.
À l’équilibre, comme au début du problème, ρcV g = ρ(Y0)V g, donc ρ(Y0) = ρc. On en déduit :

Y0 =
ℓ

ρ̄

(
ρ0(0)− ρc

)
.

Remarque : on peut utiliser un argument plus qualitatif. En effet, ρ(y) est affine, donc la masse
d’eau correspondant au volume du cylindre est égale à ρ(Y0)V car si on prend deux volumes
élémentaires dans le cylindre symétriques par rapport au plan (Gxy), les masses élémentaires
correspondantes sont décalées symétriquement par rapport à la masse élementaire située en G.

Pour l’étude des petites oscillations, on procède comme à la question 4. L’équation du mouve-
ment du cylindre est :

ρcV
d2u

dt2
= −ρcgV + ρ(Y0 + u)V g

= −ρcgV + ρ(Y0)gV
︸ ︷︷ ︸

=0

− ρ̄

ℓ
uV g .
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On en déduit l’équation vérifiée par u :

d2u

dt2
+ Ω2

0u = 0 avec Ω0 =

√
ρ̄

ρc

g

ℓ
.

27. Si Y0 =
H

2
, ρ̄ = ρ(Y0) car ρ(y) étant une fonction affine, sa moyenne est atteinte en H/2,

donc : ρ̄ = ρc et Ω2
0 =

√
g

ℓ
.

28. T0 =
2π

Ω0
= 2π

√

ℓ

g
.

Or ℓ ≃ 107 m donc : T0 ≃ 2π × 103 s soit : T0 ≃ 6× 103 s ≃ 1 heure et 40 minutes .

29. kx = 2ky donc la direction de propagation #»u fait l’angle θ avec l’axe des x tel que
tan θ = 0, 5. La figure 7 traduit la situation envisagée ici.

y

x

#»u

kx

θ

ky

λx

λy

λ

Figure 7 – Cas kx = 2ky.

Pour représenter λx et λy, on commence par représenter deux plans d’ondes (en tiretés) distants
de λ (ils sont orthogonaux à la direction de propagation #»u ), puis on dessine les traits rouges (Cf.

figure 7). Puisque kx = 2ky, λx =
1

2
λy car λ =

2π

k
de maniène générale.

30. L’équation (1) traduit l’incompressibilité de l’écoulement : div
(
δ #»v
)
= 0.

L’équation (2) est l’équation locale de conservation de la masse linéarisée. Cette équation s’écrit

de manière générale : div
(
ρδ #»v

)
+

∂ρ

∂t
= 0. Sa linéarisation donne l’équation (2).

Les équations (3) et (4) sont les projections sur (Ox) et (Oy) respectivement de l’équation
d’Euler linéarisée. L’équation d’Euler non linéarisée s’écrit ici :

ρ

(
∂δ #»v

∂t
+
(
δ #»v · #      »

grad
)
δ #»v

)

= − #      »

gradP + ρ #»g .

Le terme d’accélération convective n’apparaît pas dans les équations (3) et (4) car d’ordre 2 et les
termes au repos s’éliminent car

#      »

gradP0(y) = ρ0(y)
#»g .
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31. En termes d’ondes planes, les équations (1) à (4) s’écrivent :

(1) : −ikxδvx − ikyδvy = 0

(2) : iωδρ− ρ̄

ℓ
δvy = 0

(3) : ρ̄ iωδvx = ikxδP
(4) : ρ̄ iωδvy = ikyδP − gδρ

32. On obtient un système de 4 équations à 4 inconnues, homogène. Mais 4 inconnues, c’est
trop ! On va commencer par procéder par élimination pour limiter le nombre d’inconnues. On
garde l’équation (1), on exprime δρ en fonction de δvy grâce à l’équation (2), δP en fonction de
δvx grâce à l’équation (3) et on reporte dans l’équation (4). On se ramène donc à un système 2x2 :

kxδvx + kyδvy = 0

−iωρ̄
ky
kx

δvx +
(

iωρ̄+
gρ̄

iωℓ

)

δvy = 0

Ce système en (δvx, δvy) n’a de solution différente de (0, 0) que si son déterminant est nul donc si
et seulement si :

kx

(

iωρ̄+
gρ̄

iωℓ

)

+ iωρ̄
k2
y

kx
= 0

⇔ kx

(

ω − g

ℓω

)

+ ω
k2
y

kx
= 0

⇔
(

k2
x + k2

y

)

ω2 − k2
x

g

ℓ
= 0 .

C’est bien de la forme : ω2

(

k2
x + k2

y

)

= α2k2
x avec α =

√
g

ℓ
.

33. kx = cos θ × k (Cf.figure 8) d’où k2
x = cos2 θ × k2 = cos2 θ

(
k2
x + k2

y

)
.

y

x
kx

θ
ky

#»

k

Figure 8 – Direction de propagation.

La relation de dispersion s’écrit donc : cos2 θ =
ω2

α2
, ou encore : cos θ = ǫ

ω

α
, avec ǫ = ±1.

34. Cette relation de dispersion ne fait intervenir que la direction de propagation de l’onde.
La norme de

#»

k peut prendre n’importe quelle valeur. La longueur d’onde peut être quelconque,
seule la direction de propagation est fixée par la pulsation ω.

Par ailleurs, ω ≤ α, α apparaît comme une pulsation de coupure haute.
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35. Par définition :
#»

V φ =
ω

k
#»u =

ω

k2

#»

k . En remplaçant ω par ǫα cos θ = ǫα
kx
k

, on obtient

l’expression de la vitesse de phase en fonction de kx et ky :

#»

V φ = ǫ
αkx

(
k2
x + k2

y

)3/2

(
kx

#»ux + ky
#»u y

)
.

36. La vitesse de groupe est :
#»

V g =
∂ω

∂kx
#»ux +

∂ω

∂ky
#»u y, avec ω = ǫ

αkx
√

k2
x + k2

y

.

Tous calculs faits, on obtient :

#»

V g = ǫ
αky

(
k2
x + k2

y

)3/2

(
ky

#»ux − kx
#»u y

)
.

37. D’après les expressions précédentes :
#»

V φ ·
#»

V g = 0 : les vitesse de phase et de groupe sont
bien orthogonales.

Par ailleurs :
#»

V φ · #»ux = ǫα
k2
x

(
k2
x + k2

y

)3/2

#»

V g · #»ux = ǫα
k2
y

(
k2
x + k2

y

)3/2

Les composantes des vitesses de phase et de groupe selon l’axe (Ox) sont bien de même signe.
Enfin, l’équation (1) s’écrit : kxδvx+ kyδvy = 0, soit

#»

k · δ #»v = 0. La vitesse δ #»v est orthogonale
au vecteur d’onde

#»

k .

38.
#»

V φ et
#»

V g ont des projections sur (Oy) de signe opposé.
De plus :

#»

V φ · #»ux = 4× #»

V g · #»ux.
Enfin, δ #»v est orthogonale au vecteur d’onde

#»

k donc à la vitesse de phase, elle est donc parallèle
à la vitesse de groupe.

y

x

#»

V φ

#»

V g

θ

θ

direction de δ #»v

Figure 9 – Vitesse de phase, vitesse de groupe et direction de la vitesse du fluide.
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39. Sur la figure 5 de l’énoncé, on observe bien des extrema du champ représenté dans deux
directions opposées. Comme les rayons sont donnés par les directions de la vitesse de groupe, on
voit donc une croix avec quatre branches, chacune faisant un angle θ avec la direction (Oy).

On observe que pour une même direction, dans la partie y > 0 la zone est rouge (maximum) et
dans la partie y < 0 elle est bleue (mimimum), ce qui traduit un déphasage de π selon que ky est
positif ou négatif. Le champ représenté ne peut pas être décrit par une unique onde plane, sinon
ce changement de couleur traduisant ce déphasage de π n’existerait pas.

40. Il s’agit de mesurer sur la figure 10 l’angle β entre les deux directions marquées. On mesure

∆y
∆x

β

2θ

Figure 10 – Mesure de la pulsation excitatrice.

∆x = 58 mm et ∆y = 55 mm donc tanβ =
55

58
≃ 1, soit : β ≃ π

4
.

Quel est le lien entre θ et β ? Puisque les directions repérées sont celles des rayons, elles

indiquent la vitesse de groupe. Donc 2θ = π − β, soit : θ ≃ 3π

8
.

On cherche à calculer cos θ : cos2 θ =
1

2

(
cos(2θ) + 1

)
≃ 1

2

(

− 1√
2
+ 1

)

. D’où : cos2 θ ≃ 0, 15

puis cos θ ≃ 0, 4.

Par ailleurs, α =

√
g

ℓ
=

√

10

12
≃ 0, 9 rad.s−1. D’après la relation de dispersion de la question

32, on en déduit : ω = α cos θ ≃ 0, 36 rad.s−1 , ce qui correspond à une fréquence de l’ordre de

6× 10−2 Hz.

Remarque : pour estimer sans calculatrice la valeur numérique de

√

10

12
, on peut écrire :

√

10

12
=

√

10

10 + 2
=

√
1

1 + 0, 2
et utiliser un développement limité de cette expression au pre-

mier ordre en considérant que 0, 2 ≪ 1. On obtient :

√

10

12
≃ 1− 0, 2

2
= 0, 9.
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41. Les équations étant linéaires (car linéarisées !), les ondes réfléchie et incidente ont même
pulsation donc font le même angle (au signe près) avec l’horizontale.

#»

k r a une composante positive selon (Oy) et négative selon (Ox). Pour l’onde incidente ǫ = +1
dans l’équation de dispersion et pour l’onde réfléchie ǫ = −1. Donc la vitesse de groupe de l’onde
réfléchie est dirigée vers le bas d’après l’expression obtenue à la question 36.

On obtient alors la figure 11.

y

x

#»

k i

#»

k r

#»

V g,i

#»

V g,r

θ

θ

Océan Obstacle

Figure 11 – Réflexion sur un obstacle vertical.

42. Pour l’obstacle oblique, la situation est représentée sur la figure 12.

y

x

#»

k i

#»

k r

#»

V g,i

#»

V g,r

Océan Obstacle

Figure 12 – Réflexion sur un obstacle oblique.
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L’angle θ est indépendant de la direction de l’obstacle, il ne dépend que de la pulsation ω. On
se trouve ici dans un cas critique où les rayons réfléchis sont parallèles à l’obstacle.

Si la largeur du faisceau réfléchi tend vers zéro, la conservation de l’énergie impose à l’amplitude
de l’onde de tendre vers l’infini ! Dans ce cas, le cadre de l’étude est à revoir puisque le modèle
linéaire n’est plus valable. Des non-linéarités apparaissent, l’énergie de l’onde est dissipée par
frottements, la viscosité joue alors un rôle non négligeable.

Voir l’article de Louis Gostiaux et Thierry Dauxois : Propagation et réflexion d’ondes internes
dans l’océan : le mystère de l’angle critique, paru dans le BUP (Vol.98 - Novembre 2004)

Corrigé proposé par Xavier Ducros & Marie-Noëlle Sanz
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I - Le dispositif expérimental.

1. Il s'agit de l'e�et Doppler�Fizeau. νperçue = νlaser

(
1− v

c

)
où v est la vitesse longitudinale

relative de l'atome par rapport à la source laser, et algébrique (v > 0 correspondant à un
éloignement).

2. Il faut comprendre (ce n'est pas dit explicitement) que les photons sont absorbés frontalement
par les atomes qu'ils rencontrent. On se place dans le référentiel du laboratoire. Un photon

a une quantité de mouvement de norme
h

λ
. Si on note vi =720m s=1 la vitesse initiale des

atomes et vf =40m s=1 leur vitesse �nale, alors la variation de quantité de mouvement d'un

atome de sodium vaut
M

NA
(vf −vi) et donc le nombre N de photons nécessaire pour ralentir

un atome de sodium est tel que
M

NA
(vi − vf ) = N

h

λ
.

On a donc au �nal N =
M(vi − vf )λ

NAh
.

On passe sous silence le fait que, évidemment, un atome qui a absorbé un photon se retrouve
dans un état excité et doit se désexciter en réémettant un photon � dans une direction
aléatoire � avant de pouvoir en absorber un autre.
A.N. il faut déterminer l'ordre de grandeur de λ. Si on prend λ =600 nm, alors on a
N =2× 104 photons.

3. Lorsque le piège magnétique a une profondeur (en terme de potentiel, plus précisément
d'énergie potentielle) donnée, seuls les atomes ayant une énergie cinétique supérieure à la
profondeur du puits sont susceptibles de quitter ce puits.

4. Si on enlève de la population des atomes piégés tous ceux dont l'énergie cinétique est
supérieure à une certaine valeur, il ne reste que ceux dont l'énergie cinétique est inférieure
à cette valeur ; l'énergie cinétique moyenne diminue donc, le gaz se refroidit.

5. Le texte n'est pas précis sur la grandeur attendue : vitesse quadratique moyenne, moyenne
des normes des vitesses ? mais il ne demande qu'un ordre de grandeur ; nous prendrons la
vitesse quadratique moyenne u.
1

2

M

NA
u2 =

3

2
kBT avec T =500 nK d'où u =

√
3kBTNA

M
'2× 10=2ms=1.

6. Pour éviter toute collision d'un atome de gaz résiduel avec les atomes piégés : le nuage
d'atomes de sodium serait détruit par une collision.

7. ∆E = h̄ω = hν (relation de Planck�Einstein).

II - Étude de l'analogie mécanique.

8. On peut sans doute écrire E3−E1 = h̄ω1 =2,1 eV et E3−E2 = h̄ω2 = 2, 1−7, 4×10−6 eV. On
voit que l'écart relatif entre ω1 et ω2 est de l'ordre de 4×10−6, ce qui justi�e l'approximation.
Nous noterons k = k1 = k2 = mω2

1 = mω2
2 .

9. {
mẍ1 = −(k −K)x1 −K(x1 − x2)−mγ1ẋ1 + F (t)

mẍ2 = −(k −K)x2 +K(x1 − x2)−mγ2ẋ2

qui se simpli�e en {
mẍ1 = −kx1 +Kx2 −mγ1ẋ1 + F (t)

mẍ2 = −kx2 +Kx1 −mγ2ẋ2
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10. Nous allons utiliser une notation complexe en e+iωt. En régime sinusoïdal forcé à la pulsation ω,
on aura donc : {

−mω2x1 = −kx1 +Kx2 − iωmγ1x1 + F

−mω2x2 = −kx2 +Kx1 − iωmγ2x2
11. On suppose dans cette question que γ1 = γ2 = 0. On a alors{

−mω2x1 = −kx1 +Kx2 + F

−mω2x2 = −kx2 +Kx1

Posons S(t) = x1(t) + x2(t) et D(t) = x1(t) − x2(t). Le système précédent se réécrit alors
sous la forme découplée {

(k −K −mω2)S = F

(k +K −mω2)D = F

Et donc S =
F

m(ω2
1 − Ω2 − ω2)

et D =
F

m(ω2
1 + Ω2 − ω2)

On voit apparaître les deux pulsations de résonance (les amplitudes d'oscillation tendent
alors vers l'in�ni) : {

ω2
− = ω2

1 − Ω2

ω2
+ = ω2

1 + Ω2

Si Ω � ω1 (situation de couplage faible), alors, comme ω2
+ − ω2

− = 2Ω2, on a donc (ω+ −
ω−)(ω+ + ω−) = 2Ω2. En remplaçant ω+ + ω− par la valeur approchée 2ω1 on aboutit à

Ωr = ω+ − ω− '
Ω2

ω1
, ou bien encore Ω2 = ω1Ωr.

12. On a maintenant seulement γ2 = 0.
Le système s'écrit alors {

−mω2x1 = −kx1 +Kx2 − iωmγ1x1 + F

−mω2x2 = −kx2 +Kx1

Avec k = mω2
1 , K = mΩ2 = mω1Ωr, et ω = ω1 + δω, on parvient à :−δω(2ω1 + δω)x1 = ω1Ωrx2 − i(ω1 + δω)γ1x1 +

F

m
−δω(2ω1 + δω)x2 = ω1Ωrx1

13. Si ω1 � |δω| (on n'utilise rien d'autre), alors ce système peut se simpli�er comme suit :−2δω ω1x1 = ω1Ωrx2 − iω1γ1x1 +
F

m
−2δω ω1x2 = ω1Ωrx1

ou encore −2δω x1 = Ωrx2 − iγ1x1 +
F

mω1

−2δω x2 = Ωrx1

14. Si on note P (t) la puissance fournie par la force extérieure F (t), alors P (t) = F (t)ẋ1(t).
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D'où, avec la convention choisie en e+iωt, 〈P (t)〉 =
1

2
<
{
F ∗e−iωtiωx1e+iωt

}
. F est réelle

donc F ∗ = F (notée F par l'énoncé) et donc 〈P (t)〉 =
1

2
Fω<(ix1) = −1

2
Fω=(x1). Comme

ω est très proche de ω1 on a 〈P (t)〉 ' −1

2
Fω1=(x1).

(Avec une convention en e−iωt, on aurait obtenu le signe opposé).
La résolution du système de la question précédente n'est pas très compliquée (elle semble
n'être demandée qu'à la question 17, mais en fait on en a besoin dans un cas particulier dès
la question 15 ; autant faire la résolution générale tout de suite). Elle mène en particulier à

x1 =
F

mω1

(
Ω2
r

2δω
− 2δω + iγ1

) .

On a donc, dans le cas où F est réelle (on n'a nulle part eu besoin de positive), 〈P (t)〉 =
F 2γ1

2m

[(
Ω2
r

2δω
− 2δω

)2

+ γ21

] =
F 2

2mγ1

1

1 +
1

γ21

(
Ω2
r

2δω
− 2δω

)2 .

15. La �gure 2a concerne un cas sans couplage : c'est-à-dire que K = 0, Ω = Ωr = 0. On a donc

〈P (t)〉 =
F 2

2mγ1

[
1 + 4

(
δω

γ1

)2
] . On a bien une courbe telle que celle fournie en �gure 2a :

une fonction paire de δω, maximale en δω = 0, qui tend vers 0 lorsque |δω| → ∞.

La hauteur moitié est atteinte pour 4(δω)2 = γ21 , donc pour δω = ±γ1
2
. La largeur de la

courbe à mi-hauteur est donc de γ1.
16. Dans le cas où δω = 0 (c'est-à-dire ω = ω1) et Ωr 6= 0 (c'est-à-dire ω 6= 0 et K 6= 0), on a

〈P (t)〉 = 0, x1 = 0, x2 = − F

mω1Ωr
(attention à ne pas déduire de la deuxième équation du

13. que x2 = 0 : ne pas oublier que δω = 0). La masse 1 est immobile ; en conséquence la
force F (t) fournit une puissance nulle au système. La masse 2 a un mouvement sinusoïdal
forcé à la pulsation ω1 ; comme la masse 2 n'est soumise à aucun amortissement, il n'y a
pas d'incompatibilité avec le fait que la force F (t) fournit une puissance nulle.
Il s'agit d'un phénomène d'anti-résonance (hors-programme).

17. Déjà fait à la question 14. : x1 =
F

mω1

(
Ω2
r

2δω
− 2δω + iγ1

) .

18. Si |δω| � Ωr, on a l'expression simpli�ée x1 =
F

mω1

(
Ω2
r

2δω
+ iγ1

) .

19. Toujours pour |δω| � Ωr, on a 〈P (t)〉 =
F 2γ1

2m

[(
Ω2
r

2δω

)2

+ γ21

] . On a donc un équivalent au

voisinage de 0 : 〈P (t)〉 ∼ 2F 2γ1
mΩ4

r

(δω)2 soit une forme parabolique qui passe par l'origine, à

peu près observable sur les �gures 2b et 2c (et la parabole est d'autant plus �ouverte� que
le couplage est fort).
Quand |δω| devient très grand (mais attention il faut continuer à respecter |δω| � ω1

sinon on sort du cadre de l'étude), il nous faut reprendre l'expression complète x1 =
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F

mω1

(
Ω2
r

2δω
− 2δω + iγ1

) : x1 tend vers 0 et donc 〈P (t)〉 aussi.

Un équivalent pour δω �très grand� est alors x1 ∼
F

mω1 (−2δω + iγ1)
et donc 〈P (t)〉 ∼

F 2γ1
8m(δω)2

.

En égalant les deux expressions d'équivalents de 〈P (t)〉 on trouve (δω)4 =
Ω4
r

16
d'où les

valeurs approximatives des abscisses des �bords� du creux : δω = ±Ωr
2
. Donc l'ordre de

grandeur de la largeur du creux central est Ωr ; on constate bien (�gures 2b et 2c) qu'elle
augmente lorsque le couplage augmente.

III- Transparence induite.

20. ω1 =
2πc

λ
'3× 1015 rad s=1.

21. Les conditions de la question 13, c'est ω1 � γ1 (véri�é, rapport 5× 107), et ω1 � Ωr
(véri�é, rapport 3× 108), et en�n ω1 � |δω| : il faut donc pour la suite se limiter à
|δω| �3× 1015 rad s=1 ; il su�t de regarder la �gure 3 pour véri�er que l'on se situe bien
dans ce cadre.

22. De la ligne 128 du texte on déduit que Ω2 est proportionnel à l'intensité lumineuse du laser

de couplage. Or Ωr =
Ω2

ω1
. Donc Ωr est proportionnel à l'intensité du laser de couplage.

23. k = n
ω

c
24. Lignes 136�137 : �la lumière dont la fréquence correspond très précisément à la transition

de l'état 1 vers l'état 3� : il s'agit de la pulsation ω1, donc on a δω = 0 rigoureusement.
Comme par ailleurs Ωr 6= 0, on se situe dans le cas de la question 16 : on a vu que x1 = 0,
mais aussi et surtout que 〈P (t)〉 = 0 : le milieu est bien transparent (on peut aussi invoquer
le fait que l'indice, qui vaut 1, est réel). On a par ailleurs un indice n(ω1) = 1 (à l'e�et
Stark près), ce qui est conforme aux lignes 134�135. À cette fréquence précise, la lumière se
propage à travers le nuage atomique comme dans le vide, mais attention, ce n'est pas vrai
aux fréquences voisines (lignes 138�139).

25. Ωr '1× 107 rad s=1=10× 106 rad s=1 ; dans la partie centrale de la �gure 3, la condition
|δω| � Ωr peut être considérée commé véri�ée, et on peut utiliser les résultats des questions
18 et 19. On peut assimiler l'intervalle de pulsation pour lequel le gaz d'atomes est transparent
à la lumière avec le creux central des �gures 2 b et c (transparence = propagation de l'onde
sans atténuation, donc sans perte de puissance). On trouve alors une largeur de l'ordre
de Ωr, ce qui ne colle pas tout à fait avec la �gure 3a : on observe une largeur environ 3
fois plus petite que cela (mais cela provient sans doute du calcul très grossier réalisé à la
question 19 pour la largeur du creux central). Et dans ce cas, la largeur de cet intervalle est
proportionnelle à l'intensité lumineuse du laser de couplage.

IV - Lumière ralentie.

26. vφ =
ω

k
=

c

n(ω)
donc vφ(ω1) = c.
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27. Si on note kr(ω) la partie réelle de k(ω), alors on a kr(ω) = nr(ω)
ω

c
, d'où

dkr
dω

=

1

c

(
ω

dnr
dω

+ nr(ω)

)
et �nalement vg(ω) =

dω

dkr
=

c

ω
dnr
dω

+ nr(ω)

.

28. La �gure 3b représente justement nr(ω) en fonction de ω (plus précisément de δω = ω−ω1).
Sur tout l'intervalle des pulsations représenté par cette �gure, ω et nr(ω) varient très peu.
Par contre, dnr

dω varie fortement.
La vitesse de groupe sera donc la plus faible (et donc l'impulsion de lumière le plus ralentie)
lorsque dnr

dω est positif et le plus grand possible : soit d'après la �gure 3b pour δω allant de
=4× 106 rad s=1 à 4× 106 rad s=1.

29. On reprend le résultat de la question 17 (ou même 18) au voisinage de 0 : x1 =
F

mω1

(
Ω2
r

2δω
+ iγ1

) '
2Fδω

mω1Ω2
r

.

Alors n(ω) = 1 +
2C δω

mω1Ω2
r

= nr(ω).

Donc nr(ω) = 1 +
2C(ω − ω1)

mω1Ω2
r

, et
dnr
dω

=
2C

mω1Ω2
r

.

Au �nal on a donc vg(ω1) =
c

1 +
2C

mΩ2
r

.

30. D'après la �gure 4, le nuage d'atomes occasionne un retard d'environ 7 µs, pour une
longueur de 229 µm. Soit une vitesse de groupe environ égale à 3× 101ms=1.

31. C'est environ égal à
c

107
, donc on peut très valablement simpli�er l'expression de la vitesse

de groupe obtenue à la question 29 (le 1 au dénominateur est négligeable) : vg(ω1) ' mΩ2
r

2C
c.

Comme Ωr est proportionnelle à l'intensité du laser de couplage, la vitesse de groupe est
proportionnelle au carré de l'intensité du laser de couplage.

32. Augmenter ainsi l'intensité du laser de couplage a donc l'inconvénient de moins ralentir la
vitesse de groupe de l'impulsion lumineuse. L'avantage c'est que l'intervalle de pulsations
ralenties est plus large ?
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I. Génération d’ondes acoustiques 

I.A.  Etude fréquentielle de l’émetteur ultrasonore 

1.  Il s’agit de la courbe de gain d’un filtre passe-bande présentant une résonance aiguë. 

On mesure sur la courbe {
𝑓p = 39,9 kHz

∆𝑓 = 1,5 kHz
 (à -3 dB, 

𝑈s,m

𝑈0
=

0,35

√2
≈ 0,25). On en déduit le 

facteur de qualité 𝑄 =
𝑓p

∆𝑓
≈ 40 ×

2

3
≈ 27. 

2.  La gamme des fréquence audibles par l’oreille humaine est [20 Hz, 20 kHz]. La fréquence 

de résonance de l’émetteur est supérieure à 20 kHz : il s’agit bien d’ultrasons. 

 

I.B.  Etude de la propagation des ondes acoustiques 

3.  C’est une question de cours ! On obtient (cf cours) : 

{
 
 

 
 𝜌0

𝜕𝑣⃗

𝜕𝑡
= −grad⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 𝑝

𝜌0 div𝑣⃗ +
𝜕𝜇

𝜕𝑡
= 0

𝜇 = 𝜌0𝜒𝑆𝑝

 

4.  De nouveau une question de cours (le résultat étant donné !). L’équation de d’Alembert 

s’écrit :  

Δ𝑝 −
1

𝑐a
2

𝜕2𝑝

𝜕𝑡2
= 0 

avec 𝑐a =
1

√𝜌0𝜒𝑆
 . 

5.  Le décalage temporel entre les débuts des deux trains d’onde vaut Δ𝑡 = 500 µs. On en 

déduit la célérité des ondes acoustiques : 𝑐a =
𝑑

Δ𝑡
= 340 m. s−1. La valeur théorique est 

donnée par 𝑐a =
1

√𝜌0𝜒𝑆
=

1

√1,2×7.10−6
=

1000

√8,4
≈ 1000 × 0,345 = 345 m. s−1. 

 Les deux valeurs sont très voisines. 
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I.C.  Propagation d’ondes acoustiques dans un cristal 

6. Considérons l’atome numéro 𝑛 et appliquons-lui la 2nde loi de Newton en projection sur 

l’axe (O𝑥) : 

𝑚
d2𝑢𝑛
d𝑡2

= 𝐾(𝑎 + 𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 − 𝑎) − 𝐾(𝑎 + 𝑢𝑛 − 𝑢𝑛−1 − 𝑎) 

soit :  

𝑚
d2𝑢𝑛
d𝑡2

= 𝐾(𝑢𝑛+1 + 𝑢𝑛−1 − 2𝑢𝑛) 

7. Dans l’approximation continue,  

𝑢𝑛±1(𝑡) = 𝑢(𝑥𝑛 ± 𝑎, 𝑡) ≈ 𝑢𝑛(𝑡) ± 𝑎
𝜕𝑢

𝜕𝑥
(𝑥𝑛, 𝑡) +

𝑎2

2

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
(𝑥𝑛, 𝑡) 

On en déduit : 

𝑚
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= 𝐾𝑎2

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
 

On obtient bien une équation de d’Alembert, avec la célérité 𝑐s = 𝑎√
𝐾

𝑚
 . 

8.  On revient à la chaîne discrète et on cherche des solutions de la forme  

𝑢𝑛(𝑡) = 𝑢0 exp i(𝑞𝑛𝑎 − 𝜔𝑡) 

 On injecte cette solution dans l’équation de couplage établie à la question 6 : 

−𝑚𝜔2 = 𝐾(exp(i𝑞𝑎) + exp(−i𝑞𝑎) − 2) = −2𝐾(1 − cos(𝑞𝑎)) = −4𝐾 sin2 (
𝑞𝑎

2
) 

On en déduit :  

𝜔2 =
4𝐾

𝑚
sin2 (

𝑞𝑎

2
) 

 soit :  

𝜔 = 2√
𝐾

𝑚
|sin (

𝑞𝑎

2
)| 

9. La condition aux limites périodique s’écrit 𝑢𝑁+1(𝑡) = 𝑢1(𝑡), soit : exp i(𝑞𝑁𝑎) = 1. Par 

conséquent, 𝑞𝑁𝑎 ≡ 0[2𝜋], soit :  

𝑞 = 𝑝
2𝜋

𝑁𝑎
 , 𝑝 ∈ ℤ∗ 

NB : il faut ici considérer les valeurs positives et négatives de 𝑞 puisqu’elles correspondent 

à des solutions physiquement différentes (propagation vers les 𝑥 croissants ou vers les 𝑥 

décroissants). En revanche, 𝑞 = 0 n’a pas de sens physique (erreur d’énoncé ?). 

10. La solution de nombre d’onde 𝑞′ = 𝑞 + ℎ
2𝜋

𝑎
 s’écrit : 

𝑢𝑛,𝑞′(𝑡) = 𝑢0 exp i(𝑞
′𝑛𝑎 − 𝜔𝑡) = 𝑢0 exp i(𝑞𝑛𝑎 − 𝜔𝑡) exp(iℎ𝑛2𝜋) = 𝑢0 exp i(𝑞𝑛𝑎 − 𝜔𝑡) = 𝑢𝑛(𝑡) 
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Les deux solutions de nombres d’onde 𝑞 et 𝑞′ sont donc identiques. Il suffit donc 

d’envisager toutes les valeurs de 𝑞 comprises dans un intervalle de longueur 
2𝜋

𝑎
. On peut 

donc se restreindre à l’intervalle [−
𝜋

𝑎
,
𝜋

𝑎
[ appelé première zone de Brillouin. 

11. 

 

12. Pour 
𝑞𝑎

2
≪ 1, soit 𝑞 ≪

2

𝑎
 , 𝜔 ≈ 𝑎√

𝐾

𝑚
|𝑞|. Cette condition peut être récrite en termes de 

longueur d’onde : comme 𝑞 =
2𝜋

𝜆
, la condition de linéarisation de la relation de dispersion 

s’écrit aussi 𝑎 ≪
𝜆

𝜋
. En ordre de grandeur, c’est la même condition que celle de 

l’approximation continue. Dans ces conditions : 

𝜔 ≈ ±𝑎√
𝐾

𝑚
𝑞 

Le facteur de proportionnalité n’est autre que la vitesse de phase de l’onde (positive ou 

négative, selon son sens de propagation) :  

𝑣𝜙 =
𝜔

𝑞
= ±𝑎√

𝐾

𝑚
 

On retrouve d’ailleurs la célérité 𝑐s = 𝑎√
𝐾

𝑚
 trouvée à la question 7. C’est cohérent. 

La vitesse de phase dans la zone centrale de la première zone de Brillouin est la pente 

locale de la courbe 𝜔(𝑞) :  
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13.  Le photon est la particule associée à la propagation d’une onde électromagnétique, 

dont la relation de dispersion dans le vide est également linéaire : 𝜔 = 𝑐𝑘.  

 

II. Fonctionnement d’un transducteur piézoélectrique 

II.A.  Modèle électromécanique de la piézoélectricité 

14. L’équation locale de Maxwell-Gauss div𝐸⃗⃗ =
𝜌

𝜀0
 est équivalente au théorème de Gauss 

(question de cours) ∯ 𝐸⃗⃗. 𝑛⃗⃗ext
𝑆

d𝑆 =
𝑄int

𝜀0
 . 

15. Le vecteur 𝐷⃗⃗⃗ = 𝜀0𝐸⃗⃗ + 𝑃⃗⃗ vérifie l’équation locale div𝐷⃗⃗⃗ = 𝜀0div𝐸⃗⃗ + div𝑃⃗⃗ = 𝜌 − 𝜌liée. Par 

conséquent :  

{
 
 

 
 div𝐷⃗⃗⃗ = 𝜌libre

∯𝐷⃗⃗⃗. 𝑛⃗⃗ext

𝑆

d𝑆 = 𝑄libre
int

 

 NB : le vecteur 𝐷⃗⃗⃗ joue en électrostatique un rôle analogue à celui de 𝐻⃗⃗⃗ en magnétostatique. 

La polarisation 𝑃⃗⃗ est l’équivalent de l’aimantation 𝑀⃗⃗⃗. 

16.a. Dans chacune des zones I, II et III, il n’y a aucune charge libre volumique : dans les régions 

I et III, c’est évident car on est dans le vide ; dans la région II, on est dans l’isolant qui ne 

contient que des charges liées. Donc div𝐷⃗⃗⃗ = 0 dans chacune des trois zones. 

 D’autre part, nous sommes en présence d’un problème à 1 dimension, invariant par 

translation parallèlement aux axes (O𝑦) et (O𝑧). Dans un tel problème, on sait (cf cours) 

que 𝐸⃗⃗ = 𝐸(𝑥)𝑢⃗⃗𝑥. Comme 𝐷⃗⃗⃗ = 𝜀0𝐸⃗⃗ + 𝑃⃗⃗, 𝐷⃗⃗⃗ a les mêmes propriétés de symétrie que 𝐸⃗⃗ (𝑃⃗⃗ 

aussi d’ailleurs) : c’est un vrai vecteur. Par conséquent : 𝐷⃗⃗⃗ = 𝐷(𝑥)𝑢⃗⃗𝑥. 

 

 

 

 

 
 
 

 

  
 
=
 s
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 On en conclut que 
d𝐷

d𝑥
= 0 dans chacune des trois zones. Par conséquent,  

{

𝐷⃗⃗⃗(𝑥 < 0) = 𝐷I 𝑢⃗⃗𝑥

𝐷⃗⃗⃗(0 < 𝑥 < 𝐿) = 𝐷II 𝑢⃗⃗𝑥

𝐷⃗⃗⃗(𝑥 > 𝐿) = 𝐷III 𝑢⃗⃗𝑥

 

 NB : les trois constantes sont a priori différentes car les deux armatures portent des 

charges surfaciques. 𝐷⃗⃗⃗ n’est donc pas une fonction continue. 

16.b. Le plan 𝑥 =
𝐿

2
 est un plan d’antisymétrie pour la distribution de charges libres. C’est donc 

aussi un plan d’antisymétrie pour le vecteur 𝐷⃗⃗⃗. On en déduit que 𝐷I = 𝐷III. 

 Ce résultat peut aussi être montré par le théorème de Gauss. Considérons une surface de 

Gauss cylindrique, de section S, de génératrices parallèles à 𝑢⃗⃗𝑥, englobant complètement 

le système 𝒮. Le théorème de Gauss donne :  

𝐷III × 𝑆 − 𝐷I × 𝑆 = 𝑄 − 𝑄 = 0 

 Pour montrer que 𝐷I = 𝐷III = 0, je ne vois pas d’autre argument que de dire que ses lignes 
de champ sont totalement confinées entre les armatures, du fait de l’absence d’effets de 

bords. 

 NB : on pourrait aussi considérer (mais je ne pense pas que ce soit la démarche attendue 

par l’énoncé) que 𝐷⃗⃗⃗ est créé uniquement par les deux armatures de charges 𝑄 et −𝑄 

puisqu’il n’est relié qu’aux charges libres. Il est donc créé par deux plans infinis 

uniformément chargés : 𝐷⃗⃗⃗ = 𝐷⃗⃗⃗1 + 𝐷⃗⃗⃗2 avec {
𝐷⃗⃗⃗1(𝑥 < 0) =

𝑄

2𝑆
𝑢⃗⃗𝑥

𝐷⃗⃗⃗1(𝑥 > 0) = −
𝑄

2𝑆
𝑢⃗⃗𝑥

et {
𝐷⃗⃗⃗2(𝑥 < 𝐿) = −

𝑄

2𝑆
𝑢⃗⃗𝑥

𝐷⃗⃗⃗1(𝑥 > 𝐿) =
𝑄

2𝑆
𝑢⃗⃗𝑥

. 

On en déduit : {

𝐷⃗⃗⃗(𝑥 < 0) = 0⃗⃗

𝐷⃗⃗⃗(0 < 𝑥 < 𝐿) = −
𝑄

𝑆
𝑢⃗⃗𝑥

𝐷⃗⃗⃗(𝑥 > 𝐿) = 0⃗⃗

. 

16.c. Sachant que 𝐷⃗⃗⃗ est nul en dehors du système, considérons une surface de Gauss de même 

géométrie qu’à la question précédente, mais n’englobant que l’armature de droite, portant 

la charge 𝑄. Le théorème de Gauss donne : 𝐷III × 𝑆 − 𝐷II × 𝑆 = 𝑄 soit : 

𝐷⃗⃗⃗(0 < 𝑥 < 𝐿) = −
𝑄

𝑆
𝑢⃗⃗𝑥 

16.d. Etant donné que l’isolant est linéaire, 𝑃⃗⃗ = 𝜀0(𝜀r − 1)𝐸⃗⃗. Donc 𝐷⃗⃗⃗ = 𝜀0𝜀r𝐸⃗⃗. On en déduit 

donc : 

𝐸⃗⃗(0 < 𝑥 < 𝐿) = −
𝑄

𝜀0𝜀r𝑆
𝑢⃗⃗𝑥 

 Par définition du potentiel électrostatique, la tension 𝑈 = 𝑉(𝐿) − 𝑉(0) est donnée par  

𝑈 = −∫ 𝐸⃗⃗. d𝑟⃗⃗⃗⃗⃗

𝐿

0

= −𝐸𝐿 =
𝑄

𝜀0𝜀r𝑆
𝐿 

 On en déduit la capacité 𝐶 du condensateur : 
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𝐶 =
𝑄

𝑈
=
𝜀0𝜀r𝑆

𝐿
 

17. Le moment dipolaire vaut 𝑝hex = 3𝑒𝑑
± puisque chaque barycentre porte la charge 3𝑒. 

 

18.  Etant donné que 𝑃⃗⃗ = 𝜀0(𝜀r − 1)𝐸⃗⃗ + 𝜀0𝜀r
𝛾𝜉

𝐿
𝑢⃗⃗𝑥, 𝐷⃗⃗⃗ = 𝜀0𝜀r (𝐸⃗⃗ +

𝛾𝜉

𝐿
𝑢⃗⃗𝑥). Or, 𝐷⃗⃗⃗ (qui ne dépend 

que des charges libres) est toujours donné par  

𝐷⃗⃗⃗(0 < 𝑥 < 𝐿) = −
𝑄

𝑆
𝑢⃗⃗𝑥. On en déduit donc : 

𝐸⃗⃗(0 < 𝑥 < 𝐿) = −(
𝑄

𝜀0𝜀r𝑆
+
𝛾𝜉

𝐿
) 𝑢⃗⃗𝑥 

 Par définition du potentiel électrostatique, la tension 𝑈 = 𝑉(𝐿) − 𝑉(0) est donnée par  

𝑈 = −∫ 𝐸⃗⃗. d𝑟⃗⃗⃗⃗⃗

𝐿

0

= −𝐸𝐿 =
𝑄

𝜀0𝜀r𝑆
𝐿 + 𝛾𝜉 =

𝑄

𝐶
+ 𝛾𝜉 

19. Le principe de l’action et de la réaction donne la force de rappel subie par l’armature 

mobile :  

𝐹⃗rappel = −𝐹⃗ = −(𝛾𝑄 + 𝑘𝜉)𝑢⃗⃗𝑥 

 La 2nde loi de Newton appliquée l’armature mobile et projetée sur 𝑢⃗⃗𝑥 donne :  

𝑚
d2𝜉

d𝑡2
= −𝛼

d𝜉

d𝑡
− (𝛾𝑄 + 𝑘𝜉) 

soit : 

  

𝑚
d2𝜉

d𝑡2
+ 𝛼

d𝜉

d𝑡
+ 𝑘𝜉 + 𝛾𝑄 = 0 

20. L’équation (11) donne 𝑄 = 𝐶(𝑈 − 𝛾𝜉). On en déduit :  

  

 +  +   

 

 ±
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d2𝜉

d𝑡2
+
𝛼

𝑚

d𝜉

d𝑡
+
𝑘 − 𝛾2𝐶

𝑚
𝜉 = −

𝛾𝐶

𝑚
𝑈 

 En régime sinusoïdal forcé, on obtient la fonction de transfert : 

𝐻elm(i𝜔) =
−
𝛾𝐶
𝑚

𝑘 − 𝛾2𝐶
𝑚

−𝜔2 + i
𝛼
𝑚
𝜔

 

On identifie facilement 𝜔0 = √
𝑘−𝛾2𝐶

𝑚
 et 

𝜔0

𝑄elm
=

𝛼

𝑚
 donc 𝑄elm =

√𝑚(𝑘−𝛾2𝐶)

𝛼
. Par conséquent, 

𝐻elm(i𝜔) =

−
𝛾𝐶
𝑚𝜔0

2

1 −
𝜔2

𝜔0
2 + i

𝜔
𝜔0𝑄elm

 

 Donc : 𝐻0 = −
𝛾𝐶

𝑚𝜔0
2 = −

𝛾𝐶

𝑘−𝛾2𝐶
 . 

21. Le module de la fonction de transfert s’écrit donc : 

|𝐻elm|(𝜔) =
|𝐻0|

√(1 −
𝜔2

𝜔0
2)
2

+
1

𝑄elm
2

𝜔2

𝜔0
2

 

 La réponse du système est maximale si (1 −
𝜔2

𝜔0
2)
2

+
1

𝑄elm
2

𝜔2

𝜔0
2 est minimal. Posons donc 𝑋 =

𝜔2

𝜔0
2 et cherchons à minimiser la fonction 𝑓(𝑋) = (1 − 𝑋)2 +

𝑋

𝑄elm
2 . Sa dérivée s’écrit : 

𝑓′(𝑋) = 2𝑋 − 2 +
1

𝑄elm
2 . Elle s’annule pour 𝑋 = 1 −

1

2𝑄elm
2 . Cette valeur n’est définie positive 

que si 𝑄elm >
1

√2
 . Dans ce cas, 𝑋m = 1 −

1

2𝑄elm
2  ce qui donne : 

𝜔m = 𝜔0√1−
1

2𝑄elm
2  

22.  Pour 𝑄elm ≫ 1, 𝜔m ≈ 𝜔0 (1 −
1

4𝑄elm
2 ) ≈ 𝜔0. Le comportement asymptotique de |𝐻elm|(𝜔) 

est donné par :  

{

|𝐻elm|(𝜔 ≪ 𝜔0) ≈ |𝐻0|

|𝐻elm|(𝜔 ≫ 𝜔0) ≈ |𝐻0|
𝜔0
2

𝜔2

 

 A la résonance, |𝐻elm|(𝜔0) = 𝑄elm|𝐻0|. Voici la courbe des variations de |𝐻elm|(𝜔), tracée 

pour 𝑄elm = 5, pour plus de lisibilité :  
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23. La courbe expérimentale est en fait un « zoom » sur le domaine de fréquences entourant 

la résonance. On a donc localement un comportement passe-bande, alors que la fonction 

de transfert complète est passe-bas. 

 Le facteur de qualité expérimental valant 𝑄 = 27, 
1

2𝑄2
≈ 7. 10−4. L’approximation réalisée 

à la question 22 est donc excellente. 

 

II.B. Modèle électrocinétique d’un transducteur piézoélectrique 

24. L’impédance 𝑍AB vérifie :  

1

𝑍AB
= i𝐶0𝜔 +

1

𝑅m + i𝐿m𝜔 +
1

i𝐶m𝜔

= i𝐶0𝜔 +
i𝐶m𝜔

1 + i𝑅m𝐶m𝜔 − 𝐿m𝐶m𝜔
2

 

 En factorisant par i𝐶0𝜔, on obtient :  

1

𝑍AB
= i𝐶0𝜔(1 +

𝐶m
𝐶0(1 + i𝑅m𝐶m𝜔− 𝐿m𝐶m𝜔

2)
)

= i𝐶0𝜔(
i𝑅m𝐶m𝐶0𝜔 + 𝐶0 + 𝐶m − 𝐿m𝐶m𝐶0𝜔

2

i𝑅m𝐶m𝐶0𝜔 + 𝐶0 − 𝐿m𝐶m𝐶0𝜔
2 ) 

 En divisant numérateur et dénominateur par i𝑅m𝐶m𝐶0𝜔, on obtient : 

1

𝑍AB
= i𝐶0𝜔

1 + i (
𝐿m𝜔
𝑅m

−
𝐶0 + 𝐶m
𝑅m𝐶m𝐶0𝜔

)

1 + i (
𝐿m𝜔
𝑅m

−
1

𝑅m𝐶m𝜔
)

 

On en déduit :  

 e m  0

 e m
 0

 

 0
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𝑍AB =
1

i𝐶0𝜔

1 + i𝑄r (
𝜔
𝜔r
−
𝜔r
𝜔
)

1 + i𝑄a (
𝜔
𝜔a
−
𝜔a
𝜔 )

 

avec : {

𝜔r =
1

√𝐿m𝐶m

𝑄r =
1

𝑅m
√
𝐿m

𝐶m

  et  

{
 

 𝜔a = √
𝐶0+𝐶m

𝐿m𝐶m𝐶0
= 𝜔r√1+

𝐶m

𝐶0

𝑄a =
1

𝑅m
√
𝐿m(𝐶0+𝐶m)

𝐶m𝐶0
= 𝑄r√1+

𝐶m

𝐶0

 . 

On en déduit :  

|𝑍AB| =
1

𝐶0𝜔
√
1 + 𝑄r

2 (
𝜔
𝜔r
−
𝜔r
𝜔
)
2

1 + 𝑄a
2 (
𝜔
𝜔a
−
𝜔a
𝜔
)
2 

25. Le numérateur est minimum (et vaut 1) pour 𝜔 = 𝜔r ; le dénominateur est minimum (et 

vaut 1) pour 𝜔 = 𝜔a. 

 On en déduit (pour peu que les pulsations 𝜔r et 𝜔a soient assez écartées et que les facteurs 

de qualité 𝑄r et 𝑄a soient assez grands) que |𝑍AB|(𝜔r) est un minimum de |𝑍AB| tandis que 
|𝑍AB|(𝜔a) est un maximum de |𝑍AB|. 

26.  Si l’amplitude la tension est fixée, l’amplitude du courant (et donc la puissance fournie au 

transducteur) est maximale pour 𝜔 = 𝜔r et minimale pour 𝜔 = 𝜔a. On a donc une 

résonance concernant l’émission sonore pour 𝜔 = 𝜔r et une antirésonance pour 𝜔 = 𝜔a. 

 

II.C. Lien entre le modèle électromécanique et le circuit équivalent 

27. Les équation (11) (sous la forme 𝛾𝜉 = 𝑈 −
𝑄

𝐶
) et (13) donnent :  

d2𝑈

d𝑡2
+
𝛼

𝑚

d𝑈

d𝑡
+
𝑘

𝑚
𝑈(𝑡) =

1

𝐶
(
d2𝑄

d𝑡2
+
𝛼

𝑚

d𝑄

d𝑡
+ (

𝑘 − 𝛾2𝐶

𝑚
)𝑄) 

En passant en notation complexe, on obtient :  

𝑈

𝑄
=
1

𝐶

𝑘 − 𝛾2𝐶
𝑚 + i

𝛼
𝑚𝜔 −𝜔

2

𝑘
𝑚 + i

𝛼
𝑚𝜔 − 𝜔

2
 

On en déduit l’impédance 𝑍𝒮 =
𝑈

𝐼
=

𝑈

i𝜔𝑄
 :  

𝑍𝒮 =
1

i𝐶𝜔

1 + i (
𝑚
𝛼
𝜔 −

𝑘 − 𝛾2𝐶
𝛼𝜔

)

1 + i (
𝑚
𝛼 𝜔 −

𝑘
𝛼𝜔)

 

qui est bien de la forme de l’équation (15). 

28. On avait trouvé à la question 24 l’expression : 
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𝑍AB =
1

i𝐶0𝜔

1 + i (
𝐿m𝜔
𝑅m

−
1

𝑅m𝐶m𝜔
)

1 + i (
𝐿m𝜔
𝑅m

−
𝐶0 + 𝐶m
𝑅m𝐶m𝐶0𝜔

)
 

En comparant 𝑍AB et 𝑍𝒮  terme à terme, on en déduit :  

{
 
 
 

 
 
 

𝐶0 = 𝐶
𝐿m
𝑅m

=
𝑚

𝛼

1

𝑅m𝐶m
=
𝑘 − 𝛾2𝐶

𝛼
𝐶0 + 𝐶m
𝑅m𝐶m𝐶0

=
𝑘

𝛼

 

Les deux dernières équations fournissent 𝐶m = 𝐶0
𝛾2𝐶

𝑘−𝛾2𝐶
=

𝛾2𝐶2

𝑘−𝛾2𝐶
 . On déduit des deux 

équations « du milieu » et de l’expression de 𝐶m : 𝐿m =
𝑚

𝛾2𝐶2
 . Enfin, on obtient : 𝑅m =

𝛼

𝑚
𝐿m =

𝛼

𝛾2𝐶2
 . Finalement, cela donne :  

{
 
 
 

 
 
 

𝐶0 = 𝐶

𝑅m =
𝛼

𝛾2𝐶2

𝐿m =
𝑚

𝛾2𝐶2

𝐶m =
𝛾2𝐶2

𝑘 − 𝛾2𝐶

 

29.  Le seul élément qui consomme de la puissance moyenne (et donc, qui dissipe de l’énergie) 

est la résistance 𝑅m. Celle-ci est proportionnelle au coefficient 𝛼 intervenant dans 

l’expression de la force de frottement, seule force dissipative, du modèle 

électromécanique. C’est donc parfaitement cohérent. 

 

III. Analyseur spectral 

III.A. Interaction entre un champ électromagnétique et les phonons 

30. La relation de dispersion des ondes électromagnétiques dans le vide s’écrit : 𝑘 =
𝜔

𝑐
 . 

31. On écrit la conservation de l’énergie : ℏ𝜔 + ℏΩ = ℏ𝜔′. Par conséquent :  

𝜔′ = 𝜔 +Ω 

32. Un laser de longueur d’onde 𝜆 = 600 nm est de couleur rouge. 

Les relations de dispersion des photons et du phonon s’écrivent 𝜆 =
2𝜋𝑐

𝜔
 , 𝜆′ =

2𝜋𝑐

𝜔′
 et Λ =

2𝜋𝑐s

Ω
 . Par conséquent, 

1

Λ
=

𝑐

𝑐s

𝜆−𝜆′

𝜆𝜆′
=

𝑐

𝑐s

Δ𝜆

𝜆(𝜆−Δ𝜆)
 . Pour mesurer Λ, il faut donc mesurer Δ𝜆 =

𝜆 − 𝜆′. 

Puisque 𝜆 =
𝑐

𝑓
 et 𝜆′ =

𝑐

𝑓′
=

𝑐

𝑓+𝐹
 , Δ𝜆 = 𝜆 − 𝜆′ = 𝑐 (

1

𝑓
−

1

𝑓+𝐹
) =

𝑐𝐹

𝑓(𝑓+𝐹)
. Or, 𝐹 = 200 MHz et 

𝑓 =
𝑐

𝜆
= 5. 1014 Hz. On en déduit :  
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Δ𝜆 = 𝜆 − 𝜆′ ≈
𝑐𝐹

𝑓2
=
3. 108 × 2. 108

25. 1028
≈ 0,2 pm 

Cette variation de longueur d’onde est très en-dessous de la limite de résolution d’un 

spectromètre optique et n’est donc pas décelable par cette technique.  

33.  La conservation de la quantité de mouvement s’écrit ℏ𝑘⃗⃗i + ℏ𝑞⃗ = ℏ𝑘⃗⃗f soit : 𝑘⃗⃗i + 𝑞⃗ = 𝑘⃗⃗f. En 

projetant sur la direction de propagation du photon incident et sur la direction de 

propagation du phonon, on obtient respectivement :  

{
𝑘f cos 𝜃 = 𝑘i
𝑘f sin 𝜃 = 𝑞

 

34. D’après la question 32, on sait que 𝑘f =
2𝜋

𝜆′
≈

2𝜋

𝜆
 . D’autre part, 𝑞 =

Ω

𝑐s
=

2𝜋𝐹

𝑐s
. On en déduit : 

sin𝜃 =
𝜆𝐹

𝑐s
≈ 1,2. 10−2 rad 

35. Vu la valeur de sin𝜃, il est donc légitime d’écrire : 

𝜃 ≈ sin 𝜃 =
𝜆𝐹

𝑐s
=
𝜆

Λ
 

 On reconnaît la formule donnant l’angle de diffraction d’un faisceau lumineux de longueur 

d’onde 𝜆 par un motif de taille Λ. 

 

III.B.  Montage optique 

36. 

 

37.  On voit que le schéma précédent que 𝑓1 tan 𝜃1 = 𝑓2 tan 𝛼1. Or, tan𝛼1 =
𝐹obj
′ 𝐶1

𝑓obj
. On en déduit :  

 1

 2
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𝐹obj
′ 𝐶1 = 𝑓obj

𝑓1
𝑓2
tan 𝜃1 ≈ 𝑓obj

𝑓1
𝑓2
𝜃1 

38. D’après le résultat obtenu à la question 37, la résolution angulaire du montage est fixée 

par la taille d’un pixel :  

∆𝜃 =
𝑓2𝑑pixel

𝑓1𝑓obj
 

 Or, on sait que Λ =
𝜆

𝜃
 . En différentiant cette relation, on obtient : ∆Λ ≈

𝜆

𝜃0
2 ∆𝜃. Or, 𝜃0 =

𝜆

Λ0
. 

Par conséquent : 

∆Λ =
Λ0
2

𝜆
Δ𝜃 

 Numériquement, on trouve ∆𝜃 = 2,4. 10−3 rad, Λ0 =
𝑐s

𝐹
= 50 µm et ∆Λ = 0,1 µm. 

 Pour augmenter la résolution, il faut diminuer la valeur de ∆𝜃 et donc diminuer 𝑓2 et 

augmenter 𝑓1. 

39.  Le faisceau n°1 ne traverse pas le cristal donc 𝜔1 = 𝜔. Le faisceau n°2 traverse le cristal 

donc, d’après la question 31, 𝜔1 = 𝜔 + Ω. 

40. Les équations de Maxwell étant linéaire, on peut appliquer le théorème de superposition. 

41. Les deux signaux s’écrivent donc : {
𝑠1(𝑡) = 𝑠0 cos(𝜔𝑡)

𝑠2(𝑡) = 𝑠0 cos((𝜔 + Ω)𝑡)
. Calculons 𝑠tot

2 (𝑡) : 

𝑠tot
2 (𝑡) = 𝑠0

2(cos2(𝜔𝑡) + cos2((𝜔 + Ω)𝑡) + 2 cos(𝜔𝑡) cos((𝜔 + Ω)𝑡)) 

Cela se récrit sous la forme :  

𝑠tot
2 (𝑡) = 𝑠0

2(cos2(𝜔𝑡) + cos2((𝜔 + Ω)𝑡) + cos((2𝜔 + Ω)𝑡) + cos(Ω𝑡)) 

 Ici, il y a une erreur d’énoncé : l’intensité lumineuse vaut en réalité  

𝐼lum(𝑡) = 〈𝑠tot
2 (𝑡)〉𝜏réponse  

 Or, 𝜏réponse = 10 ps, 
2𝜋

𝜔
=

1

𝑓
= 2. 10−15 s et 

2𝜋

Ω
=

1

𝐹
= 5 ns.  

Donc 𝜏réponse ≫
2𝜋

𝜔
>

2𝜋

𝜔+Ω
>

2𝜋

2𝜔+Ω
 : {
〈cos2(𝜔𝑡)〉𝜏réponse = 〈cos

2((𝜔 + Ω)𝑡)〉𝜏réponse =
1

2

〈cos((2𝜔 + Ω)𝑡)〉𝜏réponse = 0
 . 

Mais 𝜏réponse ≪
2𝜋

Ω
. Par conséquent, le capteur est assez rapide pour suivre les variations 

de cos(Ω𝑡) : 〈cos(Ω𝑡)〉𝜏réponse = cos(Ω𝑡). On en déduit :  

𝐼lum(𝑡) = 〈𝑠tot
2 (𝑡)〉𝜏réponse = 𝑠0

2(1 + cos(Ω𝑡)) 

 Le signal de sortie de la photodiode étant proportionnel à 𝐼lum(𝑡), il varie sinusoïdalement 

avec une pulsation Ω (à une composante continue près). On peut donc mesurer Ω. 
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III.C. Traitement du signal obtenu 

42. D’après la question précédente, il est évident que 𝜔alt = Ω. 

 Si 𝑢(𝑡) = 𝑢alt(𝑡) = 𝑢alt,0 cos(Ωt), le signal de sortie du multiplieur s’écrit : 

𝑈m(𝑡) = 𝐾𝑢alt,0𝑢réf,0 cos(Ωt) cos(𝜔réft) =
𝐾𝑢alt,0𝑢réf,0

2
(cos((Ω + 𝜔réf)t) + cos((Ω − 𝜔réf)t)) 

43. Le terme cos((Ω + 𝜔réf)t) a une fréquence comprise entre 400 MHz et 430 MHz, en-

dehors de la bande passante de l’oscilloscope (il faudra donc le filtrer). Mais Le terme 

cos((Ω − 𝜔réf)t) a une fréquence inférieure à 30 MHz, et se situe donc dans la bande 

passante de l’oscilloscope : il est donc exploitable. 

44. Question de cours de base : il s’agit bien sûr d’un filtre 𝑅𝐶 passe-bas du 1er ordre (tension 

prise aux bornes de 𝐶), de fréquence de coupure 𝑓c =
1

2𝜋𝑅𝐶
 . Ce filtre doit atténuer 

suffisamment le terme fréquence supérieure à 400 MHz, mais laisser passer le terme de 

fréquence inférieure à 30 MHz. On peut proposer 𝑓c = 40 MHz. Dans ce cas, la constante 

de temps du filtre vaut 𝑅𝐶 =
1

2𝜋𝑓c
≈ 0,4 ns (ce qui est peu). Un couple de valeurs plausibles 

serait par exemple 𝑅 = 100 Ω et 𝐶 = 4 pF. 

45. On peut bien sûr recourir à la FFT de l’oscilloscope. 

46. On distingue trois raies de fréquences 1 MHz, 3 MHz et 11 MHz (qui correspondent à 𝐹 −

𝑓
réf

). Les fréquences des modes acoustiques correspondantes sont donc 201 MHz, 203 MHz 

et 211 MHz. 

47.  Dévier la lumière incidente dans une direction donnée, dépendant du phonon ? Mais dans 

ce cas, il faudrait des phonons plus énergétiques, de fréquence plus élevée… 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


