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Concours Centrale Supelec 2016, physique 2 PC

Corrigé proposé par Séverine Mensch (severine@mesnch.fr) et Philippe Borel
(phiborel@numericable.fr)

Vers une nouvelle définition du kelvin

| L'agitation thermique

IA) L'agitation thermique dans I'atmosphére

1A1)
a) A partir de I'équation de la statique des fluides projetée sur I'axe vertical ascendant
ar_ _
5 PE
dans I'hypothése de I'atmosphére gaz parfait
PV=nRT dou p="w_rM_FM
V V- RT

Si I'atmosphére est isotherme, T=cste d'ou par intégration, avec P(z=0)=P,
P(z)=P exp(—Mgz/RT)

b) En considérant une masse moyenne m par molécule constituant I'atmosphére,
M=mN, et R=k,N, dou P(z)=P,exp(—mgzlk,T)

P
d'ou nv(z)zﬁNAz—ZNaexp(

_ng)
ATk, T

k,T

. on retrouve une statistique de Boltzmann,

mgz=E ,, énergie potentielle de pesanteur, 7,(z)=N,exp( ;cB r)

IA2) En écrivant  n,(z) sous la forme nV(Z)=NoeXp(_—HZ) on identifie la hauteur
k,T
mg

caractéristique de I'atmosphere : H=

La vitesse limite atteinte en chute libre s'obtient par conservation de I'énergie mécanique :

2k, T
m
on retrouve une expression proche de la vitesse quadratique moyenne atteinte pour un

1 ~ ~N 11 < .
Eminit:mgH:Emﬁnzzmvlz d'ol  v,=vV2gH ou encore en exprimant H : sz\/

gaz a la température T : v,:\/%vq : ces deux vitesses qui caractérisent I'atmosphére

isotherme sont bien du méme ordre de grandeur.

Remarque: Pour I'atmosphére, plutéot diatomique (O2 19%, N2 80%, autres 1%), les
S5k,T

auteurs auraient dia proposer vzz
m

I1A3) Quelques pistes pour cette question :


mailto:severine@mesnch.fr

Le centre de gravité de la balle est immobilisé, mais il reste une agitation thermique,
désordonnée, de toutes les particules qui la composent ?

En terme d'énergie localement, cette énergie cinétique des molécules se transforme en
énergie potentielle de déformation ?

Autre piste le mouvement des particules est aléatoires, vectoriellement la vitesse du
centre de gravité est alors nulle ?

IB L'agitation thermique dans un circuit électrique

IB1) La vitesse d'agitation thermique des électrons dans le métal est donnée en ordre de

grandeur par la vitesse quadratique qu\/ d'ou pour 7~300K v, ~ 10°ms™' <c

: ces électrons ne sont pas relativistes !
IB2) Les deux relations s'obtiennent a partir des lois de Kirchhoff :

. . dlé’
— loi des mailles :
dt
. duS
— loi des nceuds :
dt
IB3) a)les mémes relations s'appliquent sur le schéma de la ligne bifilaire proposée :
Oilx,t . . ]
ul(x,t)=u(x+dx,t)+hdx z(@x ) qui donne au premier ordre en dx : Z_Z:_k% (1)
+
puis  i(x,t)=i(x+dx,t)+ydx W qui donne au premier ordre en dx:
oi _ 8u
a5 Y 2)

b) ILéquation de d'Alembert vérifiée par i et u s'obtient alors en découplant les équations et
en utilisant le théoreme de Schwartz :

o (Ou 61/1 0 (01 o (0i au 8u_16

= —A AL (E =y 22 ou_ 1

ax 8x) ax ax(at) at(ax) Y atZ dou axz 02812 (3) avec
__1 @

A~

c) En remplagant dans I'équation de d'Alembert on obtient I'équation de dispersion pour
les ondes planes harmoniques se propageant selon les x croissants: w=kc, La
résistance caractéristique s'obtient en remplagant dans une des equatlons de couplage

par exemple dans (1): —ikU=—\(—io)I d'ou R—T—xﬂ—x y (5)
R, _ 11
Ces relations peuvent étre inversées : (5) donne }\:c_e puis (4) ¥= rel Rec,

IB4) a) L'équation vérifiée par U(x) s'obtient en remplagant u(x,t) dans (3) :

U"(x)cos((ut):é(—mz)U(x)cos(oot) d'ol U"(x)—i—w—;U(x):O

e

équation d'un oscillateur harmonique. Les conditions aux limites U (0)=U(D)=0 fixent

=0
la forme de la solution : on pose K= c

e



U(0)=0 impose U (x)=U ,sin(Kx)

U(D)=0 impose KD=nn avec n entier, d'ou K,,I% et U(x)=U,sin(K,x)

nme,

mode propre n, associé a la pulsation o,=c,K,=

b) L'intervalle entre deux fréquences propres consécutives est 6f:3—(;[’=2cg donc si
Af _2DA
A f estgrand N=6—J{=cif (@ une unité prés, <<N)
c) i(x,t) est donné par u,(x,t) a partir  de (1) ou (2) :
oi (x,t o(U,sin(K t
() oK xeos(o,))
ox ot

qui s'intégre, avec I'hypothése i,(x,7)=0 lorsque U,,=0 |, sous la forme :

_y()\)n

i(x,t)= U, cos(K, x)sin(w,¢)

n

&— 1 c —L d ( )__Uon
avec yKn Re "R onc i,\x,t)= R

cos( K, x)sin (w, ?)

IBS)Sur une portion dx I'énergie emmagasinée dans le circuit pour le mode n est :
U2
denzékdxin(x,t)2+%ydxun(x,t)zzékdxﬁcosz(Knx)sinz(mnt)Jr%ydxUﬁnsin2(Knx)cos2(cont)

c

d'ou <den>=(%inncosz(Knx)+%yUinsinz(Knx))dxziinn : la densité linéique

moyenne est uniforme

1 2 D 2
2vDul=
g Y o= R Mo

IB6)a) En intégrant sur la ligne de longueur D on en déduit <E,,>=

D
onimpose (E,)=k,T dou —5—u,=k,T et
4R, c,

4R c k,T —
un(x,t)z\/% sin(K , x)cos(w,)=V2U ; ,(x)cos(w,t) avec

2R, c kT . . 2 2R c kyT
ueﬁ_n(x):\/TBsm(Knx) et finalement ueﬁ,,,(x)=Tsm (K,x)
2 2Rkl i gependant de n
b) I 'y a N modes possibles dans lintervalle de fréquence A f donc
2R, c kT
U,=NU, _2DAJZRCHET gy, avec  R=R,  le résultat attendu:
: c D

e

U,y=VaksTRAf

IB7)a) Je ne comprends pas bien comment la valeur de R peut étre une variable puisque
R=R.

On poursuit a partir des résultats précédents...

On doit vérifier Ueffom/ﬁ donc en log-log une relation linéaire de pente ', ce qui
correspond bien aux deux courbes proposées, les deux décades de variation sur A f se



traduisant par une décade de décalage entre les deux droites.

La détermination de k,; repose avoir sur I'exploitation d'un point particulier. Par
exemple :

_ 1077 1 23
our Af=1Hz,R=10°Q,U,,=610"V dou kz=(6 =1,2102USI ce
P S =1z 4 =(6500) 2300107

qui donne bien I'ordre de grandeur attendu !

b) Les valeurs des tensions efficaces sont extrémement faibles, il faut éliminer le bruit
électromagnétique, d'ou I'enceinte métallique qui isole des champs extérieurs.

La résistance peut chauffer, il faut thermostater I'enceinte pour assurer une température
constante.

Il Mesure acoustique
lIA Principe
IIA1) La distance moyenne [ entre molécules dépend de la densité moléculaire n*

n*~1/1> avec d'aprés la loi des gaz parfaits 7n*= . On négligera les interactions

i, T

k,T
si [>/,,=5am doncsi P<P,, = 1;3 numériquement P<0,4bar : a priori ce n'est

pas le cadre de I'étude proposeé, puis P varie entre 0,5 et 7 bar...

IIA2) a) question de cours: en posant U=W,tP avec P<W, , P=P +m avec
n<< P etenfin en supposant v<c,,

. _ Dv - . 0v_ —dn
' . - dP . —- U
Equation d'Euler: u D gra linéarisée : U, 5r ox
, , , 0 . ., ., O 0
Equation de conservation de la masse : a—l:+d1V(MV)=0 linéarisée a—‘;Jr uoa—;=0

1,0
Caractére isentropique : Xs:ﬁ( M)

o _1p — T
2P, linéarisee As=T T donc P=M.Xs

on obtient en découplant ces équations [I'équation de  d'Alembert :

O O n_1d*n \/ 1
=W Xs T avec =
ox’ > ot ¢ Ox’ =\ 50,
& u=PM _Lowy M1 L
b) Pour un gaz parfait u= Ry dou X7 “(GP)T WRT P d'ou Xg—yp et

» yP yRT YN k,T

T T Ty M

c) Avec la relation donneée, en notant caGP:\/yN;/Ii I'expression de la célérité du son

P
dans le modéle du gaz parfait, on a Ca:caGP(1+BT) au premier ordre en PP

L'erreur relative sur la célérité lorsqu'on considére le gaz comme parfait est donc
Ac, BP
Cacp 2

-6
Pour que l'erreur reste inférieure a 10°il faut P<2$: 1,5 bar

b



Cette nouvelle condition ne couvre pas totalement le cadre de I'étude de 0.4 a 7 bars.

2
c,M

YN, T
compte des incertitudes sur les différents paramétres (sauf ¥ ), la relation rappelée a la

2 2 2 2
fin du texte donne 6k3: 4(6c“) +(6M) +(6NA) +(6_T)
kg c M N,

a
2

- )
limite acceptable : 210‘6=\/4( c“) +(1,5107°)+(1,2107* P +(31077)
C

a

IIA3) On repart de l'expression valable pour un gaz parfait: k,= , on tient

d'ou numériquement a la

dc

“=%\/(2106)2—(1,5 107°P—(1,210"°)—(3107'’=6,410"" on est en dessous de l'erreur

a

prévue au I112): il faudra corriger I'expression de la célérité pour tenir compte du
caractére non parfait du gaz.

Il B L'onde acoustique sphérique.

11B1) Equation du potentiel

a) La symétrie sphérique impose ¥(r,?)=v(r,t) donc rot$=0 (formulaire en fin
d'énoncé) et il existe ¢(r,7) telque V(r,1)=grad o(r,1)

On est toujours dans I'approximation acoustique, on doit donc vérifier I'équation d'Euler
v 0V _ —om =

S Dv_ - - ov - _ 00,
linéarisée w5 -=—grad P donne ici u,z-="2"¢ avec v(r, t)= 5, ¢, donc,
0 _
d'aprés le théoreme de Schwartz Moa—i%—?#% qui s'integre par rapport a r sous la

oy —
forme a—?=u—f+f(t) L'hypothése  ¢(r,t)=0 si  =(r,£)=0V¢t donne  f(t)=0 et
oo _—T[(r,t)
A
¢ o
b) on remplace K(V,t)z—uaa(r,t) dans I'équation de d'Alembert vérifiée par 7 (r,¢)
. L 1 3°¢
on obtient la méme équation pour ¢ : ACP(VJ)Z?W (5)

lIB2) Le confinement des ondes dans le résonateur va étre responsable d'une
quantification des pulsations admissibles, la fonction o(r,t) devant vérifier des
conditions aux limites.

Ici on suppose les parois indéformables, en r=a le champ de vitesse doit s'annuler (pas
0
de flux sortant) : 9 (r=a,1)=0 dlou f'(r=a,t)=0

or
0B3) 7.7 )=x(r.)3(r. )=, 52 ) 2 1) =01 (1) (r)cos(wr)sin(w1)?,

donc <]‘e>=5 : en moyenne dans le temps, les modes propres ne permettent pas un
transport d'énergie.

IIB4) On remplace ¢(r,t)=f(r)cos(w¢) dans I'équation (5) en utilisant I'expression du
laplacien scalaire rappelé en annexe :



lwcos((ot)=%(—w2)f(r)cos((x)t) d'ou 82(;’]‘(1’)):—@2 Vf(l’):—kzl”f(l”) qui

2 2
r  or c or c

a

s'intégre sous la forme  7f (r)=asin(kr)+bcos(kr) f(r)z%sin(kr)—k%cos(kr)

L'absence de divergence en r=0 impose b=0 d'ou q>(r)=%sin (kr)cos(wt)

1IB5) ¢ doit vérifier la condition au limite donnée en 1IB2) donc

-1 . k
(— Sm(kr)+7005(kr))(r=a)=0 d'ou tan(ka)=ka . On doit donc avoir k,a=x, ou
P
w, 2nv, X, .
= =— soit

a

x, estlaracine n-iéme de la fonction g(x)=tan(x)—x ,donc k,= ;

a a

a

=g qui explicite la relation de quantification attendue pour les fréquences
ta

propres.

A%

2mav
IIB6) c, = “ d'oU numériquement, pour le mode n=1, ¢,=3,07824610"ms” ' avec

n

une incertitude sur ¢, donnée par
d 2 dv, .t dx, e e
c“:\/(é—“) H52) () = V(18107 P+ (510 "+ (210 TF=1.810° cest lincertitude
c a X,

a

sur a (la plus forte) qui s'impose, d'ou la troncature du résultat sur ¢, . La précision sur
c, estinsuffisante pour atteindre la précision sur k, attendue (cf I1A3)

ciM

YN,T

lIB7) on déduit k, de ¢, apartirde k,=

dou k,=1,38064910 > J K™

L'incertitude relative est donnée par 6:3 :\/4(

Sk
kB=¢4(1,8.10‘6)2+(1,510‘6)2+(1,210‘8)2+(310‘7)2=3,910‘6 soit 8k,=54107"JK""

B

On dispose de 7 chiffres significatifs sur &, .

lll Mesure par spectroscopie laser
llIA Conformations de Ia molécule d'ammoniac

[lIA1) Dans cette modélisation seule la distance de I'atome d'azote au plan des atomes
d'hydrogéne est pertinente : V(x) est paire.

Il y a deux positions d'équilibre stable en |x|=b correspondant & la conformation la plus
stable de la molécule (compromis entre attraction électrostatique et répulsion des noyaux
des différents atomes...), le passage d'une conformation a l'autre se fait par passage par
la position ou l'atome d'azote est dans le plan des atomes d'hydrogéne, situation
d'équilibre instable d'ou la barriére énergétique qui apparait. A grande distance I'interaction
est attractive.

[11A2) Il faut comparer la barriére énergétique V, a I'énergie thermique E,=k;T .Ala



température du point triple  E,=24meV~V /10 :linversion est peu probable.
Elle le devient pour 7T~10T,, d'om 7T~3000K

llIB Inversion quantique de la molécule d'ammoniac

A noter que la notion de masse réduite est inconnue des étudiants...

IB1) En remplagant  y(x,t)=@(x)exp(—iEt/h) dans I'équation de Schrédinger

cog(x,t) —h &’ y(x.t)
ih 2 om  op +V (x)p(x,t)

_—kKdg
2m dr’

on obtient en simplifiant par exp(—iEt/h) : Eq(x) +V(x)e(x) on encore

a’ch 2m(E—V (x))
+ = x)=0

= = 0(x)=0 (6)

lliIB2) a) Les fonctions d'onde sont localisées sur un domaine lorsqu'elles sont nulles en

dehors de ce domaine

b) Pour [x]<x, et [x>x,+] le potentiel est infini, les seules solutions de I'équation (6)
sont alors des fonctions identiquement nulle dans ces domaines : ¢(x)=0

Le potentiel présentant des discontinuités infinies, on doit avoir continuité des fonctions
9, (x) et @y(x) , donc une annulation sur les bords des domaines :
CPA(x:_xo_l):(pA(x:_xo):O ch(x:xo+[):cpA('x:xo):0

c) La condition de normalisation des fonctions y(x,t) impose une condition de

x,+1

normalisationde 9.z : [ ¢, (x dx= [ qu(x) dx=1

—x,—1

: N . .. d'¢ 2mE .
lliB3)a) dans le puits A I'équation (6) s'écrit dt§p+ ;?2 @(x)=0 les solutions
correspondanta E <0 (combinaison d'exponentielles réelles) ne pourront pas valider les
deux conditions aux limites imposées, il faut donc que E>0 et

cpA(x)=Asin(\/2%12E(x+x0)+q>) ou A4 et ¢ sontdonnés par les conditions aux limites

et la conditon de normalisaton @,(x=-x,)=0 donne ¢=0 @ (x=—x,~)=0

A 2 272
impose sin(\/zr;?zEl):O d'ou une quantificationde E : \/2mE” I=nm EA:”; h
m

];2

Il reste a déterminer A4

—X —X ~ 0 -
’ 2 2> ¢ .2/ [2mE 20 .2/ |2mE 2 1 "o 2
f o, (x)dx=4 f sin (\/ e (x+x,))dx=A flsm (\/ = x)=A4 521 d'ou AZ\/—

—x,~1 —x,-1

. 2. |2mE;
et finalement CPA'"(X):\/TSIH(\/ - (x+x,))

A B
b) les mémes calculs dans le puits B conduisenta ¢, ”(x)Z\/gsin(\/sz" (x—x,))

s’ h
avec E, = 3
m

c) Les puits étant infinis la fonction . (resp ¥z )reste localisée dans le puits A4




(resp B ):la probabilité qu'une moléculaire d'ammoniac passe d'un puits a l'autre est
nulle. Le modéle du double puis infini ne peut rendre compte des oscillations de la
molécule...

llIB4) Dans le domaine x,<x=<x,+/ |e potentiel est nul, on résout la méme équation que

dans la question IlIB3) avec comme unique condition au limite @p(x=x,+1)=0 imposée

par le bord infini du potentiel en x=x,+/ . La forme proposée convient :
©4(x)=Bsin(k(x—x,—1)) avec k=\/2TmE

de méme on aura pour —x,—[<x<—x, @,(x)=4sin(k(x+x,+7))

lliIB5) a) Dans le domaine —x,<x=x, [|'équation stationnaire de Schrodinger devient
d*¢ 2m(E-V,)
dtz + 72

cp(x)=C1 COSh(Kx)—i—CZSinh(Kx) avec K=

¢(x)=0 avecici E—V,<0 | les solutions peuvent alors s'écrire

V2m(V,—E)
TR

b) La discontinuité du potentiel étant borné, il doit y avoir continuité de ¢(x) et
dg . EES— do., .\ dog, .
dx (.X) d ou (PC(XO)—(PB(XU) et dx (xa)_ dx (xo)

I1IB6) a) Pour obtenir la dépendance temporelle de y(x,¢) il faut multiplier par
exp(—iEt/h) les fonctions d'onde spatiales.

sym

Comme w<x,o>=%<wl (x)+¢™(x)) on aura

1 sym .y Sym A anti . y~anti 7
w(x,t)=75(m1y (x)exp (—iEY™ t1h)+@™ (x) exp(—iEY" t/h))

b) Seul le module au carré des fonctions d'onde a un sens physique, donc les fonctions
Y, et y,=yexp(ia) , de méme module, représentent le méme état physique.

1 LSym 7 sym anti . anti sym T
c) On peut rééerire Yl.x, 1)=—mexp(—iEy" t/7)(q" (x )+ 1" (x)exp(~i (E"—E")t/h))

sous une forme équivalente

sym 1 sym

W, 0 =67 x ) (x)expli0 Eo/R) ==l (x)+o 7 (Wexpl—i2n ) qui  fai

apparaitre une dépendance périodique (harmonique...) de période =2nlt d'ou

OF
OE : - . , :
f=m soit numériquement £ =2.3810""Hz qui correspond au domaine des micro-
ondes ( A=clf=125cm )

d)Alinstant ¢=t/2 la molécule est passée dans le puits de droite, c'est I'état représenté
a droite de la figure 13 Y(x,t=1/2)=¢,(x) :la molécule dont I'énergie est inférieure a
la barriere de potentiel est passé d'un puits a l'autre par effet tunnel, ce qui lui serait
interdit en mécanique classique.

e) D'aprés I'expression de O E rappelé en IIB6) on voit que x, joue sur f de
_ 1
maniére exponentielle, de méme pour x/Vo (rq : le facteur 7 ne change pas grand

chose et joue de toute fagon dans le méme sens...)

Si on ne prend pas en compte ce facteur (qui complique les calculs...) multiplier le
potentiel par 6 et la largeur par 3 multiplier le facteur dans I'exponentielle par 7,4 donc



7'=f"""~10""Hz :on ne verrajamais l'inversion de la molécule d'arsine, la probabilité
est beaucoup trop faible et la période largement supérieure a I'age de l'univers !!

llIC)Spectre d'absorption de la molécule d'ammoniac
lIC1) L'équation de propagation résulte des équations de Maxwell :
—-9B

Py et

divB=0 , divE=0 (milieu localement neutre), rotE=

-

rot B=u,(yE+e a—E) dans un milieu de conductivit¢ Y ou j=yE

? ot
e = - OE O0E | 0E\_ =2
on en déduit rot(rotE)zE(uo(yE+e05)):—u0(yﬁ+ eog)z—AE d'ou I'équation
R 0E  0°E s
de propagation: A E—ua(yE+€o?) dont on déduit pour une onde plane

E(x,t)=E,¢ expi(wt—kx) I'équation de dispersion : &*=-u,(yiw—c,0?)

IlIC2) a) d'apreés la relation ci dessus, avec k=k,—ik;, en identifiant la partie imaginaire
de I'équation kk.=u,yw>0 : k, et k, sontde méme signe. Onveut k,>0 pour
que l'onde se propage dans le sens des x croissants, donc 4,>0 :I'onde est donc
atténuée a mesure qu'elle se propage (terme en exp(—k,x) dansE: absorption due a la
conductivité du milieu)

b) szf<ﬁ>j’5 avec ﬁ:ElfB et (®) =moyenne temporelle.

-

Oncalcule B a partir de I'équation de Maxwell Faraday rBtE:_g—tB avec

E(x,t)=E, ¢ expi(wt—kx) et B(x,t)=B,expi(ot—kx) : —ikE,é=—ioB,
Z?(x,t)=%Eoexpi((ut—l_cx)é’z :

On repasse en notation réelle pour calculer 7
Flf:%EieXp(—ZkiX)(kr0082<(1)t—er)+kiCOS((l)l—er)Sil’l((l)f—er»é; donc
<ﬁ>:2k—;E§exp(—2k,.x)ﬁx:ﬁuexp(—zk,.x) et I(x)=1,exp(~2k,x) avec I,=] [x,dS

dou I(L)=I,exp(—aL) avec =2k, L

IC3) Remarque : il ne s'agit plus de la transition « parapluie » étudiée dans la partie 11l B

mais les notations n'ont pas changées, en particulier pour vs...

a) La longueur d'onde associée a cette transition est donnée par x0=Vi=10,36um

transition dans l'infra rouge. '

L'énergie du photon associé est E,=hv,=0,16eV

b) L'énergie du niveau excité est définiea OFE pres, donc celle du photon permettant la
transition du fondamental vers le niveau excité sera définie de la méme facon, d'ou une

OF . .
largeur spectrale 6V=7=4,8 MHz pour la raie d'absorption.

IC4) Effet Doppler Fizeau

a) ¢=2mnv(t—x/c) pour une onde se propageant dans le sens des x croissants (a une
constante additive prés). Note : la frequence de I'onde est v plutdt que de v, ?



b) Dans le cas de la mécanique newtonienne x'=0'M =0"0+0M =—v t+x

En considérant que la phase a la méme expression et la méme valeur dans les deux
référentiels on doit avoir

o'=2nv'(t—x'lc)=2nv'(t—(x—v t)Ic)=2nv(t—x/c) en identifiant les termes en t on
obtient v'(1+v./c)=v avec v,<c un développement limité d'ordre 1 donne
v'mv(1-v /c)

PB : les termes en x ne peuvent pas étre identifies en méme temps que ceux en t...

Ly ' v—v' .
onendéduit , ~g(1—-Y) v,~c au premierordren v,/c
v.~ell—= v/

c) Le spectre va étre décalé de vv. /c~v v /c

A A

Av=v VX/ o}
ov ° ov

— —
Vo v VO( 1 +VX/ C) v

IC5) Pour qu'une molécule absorbe le rayonnement a Vv il faut que sa vitesse lui
A Y
permette de le voir a VYo donc que v, ~c VOO donc d'aprés la statistique de

—m,c*(v—v,)’

ov
2vik,T )

Boltzmann dP(v,va)zKW%exp(

Le nombre de molécules pouvant absorber une partie de l'intensité du faisceau est
dn=n,dP

lIC6) a) Ainsi I'agitation thermique élargit la raie naturelle par effet Doppler

b) La largeur liée a l'effet Doppler est donnée par la relation trouvée en IIIC5)

kyT
AV=v,y—
m,c

c) & T=273,16K la valeur numérique de Av est Av=1210"v,=352MHz>dv mais
pas trés grande devant 0v . Compte tenu de la précision attendue on ne pourra pas
négliger ov



Mines-Ponts PC Physique 1: Physique en Arctique

1) A I'équilibre stable, I'énergie potentielle d'interaction de la boussole avec le champ géomagnétique
E,=—im B estminimale, 7 et B sont colinéaires et de méme sens, l'aiguille est dirigée vers le
Nord magnétique.

2) Soit TSHor la composante horizontale du champ géomagnétique, dirigée vers le Nord:
-~ Le théoréme du moment cinétique appliqué a l'aiguille en projection sur I'axe vertical (

H - . _ [ = D\l . . =
* €. )donne: Ia—(m/\B)er——mBHorsma ol By, estlanormede By,

(04
m B
i Donc &+isina —0 -Auvoisinage de la position d'équilibre stable =0
I
d ™ B td do) période | 7o =27 |—
onadonc ., - =0 etdoncune (pseudo) période | T . B,
3) En un point P de la surface de la Terre, §=RT e, R=R; | le formulaire de I'enoncé donne donc
- - = ,u()M() - =\ = - - . - -
avec M=M,é, . B(P)= ~(3(€,e)e,—¢€,) . or  €=sinA&—cosAé, . Donc:
471 Ry
- uy, M . -
B(P)=—"—;(2sin A€ +cos A¢,|
47 Ry
. = My . —uyM, . \x s e o
4) A l'équateur, A=0 ,onadonc Bg e e, ; I'énoncé dit qu'il est dirigé vers le

" 4xR2" 4xR}
Nord, donc | M,<0 | .

_ —u,M — 3
L'énoncé donne Bz=3,0.10 STz;go , donc MO:MN_&NZZAM

41 R; Uy
Pole Nord ( A=m/2 ). Bpy=—"73¢€, versleSud, B,y=2B,=6.10"T
41 Ry

Pole Sud:idemcar A=—x/2 et e€=—¢, .

5) D'aprés la définition de "nord magnétique local', €y=—¢, ,la composante horizontale est

_AUOMO — . AMOMO . - e
———-cosAey . La composante verticale est T2sinAe, | dirigée vers le bas ( M,<0 )
471 Ry 41 Ry

dans 'hémisphére Nord (vers le haut dans 'hémisphére Sud). La déclinaison magnétique D est donc négative
dans 'hémispheére Nord (positive dans I'hémisphére Sud).

Remarque: cette définition de la déclinaison magnétique n'est pas la définition usuelle: ce que
I'énoncé appelle "déclinaison" est en fait I"inclinaison”, la déclinaison étant I'angle entre la direction
du nord magnétique et celle du nord géographique, nulle ici par hypothese.




En gardant la définition de I'énoncé, on adonc tan D=—2tan A

L5 A

1.0

0.5 4

—0.5

—1.0

_1.5 4

T T T T
=1.5 -1.0 0.5 0.0 0.5 1.0 1.5
Lambda

L'aiguille a donc tendance a "plonger a la verticale" pres des pdles.

- Dans I'némisphére Nord, I'extrémité Nord de l'aiguille plonge vers le sol, c'est le contraire dans I'hémisphere
Sud. On leste d'ailleurs parfois I'extrémité Sud d'une boussole destinée a fonctionner dans I'hémisphére Nord,
pour |'équilibrer, mais elle fonctionne alors plus mal dans I'hémisphére Sud.

6)
T, - -
Le théoréeme de la quantitt de mouvement
appliqué a la corde de masse nulle donne

A T +T,=0 : l'élément de corde "transmet les

tensions".
1
éme, le théoréme du moment cinétique appliqué

B D
T +OBAT donc ABAT,=0 | les tensions sont bien

1+O

o3
>

a la corde de masse nulle donne OAA
colinéaires a la corde.

7)
Remarque préliminaire: le programme de PCSI précise "Exploiter les lois de Coulomb fournies"; or ici
elles ne sont pas fournies. D'ailleurs dans le sujet Physique 2, elles sont fournies...

—

Soit R=N +fa la force exercée par la glace sur le traineau ( N composante normale, T

composante tangentielle).

Le traineau ne décollant pas, la loi de la quantité de mouvement projeté sur la normale a la glace donne
IN||[=Mg dans le cas horizontal, ||N||=Mgcosa dans le cas de la pente.

Dans le cas ol ¢a glisse, la loi de Coulomb donne donc  [|T./[=usMg dans le cas horizontal,
|IT Jl=uysMgcosa dans le cas de la pente. Mais dans le cas de la pente, il vient se rajouter dans le bilan

des forces projeté sur la direction du mouvement la projection —Mgsina du poids.

a



Donc si on veut pouvoir mettre une seule force au second membre du PFD, il faut poser
u'g=uqgcosa+sina | Pour «a petit, u'g~ugta

8) Cas horizontal: le traineau reste immobile si E+T,=0 et |T |l<u|IN|=u Mg ; la valeur
minimale de  F, pour le démarrage estdonc | F,, . =u, Mg~4.10°N

)

(Cas de la pente: le traineau reste immobile si  F+T,—Mgsina=0 et ||T ||<u,||N||=u,Mgcosa
la valeur minimale de  F, pour le démarrage estdonc | Fy;,=u,Mgcosa+Mgsina | )

Pour la suite on prend a=0 .

99 La loi de la quantitt de mouvement projetée  sur  ['horizontale  donne:

M%:_“dMg”F: 1Mg+F, /5v=«dv+l€[ G
Avec v(0)=0 , on obtient donc v(t)zw(l_e‘ﬁf)
Vitesse limite VOZW ,etladate ¢, esttelleque Vv(t;)=0,95v /g’:Mltrl120
On a donc /3=NHHZOZB.lOZkg.s_1 et | Fo=fBvy+u,Mg=1,1.10>°N
|

10) La loi de quantité de mouvement projetée sur le plan horizontal donne:  Mad :T+fa avec d

2

L \% . . .
dirigée vers O et de norme EO (mouvement circulaire uniforme), et

T, dirigée selon —v,, etdenorme wu,Mg (lois de Coulomb).

Donc T=Ma- fa est selon la figure ci-contre et
M vﬁ )
tan@ = —_ Yo . Mais si on tient en plus compte de la force de
usMg usRg
M v(z)
R _Myv

frottement flude —/A Vo onarrived tanf=

usMg+pv, RF,

11) 1er principe appliqué @ une couche de glace comprise entre  z et z+0z ,entrelesdates t et

oT
t+dt , en supposant l'évolution a pression constante: dH=6Q ,avec dH=p c,Soz atg dt et

0j > - .
6Q=j,(z,t)Sdt—j,(z+6 z)Sdt:—%ézSdt (en notant  j,=j,€, le vecteur densité de flux
VA

0 oT oT
thermique), d'ou £+p c, £=0 . Laloi de Fourier donne j,=—A,—2 , d'ou finalement la loi
oz 790t 90z



o°'T oT

de diffusion thermique | A, p >=p,C, atg
Z

12) La difiusivité thermique  Dy=—~

g-g
"parcourue” par le processus de diffusion pendant une durée At est donnée par Az=+vD At .Sila

2,(t) pyc,
A

g

joue le role d'un coefficient de diffusion; or la distance Az

durée de formation de I'épaisseur Zg(t) de glace est bien supérieure a | At= , 0N pourra

considérer la température dans la glace comme quasi-stationnaire.

T (z=0)-T, (2=
13) Par définiion, | R,= ,(2=0)-T,(z=2,)

(convection récepteur), et son expression est

So
z T,(z=—e)-T,(z=0) T,-T, e
R,=—2 | Deméme, |R,=—° — =— 0=
I A,S Sjg Sjo 4.S

14) La loi de Newton s'écrit donc  j,(z=z,)=h(Ts—T,) .D'ol R=—ts e _ 1
? g S ' Sjolz=z,) hS

15) Pendant une durée élémentaire dt , il se forme en z=0 une couche de glace d'épaisseur
dz,=v,dt ; cette solidification dégage une chaleur [;Sdz,p, , dont une partie est évacuée dans la

glace, l'autre dans l'eau. On a donc Sdt(jo(z:0+)—jQ(zzo_)):lfSvgdtpg © donc en notant
P,=Sj, la puissance thermique traversant une section S, on a
Pth(Z:0+)—Pth(Z:()i):lfSVg,Og:(I)
D'ou effectivement le schéma équivalent.

16) - Electricité:
On peut imaginer que la réponse attendue fait appel a un AO (ou ALI): mais celui-ci n'est pas au
programme, aucune connaissance sur celui-ci ne peut étre attendue.

- Thermodynamique: La coexistence glace - eau liquide sous la pression atmosphérique n'est possible qu'a
0°C, d'ou la maintien de cette température a l'interface. Hypothése Iégérement critiquable car sous I'effet du
poids de I'épaisseur de glace croissante, la pression devrait augmenter (+salinité qui joue aussi).

_ o T,—T, T,~T, _ P %:To—Tl_'_To—Tz
17) La "loi de noeud" s'écrit: = + . Soit encore: 9 dt e 1 z
R R +R. —-— —+9
¢ e e h A,
. e 1 .
Comme 'énonce précise que 2> +2% et que IT,—T,|=—|T,—T,| , on peut négliger le 1er
AT h A, 10
d
terme du 2nd membre devant le 2nd, et il vient: lf,og%(%+%):To—T2 . On sépare les variables:
g
Zg,_T,—T t tf T,—T
ng(l"'Tg): ©—2dt et on intégre entre 0 et t A )+Zg( J_Ty 2t . En posant
h g lqu h Z)Lg lfpg
24 — 2A'glflog . 2 2
Ig=Tg et Tg—m , on a bien rg[lgzg(t)+zg(t) ]:lgt




. . 2 2t _ s _l t
18) Larésolutionde  z_(t)"+1,z,(t)—I,7—=0 conduita zg(t)—ag(—1+y/1+4r—g)

9

e t |t
On a deux régimes limites: pour ¢ <7, , 2 (t)~l 7 .Etpour t>7, , 7z (t)~I, T

0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 125 15.0 17.5 200
titaug

19) Pour l'eau, la viscosité diminue quand la température augmente, elle est donc plus grande a basse
température qu'a température ambiante.

20) - Force massique de pesanteur:  —g,¢,
- Force d'inertie de Coriolis massique: —2@w AV ou @ estle vecteur rotation du référentiel terrestre par

e , . R 27
rapport au référentiel géocentrique, porté par I'axe des pdles et de norme T comme on est au
0

- . - 20 - - - ) .
voisinage du pdle Nord, @=7"—€, ; et comme v=v,(z)é+v,(z)€, , laforce massique de Coriolis
0

4 - -
vaut donc T—o (Vyex—vx ey)
- Force d'inertie d'entrainement: inclue dans le poids par définition

21) Equation de Navier-Stokes en tenant compte de la force dinertie de Coriolis:

E+(v.grad>v- pegradP goez+peAv+—T0 (vyex vxey) .
5o =3 s g
o ) ) v.gradv,=v Py e,= )
On est en régime stationnaire donc ——=0 . On a (V-gmd)VZ Y — LoV, . =0 |
ot v.gradv,=v——=e,=0
oz
0



1oP n.dv, 4x
d’v, 1) 0=— S g te = x 2
AVx: 622 ( ) Pe oXx Pe dZZ TO Vy
Av= o D'ou 2 OZ_LG_P_'_&_d Vy 4m
Av,= aZzy 2 Pedy Pedz? T, *
__10oP_
L'intégraton de (3) conduit a P(x,y,z)=—p,g,z+f(x,y) ; condition aux limites:

P(x,y,0)=P,=f(x,y)=>P=P(z)=P,—p,g,z . La pression de dépend donc effectivement que de
z

d’v, 4xp
1) 0=——=+ v
( ) dzz 77(3’1—'0 Y
2
22) Il reste donc: (2) O:dv2y_4npevX . En posant | 5= Lo , on a donc
dz 77eTO 4ﬂpe
d’v, 1
(1) 0= dz’ +§vy
d’v
(2) 0=5 75w,
dzz o
L . . . _d'V i . T
23) On pose V=v,+iv, ;en faisant (1) +i (2'), on obtient 0= ——V . Solutions de I'équation
y de 62
e 1+i ‘ Lei, L,
caractéristique: 1=+ :iéﬁ Dol V(z)=Ae’? +Be ®7 . Avec V(0)=v, et
i z
vil2)=vee™ cos( =)
V(—o) finie,ilvient A=v, etdoc V(z)=v,e’? dou: .
v (2)=v,e??sin(—2=
J(2)=ve Fsin ()

24) A priori on ne peut rien en conclure, car I'hypothése que la vitesse de I'eau de surface est celle du vent
n'est pas la bonne: I'eau de surface est entrainée par la force visqueuse exercée par le vent, on a donc des

0z

donnant la "tension du vent", par exemple proportionnelle au produit de la vitesse du vent de surface, de la
vitesse du vent @ 10m au dessus de la surface, de la masse volumique de l'air et d'un coefficient de rugosité

0
conditions aux limites plutot du type (i) =cte (on trouve dans la littérature des formules empiriques
z=0

ov i
de la surface de [l'océan) et (a—zy) =0 ; il vient alors A=cte.5.¢ ¢ et donc
z=0

azfi Z JT
v (z)=vy,e” cos(m—z)

) - la vitesse de I'eau de surface est a 45° a droite de celle du vent, et cet
v (z)=v,e’?sin(—2=—1)
e ov2 4

angle augmente (dans le sens horaire) avec la profondeur.

6



Et méme en ayant le bon champ des vitesses, comment passer a la vitesse de la banquise ? Le mouvement a
vitesse constante de la banquise résulte d'un équilibre entre la force de cisaillement exercée par le vent sur la
surface de glace, la force de Coriolis, et la force de cisaillement exercée par I'eau en dessous...



Détection de molécules individuelles a température

Correction proposée par : S. Franco.

ambiante, correction

Contact :sami.franco@pm.me

LA

Q1L

Q2.
Q3.

Détection du signal de fluorescence de molécules
individuelles a température ambiante

Objectif de microscope et microscopie classique

L'image intermédiaire doit se former au niveau du foyer objet de I'oculaire,
afin que I'image finale soit formée a I'infini, permettant une observation aisée.
Absence de document réponse.

On sait d’'aprés le cours que le grandissement <y d'une lentille de foyer image

! Al
1A

f/
1
formée au niveau du foyer F, de I'oculaire. D'aprés les notations de I'énoncé,
il vient alors :

F], et d'image A’ est donné par la relation : v = —

. L'image est ici

A
fi=—=4mm
v

. La relation de conjugaison au centre appliquée a I'objectif donne :

1 1 1

O1Fr O/A 1

En utilisant la relation de Chasles, il vient (on ne considére pas w comme une

distance algébrique) :

1 1 1
O.Fi +Fil, OP+PA f
1 1

fitA OP-w f

R | 1

OP-w f+b0 f

1A
OP-w  f(f+4)
Yo p s )

A
w=0.6mm

Avec un grandissement important, w diminue. Une manipulation trop brutale
de I'utilisateur pourrait endommager |I'échantillon, un systéme de ressort est
donc utile pour rendre le réglage moins sensible.

. On va se placer dans le cas ol I'image finale L se forme a une distance d,,, =

25cm de I'ceil. On détermine d'abord la position de I'image intermédiaire /
formée par I'objectif, et on remontera a la nouvelle valeur w’ de la distance
frontale. Pour cela on utilise la formule de conjugaison aux foyers appliquée
a la deuxiéme lentille :

12

_ . f
Fol - FJL = Fal - (—dm) = —f'5 soit Fol = =
m

En utilisant la relation de conjugaison aux foyers pour |'objectif, on peut
remonter jusqu'a la nouvelle position du plan de I'échantillon A’.

FAF = £

d'ou :

FA - (FIF2+ Fal) = — 7

Ty
dm
S F12
PA = —w = — 1f,2 - FP
A+ 2


mailto:sami.franco@pm.me

12

. f .
On obtient alors : W' = 7175,2 + f{ + O1P, soit :
A4+ 2
+ an
3 i
W —w|=|—2L5 - =1 =099um
a2
dm

Le tube du microscope doit impérativement étre équipé d'une vis micromé-
trique pour pouvoir gérer un déplacement aussi faible.

I.B Microscope de fluorescence utilisé en configuration confo-
cale pour la réflexion du bruit de fond

Q 6. Pas de document réponse.

Q 7. Pas de document réponse.

Q 8. On diminue le bruit provenant d'autres sources de lumiére (réflexions para-
sites...) et on se rapproche des conditions de Gauss (on reste limité par la
diffraction induite par le diaphragme).

Q9. Ledispositif précédent ne forme I'image que d'un seul point (ou petite portion)
de I'échantillon : le dispositif doit étre déplacé pour pouvoir former I'image
de toutes les portions de I'échantillon.

I.C Séparation de la lumiére de fluorescence de la lumiére dif-
fuse

Q 10. D’aprés le schéma fourni, I'écart entre les niveaux d'énergie impliqués dans
la désexcitation radiative correspondant a la fluorescence est plus faible que
|"écart entre le niveau fondamental et le niveau excité par le laser. Ainsi, la
longueur d’onde de fluorescence sera plus élevée que celle du laser excitateur.

Q 11. La lame semi-réfléchissante sert a éclairer I'échantillon par la lumiére laser,
qui est réfléchie sur ce dernier, et en méme temps a filtrer cette méme lon-
gueur d'onde pour que seule la longueur d'onde correspond a la fluorescence
soit transmise au détecteur.

La courbe de transmission T(X) du miroir doit ressembler a ceci :

5é2 )\f/uo A (nm)

I.D Emission de la lumiére de fluorescence par un fluorophore

Q 12. D’apres la lecture de la figure 5, les différentes excitations et désexcitations
provenant du niveau 2 permettent d'écrire :

dP.
d—f = kePy — (Kr + Knr) Py — Kisc P

Ces équations ne sont pas indépendantes, puisque la probabilité totale d'occu-
pation des niveaux est constante : tout changement de population des niveaux
1 et 3 se répercute sur le niveau 2.

Q 13. On a facilement : P, + P, + P = 1.

Q 14. Sil'on suppose les fluorophores identiques en taille, on constate qu'ils n'ont
pas la méme luminosité : certains sont donc en train de perdre leur fluores-
cence.

Q 15. En régime stationnaire, la relation précédente peut s'écrire :

0= kepls - (kr + knr)'D2s - kisc'D25
Pls =

isc , N ' 2 P v~ N
- P d'aprés I'énoncé, d'ou aprés quelques
T

En utilisant la relation de la question précédente, on peut écrire :
17P257P3s = 17P257

calculs sans difficulté :

Ke
P2s =
keK + ki + knr + Kisc
Q16. On a:
R kek,

T keK £ ke £ Kor + Kise



Quand k. devient grand devant les autres taux d'excitation, on a alors :
Ry =%
A saturation le niveau 2 est constamment occupé : toute perte est instanta-
nément compensée, rendant maximal le taux de désexcitation qui n'est limité
que par I'occupation maximale possible du niveau 2.

Q 17. On a vu plus haut qu'un trop grand nombre d'excitations menait a la perte
du caractére fluorescent des fluorophores, ce qui n'est évidemment pas sou-
haitable.

Q 18. L'application numérique donne : Rg® = 2 X 107 Hz.

Q 19. On a par définition :

kekr _ ke
KSK + ke + kor + kise 2K

On obtient alors :

2KkSk, = k,KKS + k2 + kekor + ki kisc
er + krknr + krkisc

k2 =
€ Kk,
kS — &kr + knr + kisc
e K k,
d'ou :
b = #
kr + knr + kisc
k
On peut alors écrire, comme R = ?r :
;o= drke

Q 20. On va utiliser I'analyse dimensionnelle : I'unité du coefficient d’extinction
molaire est le mol~t.L.cm™! sa dimension est donc : [o0] = N.L2. Le nombre
d’Avogadro ayant pour dimension N7! le terme o correspond a une surface.
On peut interpréter ce terme comme étant la surface utile de I'échantillon,
c'est-a-dire la surface des chromophores réellement en interaction avec la
lumiére excitatrice.

Son ordre de grandeur est d'environ 1 x 107 m? ~ 10A%. Crest la surface
de quelques atomes.

Q 21. Numériquement on obtient : /s = 45kWcm™2, ce qui est bien supérieur
a Il'intensité d'un laser de TP. Pour un faisceau de 1 mm?, on obtiendrait
ls=1x10"*kWcm™2!

I.E Excitation laser

Q 22. A la distance z = w précédemment déterminée entre le plan de I'échantillon
et I'objectif, on constate sur la figure 3 que pour une distance r, = 0.2 pym
de I'axe central, I'intensité lumineuse est divisée par 2. On peut donc écrire
d'aprés la relation donnée par I'énoncé :

I(re, w) = %/(0, w)

w? r2 lo w?
lo exp (—2(03) exp (—2;%) =5 exp <_2w§)
r2 1
_ole ) _ =
o0 (2iz) =5

2
r
2 e
wi =2

r In2

ce qui peut se réécrire d'aprés |'expression de w, donnée dans I'énoncé :

Aprés calculs on obtient :

1 In2 A
ing=-4/—=>=0,7
Sin > > r. 0,78

Avec un objectif d'ouverture numérique élevée, la largeur du faisceau gaussien
sera plus faible, et I'image plus "ponctuelle".

Q 23. On a précédemment calculée /s = 45 kW cm™2. Pour une taille de faisceau
de I'ordre de 1 um?, cela nous donne une intensité d’environ | = 0.45 mW ce
qui est une intensité tout a fait compatible avec un laser commercial comme
ceux d'usage en TP.

Q 24. En ordre de grandeur, on va supposer que le volume excité par le laser est
un cylindre de hauteur w, et de rayon w,. Le volume est donc approximative-
ment : V ~ w,w? (on laisse tomber le facteur 7). En utilisant les définitions
de I'énoncé pour w, et w, ainsi que les valeurs numériques précédemment
déterminées, il vient :

V~1x10"tpm?



Q 25. Sur la figure b, on compte une dizaine de molécules pour un volume occupé 1| Analyse de la lumiére de fluorescence

total de 10 wm x 10 wm x 100 nm., soit une concentration de 10 molécules

(1.66 x 10723 mol) pour 1 x 1071 m~3. Soit 1.66 x 10~*molm~—3 ouencore =~ Q30. Ona:

1.66 x 107" mol L1, Dl ) = P(Xn—1, tn—1) sz P(Xnt1, to-1)
puisque la molécule a autant de chance de provenir de la position précédente
que de la position suivante.

I.F Rapport signal sur bruit

Q 26. On a assez naturellement : Sf =1 X Rf X T,. Q 31. Un développement de Taylor a I'ordre 1 nous permet d’écrire :
Q 27. On va tout d'abord, a I'aide du pro/fil do/nné figure 3., estimer .grossiérement ap (X, tn) = P(Xn, t1)
le nombre de photons (les coups) détectées sur une ligne de pixels. E(Xn: th) = t— 1
L'intégrale de cette courbe est grossierement égale a sa hauteur multipliée
par sa largeur. On compte donc environ 200 coups par pixels sur une largeur Sachant que t, — t,_; = T, I'expression de I'énoncé est démontrée :
de 0.8 um. op
La figure ¢ fait 256 pixels de large pour une largeur de 2 microns. On estime p(Xn, tn) = p(xy, th—1) + 'ra(xn, tn)

donc la taille d'un pixel a 0.01 pm. La largeur de la tache est donc de 80
pixels environ. Ce qui nous donne 16000 coups sur une ligne de pixels. Une Q 32. Sachant que X,41 — X, = a, développons p(x,11, t,—1) au second ordre :
molécule individuelle représentant en largeur autant de pixels, cela nous donne

2 5.2
donc environ 108 photons pour une molécule, donc 107 environs pour les dix p(Xns1, tn1) = P(Xn, tho1) + a@(Xn. tho1) + i%(xn’ tho1)
molécules observées. Ox 2 ox
On obtient donc S¢ = 107 photons. Sachant que n = 2% d'aprés I'énoncé On peut développer de la méme fagon p(x,—1, th—1)
et Rf = 108 photons par secondes environs d’aprés le préambule su sujet, on Ao
obtient alors : op a”op

Xn—1, th=1) = p(Xn, th=1) — a=—(Xn, th—1) + — == (Xn, th=
Ta:Sf/(’an)N5S p(nl nl) p(n nl) aX(n nl) 28X2(n nl)
L addition de ces deux égalités nous permet d'écrire :
O'Dn\//o .
Q28. Ona: B=4/npRfTs+MmpT,———, soit alors : ap2
P(Xnt1, tho1) + P(Xn—1, tho1) = 2p(Xn, th-1) + QQQ(Xnv tho1)
i o nDRfTa ( ) ( )
B opnV|/ TR . _ p(Xn—1, th—1) + p(Xnt1, th—1
\/nDRf’Fa T npT, Dhnvip Q 33. On sait d"apres la question 30 que p(xy, t,) = 5 ,
hv on peut alors écrire :
ou encore : )
2 0p
2P(Xn: tn) = 2p(Xn: tnfl) +a ﬁ(xnu tnfl)
d'ou d'apres la question 31 :
Q 29. Le diaphragme réduit la lumiére provenant des autres parties des chromo- 2T@(X £) = 3287,020( t1)
phores, et donc diminue le bruit recu par le photodétecteur. Cela correspond ot T gy il
3 une diminution de V dans la formule précédente. soit .
op 2T Op
ﬁ(xnv tn—l) = ?a(xn: tn)
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Q 34. C'est une équation de diffusion de coefficient : D = —.

p=

Q 35. Aprés 1 saut, on a (O—A)>N = %O—Al> + %OT_I =0.

Aprés un deuxiéme saut, si I'on était précédemment en A, alors on a une
chance sur deux d'étre en A, et une chance sur 2 d’étre en Ag. Le vecteur
position moyen est donc OA;.

Si I'on était précédemment en A_1, alors on a une chance sur deux d'étre en
A_> et une chance sur 2 d'étre en Ag. Le vecteur position moyen est donc
OA_;.

En moyenne le vecteur position est donc encore le vecteur nul. Par récurrence
immédiate, cela est vrai quel que soit le nombre de sauts effectués.

Q 36. Sil'on note uj, la valeur algébrique du déplacement lors du n-iéme saut (qui
vaut donc a ou —a), on sait que (u,)y = 0 sur un grand nombre N de saut.
Facilement par contre on a : (u2)y = a°.

. . . j e N .
On peut ainsi exprimer facilement le vecteur déplacement OAy = >, Unly.
Le carré de sa norme s’exprime alors en moyenne ainsi :

— —
(IIOANII?) = (OAN - OAN)

d'ou N N
(IIOARIP) = <Zunzuk>
soit : N e
(|IOANI12) = Zl<u5> + ;wnuw

On voit que ce dernier terme va valoir 0, les déplacements dans le sens négatif
compensant toujours les déplacement dans le sens positif (tous les produits
s'annulent deux a deux). On a donc :

P
(10ANI?) = Na®

Sachant d'aprés I'énoncé que At = NT, on obtient alors :

At
a?—
T

A® =

Q 37. Le coefficient directeur de la droite figure 6 vaut (en 2D) : 2a%/7. Le coef-
ficient de diffusion valant a2/27', on a donc :

B =4D

D=1x108m2s?

I11 Exaltation du signal par un substrat métallique
présentant une rugosité

I1I.LA Dipéle induit dans une nanoparticule métallique sphé-
rique de taille 10 nm

Q 38. La grandeur a est la polarisabilité.
Analysons la dimension d'un moment dipolaire p'= qw :

On sait également que :
[p] = [a][eo] [E]

Pour déterminer la dimension de la polarisabilité, il nous faut donc déterminer
la dimension de la permittivité diélectrique et du champ électrique.

Pour €9, on peut utiliser la relation de Coulomb : F = areis> . Sachant que
[F] = MLT=2, il vient facilement :

[eo] = PT*M~1L™3

Pour le champ électrique, la force de Lorentz électrique permet facilement
d'obtenir :
[E] = [F1/la] = MLIT'T 3

On obtient alors aprés calculs :
[o] = L°

On peut donner comme ordre de grandeur a cette quantité le volume de la
particule étudiée.

Q 39. La nanoparticule a un volume V; ~ 1 x 1078 nm3 =1 x 1072*m3, la molé-
cule environ Vo = 1pum3 = 1 x 10718 m3. Le rapport des deux volumes donne
alors 10%. La molécule se voit donc induire un trés grand moment dipolaire
grace a l'action des nanoparticules métalliques.



I11.B Modéle de Drude pour les électrons métalliques de la
nanoparticule

Q40. On a :j;;:—nez

Q 41. On applique le principe fondamental de la dynamique sur un électron. En né-
gligeant le poids de I'électron et la force de Lorentz magnétique, ne s'exercent
alors que la force de Lorentz électrique et la force visqueuse décrite par
|"énoncé. On peut alors écrire :

dv = m_
m—— =—eE ——V
dt T
En régime sinusoidal forcé il vient :
- - m_
iwmvV = —eE — —V
T

En remplacant le vecteur V par _%L; dans I'équation précédente, il vient :

iwm - E m -
- = —e R
ne Je - ne’rjfe
soit au final :
ne’r
- m —
Je =77 L
=1+ wT
On retrouve donc la loi d'Ohm locale, avec la conductivité électrique com-
plexe :
ne’r

. m
T 1t iwr

[ a2

. _ _ nes . .

En introduisant la pulsation plasma w, = y/ —, il vient :
meo

wiTeo w2eo
g = - =
1+ iwt

1
-+ Iw

T

Q42. SiT> % alors I'expression précédente se simplifie :

280

et la conductivité devient un imaginaire pur.
Cela implique alors que la densité volumique de courant je et le champ élec-
trique sont en quadrature de phase. On aura donc en notation réelle :

E = E, cos(wt)

et :
Jo = Jeo COS(wt + T/2) = —jug sin(wt)

La puissance cédée par le champ électrique étant égale a ]; - E, on constate
donc qu’elle sera nulle en moyenne (car {(cos(x)sin(x)) = 0).
Q 43. En restant dans le cadre de la simplification précédente, il vient :

: 2
I W,€Eo
e=1— — x [ —=i-2
WEo w

2

“p

w2

Q 44. La polarisabilité de la particule métallique sphérique deviendra trés grande si
le dénominateur de I'expression donnée par I'énoncé est nul, soit si I'on a :

soit :

e=1-—

w2
€+2=3--—"2=0
w

ce qui implique :

SIS
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Vélocimétrie Laser Doppler

Corrigé proposé par Nicolas Choimet, PSI*, Eiffel Bordeaux

nicolas.choimet@live.fr

Principe de la vélocimétrie Laser

Montage a un faisceau

Pendant At = fl , 'abscisse de la particule varie de Ax = V. U, At = V}ue . Or, d’aprés la
p p

figure, la distance parcourue par l'onde pendant At = fi vaut Ax + 4, = % +;—° ; par
p p e

. PN . . C
ailleurs, comme I'onde se propage a la vitesse ¢y, 'onde parcourt la distance cyAt = f—" On
p
co-V.le _ €o

= —, soit:
fo fe

en déduit :

f=f <1 B V.ﬁe>

Co

Dans le référentiel R’ 1ié a la particule, le récepteur est mobile a la vitesse —V etlalumiére
diffusée se propage selon #i4. On peut donc transposer le résultat précédent, ce qui donne :

V.44
fa=t <1 +c_>
0

On en déduit la relation, compte tenu de I'hypothese ||V|| <« ¢, :

—

fom (1= (14 B2 < (1 DR e B

Co Co 0 Ae

L’écart relatif en fréquence vaut donc au plus :

|fd _felmax _ ”‘7” - 0,1

~ ~3.1 —-10
fe c 3.108 3.10

L’écart en fréquence est donc trés inférieur a la fréquence f, ce qui rend sa mesure tres
délicate, de maniere directe (c’est-a-dire sans isoler le terme correspondant a I'écart de
fréquence).

Montage a deux faisceaux

Le faisceau émergeant du systéme constitué des deux lentilles doit étre un faisceau
paralléle a I'axe optique. Il faut donc que le foyer principal image F; de la lentille L; et le
foyer principal objet F, de la lentille L, soient confondus.


mailto:nicolas.choimet@live.fr

: x
= !
1 | !
7 i) : do
do i H i
1 | 1
1 1
i F2 i
- !
i v
[<- ===l mm oo - >}
fi 12
e . dy _ do ,
Dans ces conditions, la figure montre que : = = T Par conséquent :
2 1
!
f2
[
do =dg 7
1

Onauradoncdj > d,sif, > f].
li
L’encombrement de I'élargisseur de faisceau vaut fi + f;, = f{ (1 + %) > f.
0

Pour réduire I'encombrement, on peut remplacer la lentille convergente L, par une lentille
divergente L3 disposée avant L; en faisant coincider le foyer image principal F5 de la
lentille L3 avec le foyer objet principal F; de la lentille L;. Cela impose bien sfir la condition

fi>~f3:

L3 Ly
5 5
— — L d)
do: PJEI/,—"’/ :
o e
v : =~ :
e Tl ;
H 2
k_---_----_--------_/- ------------ >
f
. . d(’) _ do . r_ f1’
On voit alors sur la figure que 7= soitdy = —d, o > d,.
1 3 3

) P . d
L’encombrement de I'élargisseur de faisceau vautalors: fi + f3 = f{ (1 - d—?) < f{.
0

2
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Voici le schéma illustrant le fonctionnement du diviseur d’ondes :

+
) A i” d,
! ;o :do=70
R §
doi 25 :D
dy i
2 o _do
\v2 V2 EO_Z

Comme le cube est a faces paralleles deux a deux, les rayons émergents ressortent du cube
\ . . . . TT. ,
parallelement aux rayons incidents (sous une incidence commune Z)' Par conséquent,

do

d// —
0 2

Il s’agit d'un diviseur d’ondes a différence de marche nulle car aucun déphasage n’est
introduit sur les deux voies.

On peut proposer un dispositif mettant en jeu une lame semi-réfléchissante orientée a 45°
par rapport au faisceau incident, associée a un miroir paralléle a la lame. Le faisceau
transmis ne subit aucun déphasage. Le faisceau réfléchi sur la lame puis sur le miroir subit
deux déphasages consécutifs de m. Il n’y a donc pas non plus de déphasage global. Par
conséquent, c’est aussi un diviseur d’ondes a différence de marche nulle. (NDLR : question
hors programme)

A
1
1
|
miroir ' dy
i
1
\I/

QU
(=]
o= === - ==
AN
AN
Ke==== === =5
QU
S

4
e
4

//' lame semi-réfléchissante
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A la limite du non-recouvrement entre les deux faisceaux, le rayon incident le plus éloigné
de I'axe optique soit émerger du séparateur en passant par le coin opposé S du séparateur :

<= - -

On introduit le point H, projeté orthogonal du point I sur I'axe optique, et on voit sur la
figure que :

dj 1 dp (sina + cos a)

dg
2b=0H+HS=—+— =
+ 2 + 2 tana 2

sina

oua = % — 7. 0r, sin (g) = n, sinr (2¢loi de Descartes pour la réfraction). On en déduit :

,
_ T ) cosr sinr _
r

Sina = SsIin{— —
( V2 V2 \/7\/_np

4

’1__
2np
T ) CoST smr

cosa = COS(——T

4 V2 \/_ \/_ 2n,,
Par conséquent :
21— 2—12
sina + cos a Mp
sina 11
2ng V2n,
On en réduit finalement :
. d! an 1
T2
an 1-1



Pour que les faisceaux soient séparés, il faut que le rayon précédemment considéré coupe
'axe optique en un point S’ situé avant le point S. Autrement dit, il faut que :

OH+ HS' < 2b

€ - - - - ——-->

Tous les autres calculs restant valables, on en déduit la condition de séparation :

2 _
d} onp 1

b>—

2 2
2n2 —1-1

Q7 Le résultat de la question Q3 permet d’écrire :

(g — Tle1). V

far=fe +

(g — Tlez). V

f&z =:f;'+
Donc:

(B — Tez)-V
fdl_fd2=—e 1 =
e

~ 0\ ~ . [0\ A ~ 0\ ~ . (0 A s 1.
Or, tie; = cos (E) i, — sin (E) i, et ti,, = cos (E) i, + sin (E) l. On en déduit :

. (0
sin (7)
fa1 = faz = =2 1 Vi
e
Q8 L’intensité lumineuse regue par le récepteur s’écrit :

2
I(t) =K |@ + @| = KE§lexp(i2mfqit) + exp(i2nfy t)|* = KE§ |1 + exp(i2n(fg, — fa)t)|?
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Q12

On en déduit :

1(t) = KE§ lexp(in(faz — fa)t) + exp(in(fa1 — fa2)O)|* = 4KE§ cos®(n(faz — fa1)t)

soit:

. (0
; : sin (z) &
I(t) = 2KE§ (1 + cos(2n(fay — fa)t)) = 2KE§| 1+ cos| 4m——=—t
x —
B
La fréquence de clignotement de la lumiere diffusée vaut donc:
2 sm( ) [V
fe=—
7 . . 0 s 3,6X1T _ ~ ~ -2
Numeériquement, sin (5) = sin (2)(180) (100) 1— 3.107%. Donc:
2x3.107%2x 0,1 6><104 12 kK
Je® 52107 5 ‘

Cette fréquence est facilement mesurable.

Dans le montage a un faisceau, il s’agissait de mesurer un écart relatif de fréquence égal a
- , . , [ ) \ . 7
3.10719 noyé dans le signal de fréquence f, = =~ 6. 10* Hz, c’est-a-dire une fréquence
e

égale 2 6.10* Hz + 180 kHz. Le montage a deux faisceaux a permis de s’affranchir de la
fréquence 6.10* Hz.

Le photodétecteur ne peut suivre les variations instantanées d’intensité diffusée que si son
, N s frs N Jr . . 1
temps de réponse est tres inférieur a la période du signal lumineux. Il faut donc que T K —
(o}

Ae

200t sin(g).

- Pour fixer les idées, penons le critere 7f; < . On en déduit que [Ve| <

Numeériquement, on trouve :

e 5,2.1077

|Vx|max = Vinax = — — —~
2007 sin (%) 200 x4,4.107° x 3.10 2x 13

x 100 ~ 20 m.s~ !

Les valeurs de V, mesurables avec ce dispositif doivent donc étre comprises entre
—20m.s7tet+20m.s™ L

On ne peut mesurer que la composante V, de la vitesse de I’écoulement car iy; — 1l est
porté par le vecteur i,.

Pour accéder simultanément aux trois composantes Vy, 1, et I, il faut utiliser trois lasers
de couleurs différentes (il faut 3 longueurs d’onde différentes pour distinguer les signaux),
émettant selon les trois directions de I'espace, suivis chacun d’un dispositif élargisseur-
séparateur de faisceau et d'une lentille convergente dédiée faisant converger chaque paire
de faisceaux dans la zone de mesure de la vitesse de I'écoulement.

L'impossibilité de distinguer le signe de V, est liée au fait que les deux champs se
superposent dans la zone d’étude (ce qui fait apparaitre « mécaniquement » un cosinus,
fonction paire). On pourrait avoir envie d'imposer un déphasage de 7 sur I'un des deux
champs via une réflexion métallique, ce qui donnerait bien un sinus. Las ! Le capteur est

6
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sensible au module carré du champ électrique (détecteur quadratique) et on verrait donc
réapparaitre le cosinus...

Reprenons les résultats obtenus aux questions Q7 et Q8. On a cette fois-ci :

(@a — Ber)-V (@4 — Ber)-V
(= fot fo+ Qe py gy BV
1 e
(g — ley). V
far = fob ———2—
Ae
car A; = % ~ % = Ae (fg est la fréquence d’'une onde acoustique : méme pour des
e B e

ultrasons, f < f)

Donc:

(%)

Ae

far—faz=/fs—2

On en déduit la fréquence de clignotement :

fe= |fd1—fd2| =\|fg—2

La fréquence de clignotement doit rester positive quelle que soit V.. La seule expression
compatible avec cette contrainte est donc:
sin (Q)
2

fo=fo—2—2V,
e

On voit que la fréquence de clignotement dépend cette fois-ci du signe de V,. : 1a mesure de

cette fréquence nous renseigne donc sur la valeur algébrique de V.

Vmax Vmax

On veut pouvoir mesurer V, dans l'intervalle [— T ] donc f. est comprise dans

. (6 .. (0
l'intervalle [fB—SH;(z) Vinax /B +SII/11£VmaX ] Le photodétecteur impose toujours la

. 1 . A fp s
condition: tf. < 700" Cette condition doit étre vérifiée pour toutes les valeurs de f.. Par

] an(?)

. . 1 :
conséquent, il faut que : t <fB t— Vmax> =< Too SOit:
e

L _n()

< - |74
To =150, "7, Ymax
. (6 . (6
A oA - N Sm(;) Vmax __ Sm(;) .
En méme temps, fg doit étre supérieure a 2 r i) Vmax pour que f. soit
€ €

positive. Par conséquent :

sin (3) )

< _
Ae Viax < fB = 1007 le Vinax
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Or (cf QlO) ( ) Vinax = % Par conséquent :

<fg<

2007 2007

. : , 1
Il semble donc que la valeur optimale soit de I'ordre de So0n (sans doute un peu au-dessus

1 107
2007 2x4,4

pour que f, ne soit pas nulle). Numériquement, on trouve : fg =

Application a l1a mesure d’un profil de Poiseuille

uszxU N Q

Le nombre de Reynolds d’'un tel écoulement interne s’écrit Re = ul = —gest la

vitesse débitante (vitesse moyennée sur une section de I’écoulement). Par conséquent :

2
Re=—ﬂ
TR

L’écoulement est laminaire si Re <« 2000.
1 V4 7 . . P 6 ’ = N
L’écoulement étant incompressible, divv = é = 0. Par conséquent, v = v(r)il,.

Considérons la particule de fluide cylindrique d’axe (Ox), de rayon r, de longueur L.
Comme le champ des vitesses ne dépend ni de x ni du temps, tous les points de la particules
de fluide sont en translation rectiligne et uniforme. Il en est de méme de son centre de
masse G. Le principe fondamental de la dynamique donne donc, en projection sur
I'axe (0x) :

dv
0 =Pnar? — (P. — AP)mr? + ZnnLra

Par conséquent,

dv AP
dr 277Lr

On en déduit :
47]L

La condition aux limites sur la paroi du tube traduit le non-glissement du fluide : v(R) =

0. On en déduit :
) = R2AP " r?
I =Tl R?

R2AP

Onabienv(r) = A(l — (%)q) ouA = yo» etq = 2.

Le débit de volume vaut, par définition :

_U v(r)ds = 2nAf<1——>rdr—§AR2
0

section
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Le profil de vitesse de 1'écoulement (2) est sensiblement parabolique (écoulement de
Poiseuille cylindrique), ce qui n’est pas vraiment le cas de I'’écoulement (1) dont la vitesse
« sature » sur une large zone. L’écoulement (2) est donc le plus proche d'un écoulement
laminaire.

Pour I’écoulement (2), on peut utiliser la relation Q = EAR2 et estimer A sur la courbe :

3x70.1073x1,32x107%

: ~1,8.107° m3.s71,

A=v(0) =70 mm.s" . On en déduit: Q ~

Pour I’écoulement (1), on note que la vitesse est sensiblement constante (V ~ 70 mm.s™1)
jusqu’a une distance a I'axe de l'ordre de R, = 8 mm et on néglige la contribution de
'écoulement extérieur a ce rayon. On a donc: Q ~ mR3V ~ 3 x 82 x 1076 % 70.1073 ~
1,4.107° m3.s7%

Pour I'’écoulement (2),

2uQ  2x12.10°x 181075 36x12 . 14 , L4
== s = x 10 » ————x 103 ~ — x 10° ~ 200

Re=—-"% ~
T TNR T 3x5510°x1,3.102  3,9%55 1,355 7

. 2000 ., . L
On a bien Re = TR I’écoulement est sensiblement laminaire.

Pour I'’écoulement (1) :

_2upQ  2x10°x14.10° 28
TmnR  3x1073x13.1072 3,9

2,6 + 0,2
39 39

2
Re x 103 = < ) x 103 = <§+ 0,0S) x 103 =~ 700
Ici, 'écoulement vérifie encore Re < 2000, mais le nombre de Reynolds se rapproche de
la valeur critique. L’écoulement est encore probablement laminaire (lignes de courant
régulieres), mais pas « rampant », c’est-a-dire qu’il n’est plus dominé par la viscosité. La
loi de Poiseuille n'y est manifestement pas valable compte tenu de I'allure du profil de
vitesse.

Application a I'étude d’ondes acoustiques
Onde acoustique guidée

On introduit les perturbations p; (x, t), 1y (x, t) et ¥, (x, t) = v, (x, t)ii, de la pression, de la
masse volumique ainsi que la vitesse locale dus a 'onde acoustique. L’approximation
acoustique consiste a supposer

|p1(x, )| < Po
|:u1(x' t)l < Ho
171 (x, DIl < ¢

et a négliger tous les termes d’ordre supérieur ou égal a 2 dans les équations de couplage
liant ces 3 grandeurs (acoustique linéaire).

Les trois équations de couplage linéarisées s’écrivent :

(g 22 - 9P
Ho5¢ ox
oy _ vy
ar | Moo
U1 = HoXsDP1
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On en déduit I'’équation de propagation de la surpression acoustique :

0%py d*p; _ 19%p,

oxz  HAs 5z T 2 g

La célérité du son est donnée par c = . Or, pour un gaz parfait en évolution

1
VHoXs

isentropique, la loi de Laplace donne: Pu~" =constante. En différentiant

o . . dp d Lo
logarithmiquement la loi de Laplace, on obtient : - = yf = % — y% = 0. 0n en déduit :
0 0

v = 251 :i
s Uop1 VP

On en déduit :

1 YR

- VHoXs | Ko

Cc

Numériquement, on trouve :

,1,4 x 105
c= |5~ 100V12 ~ 340 m.s !

av a .
1 = — %P1 4onne, en notation

Pour une OPPM variant en expi(wt — kx), '’équation Ho—, P

complexe : iwp vy = ikp;. On en déduit :

P _
vl—ﬂo

=l e

Or, la relation de dispersion d’'une OPPM s’obtient grace a I'équation de propagation :
w? = k2

soit w = ck pour une OPPM se propageant vers les x croissants. On en déduit I'impédance
acoustique:

Le vecteur de Poynting acoustique moyen est donné par :

ii= %Re (p7r") = %ax

L’intensité acoustique est définie par:

IIﬁII> (Zavr%>
Ijg = 10log| — ) = 1010
dB g( I, g 21,

21
Vi = ’Z_O 10Uas/10)
a

10

On en déduit :

Pour I3g = 120 dB, on obtient :



Q20

Q21

Q22

2x10712 1 1

1,2 X 340 = 0,6 x340 10v2

Uy = ~7.1072 m.s7!

Le vélocimetre a deux lasers permettait de mesurer des vitesses allant jusqu’a 10 m.s™ 1.

De plus, I'énoncé évoquait a plusieurs reprises des vitesse de I'ordre de 10 cm.s™1 : v, est
donc parfaitement mesurable, a priori.

Les conditions aux limites imposées en z = 0 et z = a ne permettent plus de chercher des
solutions en OPPM. Toutefois, on cherche ici des solutions sinusoidales se propageant
selon i, : par conséquent, p; (M, t) « cos(wt — kx + ¢). Pour tenir compte des conditions
aux limites, il faut donc introduire un facteur dépendant de z. On écrit donc :

p1(M,t) = p(2) cos(wt — kx + ¢)

Cette onde est sinusoidale (dépendance temporelle sinusoidale), progressive selon i, (car
k > 0), mais elle n’est pas plane a cause du facteur p(z).

9%p, — c2 (62p1 azpl) .

at2 dx2 9z2

On injecte cette solution dans I’équation de propagation
—w?p(2) = c?p"(2) — c*k?p(2)
soit:

2

p(2) + (‘;’—2— kZ)p(z) =0

Les conditions aux limites imposées z = 0 et z = a ne peuvent étre vérifiées que si la
fonction p(z) est sinusoidale : cela implique L;’—ZZ — k% = k2 > 0. Par conséquent :
p"(2) +Kk*p(2) = 0
Les solutions de cette équation s’écrivent :
p(z) = Acos(kz) + B sin(kz)
Les conditions aux limites s’écrivent :

{ B=0
—kAsin(ka) =0

On en déduit: xa = nm, n € N. Par conséquent, les solutions compatibles avec les
conditions aux limites s’écrivent :

pn(2) = A, cos (%Z), neN

Le mode n = 0 correspond a py(z) = A, : 'onde de pression est alors une onde plane
progressive harmonique de pulsation w = ck. Fondamental ? Question mal posée.

Le mode propre numéro n s’écrit donc :
nm
Pin(M, t) = A, cos (— z) cos(wt — kx + ¢,)
a
Cherchons-en la relation de dispersion en I'injectant dans I'équation de propagation :

2
nm

—w? = —c2 (_) — k2
a

On obtient donc:

11



Q23

Q24

N _ nrc
ol Wy = — .

L'onde ne peut se propager que si k est réel, c'est-a-dire si ® > w.,. On remarque que
pourn = 0, il n’y a pas de pulsation de coupure (w.o = 0) : toute onde plane (n = 0) peut
donc se propager, quelle que soit sa fréquence.

Supposons donc que I'on considére le mode n et que w > w ,,. Dans ce cas, on peut écrire :

La vitesse de phase de ce mode est donnée par :

v¢,n(w) ==

Différentions la relation de dispersion quadratique :

2w dw
2k die = =2
c
On en déduit :
dow c? w?,
Ven(0) =g =5 = 1o

On constate que la vitesse de phase est supérieure a c, tandis que la vitesse de groupe est
inférieure a c.

D’autre part, quand w = wg,, Vg n(w) = +oo tandis que vy, (w) — 0, les deux vitesses
dépendant fortement de w : dans ce domaine de fréquence, la dispersion est tres forte.

Enfin, w - +00, vy, (w) = vy n(w) = c:la dispersion disparait a tres haute fréquence.

Le mode propre fondamental est le seul a pouvoir se propager si w < w.,, c’est-a-dire si

2 , . . .
% < % On en déduit la condition de propagation monomode :

A
a<z
2

c 340
2f  2x40.103
mm pour avoir une propagation monomode (mode fondamental seul).

;. A ’ A c s N
Numeériquement, 5= =~ 4,25 mm. Par conséquent, a doit étre inférieur a 4,2

Les modes (n,m) de fréquence f =40 kHz pouvant se propager doivent vérifier la
condition 27 f > unmi, c’'est-a-dire :

2nfa

Unm

o 2nfa 2ma  3x11.1073 33
Numeériquement, Znja _ zma ——=—= 3,9
c A 8,5.10~3 8,5

12



Q25

IILB.
Q26

On en déduit que les modes (0,1), (1,1), (2,1) et (0,2) peuvent se propager le long du guide
acoustique circulaire.

La vitesse de groupe d'un paquet d’onde de fréquence fixée (f = 40 kHz) dépend du mode

considéré :
’ w? c \2
vg,nm(w) =c |1~ Z;m =c [1- (Mnm m)

Plus u,, est grand, plus la vitesse de groupe du mode (n, m) est petite.

Sur les 4 modes (0,1), (1,1), (2,1) et (0,2) pouvant se propager, les deux modes ayant les
vitesses de groupes les plus proches sont ceux dont les valeurs de u,,, sont les plus
proches : il s’agit des modes (2,1) et (0,2) pour lesquels py; = 3,1 et py, = 3,8. Ces deux
modes sont séparés en sortie si la différence de leurs temps de propagation est supérieure
ala durée d’une salve. Il faut donc que :

L L 4

Vgoz2 Vg21 f

2
En supposant que (,unm ﬁ) « 1, on peut écrire :

! ! 11+1( C)Z 1+1< C)Z _1(6)2(2 2
Vg 02 vg,21~c 2 MOZZT[fa 2 “2127Tfa = 2¢\2nfa Moz — H21

On en déduit la condition :

8c /2nfa 2 1
L> —( ) —
f ¢ (o2 — H31)

soit:
32m? a’f

L >
(o2 — t21) (o2 + H21) €

Numériquement, on trouve :

3212 a’f _32x10x121.107°x40.10° 155x10 155 15 3
(hoz — t2) oz + 1) € 0,7 X 6,9 x 340 “5x340 170 170 3 ’™M

La longueur du tube doit donc étre supérieure a 90 cm.

Production de I'onde acoustique

On applique la loi des nceuds a I'entrée inverseuse de I'ALI :

el—V‘+ez—V‘_V‘—sl
R, R, R

L’ALI, supposé idéal, est bouclé sur son entrée inverseuse (rétroaction négative pure) donc
il est stable et fonctionne en régime linéaire. Par conséquent: V™ = 0.

On en déduit :
e €
n(e )
oL R R,

13



Q27

Q28

Pour obtenir s = —s;, il suffit d’'insérer entre la sortie du montage proposé et la sortie ou
I'on récupére s un amplificateur inverseur de gain —1, mettant ceuvre en ALI et deux

résistances R, identiques :

51(t)

En choisissant R = R; = R,, on obtient: s = e; + e,. Par conséquent :

s(t)

12

2.5

_>|

s(t)

t(x 107%5s)

Sil'ALl estalimenté en +15 V et 0 V, la tension de sortie est nécessairement comprise entre
0 V (tension de saturation basse) et +15 V (tension de saturation haute). Par conséquent,
les portions négatives du signal précédent sont « écrétées » a0 V:

14



Q29

s(t)

12

10
Sn

0 t(X 10_4 S)
0 0.5 1 1,5 2 25 3 35 4

On obtient effectivement des salves de fréquence 40 kHz de durée 100 ps, émises toutes
les 200 ps, de valeur moyenne 6 V et d’amplitude 4 V.

L’ALI LM 741 ayant une vitesse de balayage modeste (¢ = 0,5 V.us™1), les discontinuités
(d’amplitude As = 6 V) imposées au signal aux instants t,, = n X 100 ps ne seront pas
bien rendues. En effet, le temps At de montée ou de descente du LM 741vaudra alors :

As 6

At =— =
o 05

=12 ps

Cette durée n’est pas négligeable par rapporta 100 ps.

Pour minimiser ce défaut sans changer d’ALl, il faut diminuer la valeur des discontinuités
de tension. Pour ce faire, on peut diminuer I'amplitude du créneau et choisir la plus petite
valeur compatible avec le but recherché, a savoir : 4 V d’amplitude (ou 8 V créte a créte).
Cela donne:

s(t)

]

U U U t(x 10™*5s)

0 0,5 1 15 2 2,5 3 35 4

15



IL.C.
Q30

Q31

Q32

; . S A 4 .
La durée de commutation est ramenée a At = ;S =55= 8 ps. Sil’'on veut encore gagner en
rapidité, il faut alors également diminuer 'amplitude de la sinusoide (tout en conservant

des amplitudes créte a créte égales pour les deux signaux).

Ensemencement

On reconnait la loi de force de Stokes, donnant la trainée subie par une sphere a condition
que le nombre de Reynolds soit trés inférieur a 1. La vitesse relative v, — v vaut au plus

I'amplitude v, = 7 cm.s™?! calculée a la question Q19. Par conséquent :
_ Medpuy  1,2X 107 x7.107%2 84

Repay = = _ 84
Cmax =T 1,8.10-5 18

14
x 1073 = 3 x 1073 ~ 5.1073

On a donc bien Re « 1 (écoulement externe), donc la trainée est visqueuse et suit la loi de
Stokes.

Ecrivons I'équation du mouvement de la particule projetée sur I'axe de 'écoulement, en
négligeant le poids, la poussée d’Archimeéde et la force exercée par les faisceaux Laser,
conformément aux indications de 'énoncé :

dv, 4 (d,\° dv
P _ P b _
mp_dt —§n(2) Up Tl —37Tnfdp(vp—vf)
soit:

Hpdp dvp, _
<187’]f dt +vp -

En régime sinusoidal forcé, on en déduit :

@ 1 1
—_— = w0 =
Ut 1 +i— S
= wo 1+1f0
ou:
1 187]f_ 9T]f

0 —_ — =
2w updf  mupdp

Numeériquement, on trouve :

9x%x1,8.107°
0™ 3% 103 x 10-12

~ 54 kHz

Pour mesurer la vitesse du fluide, il faut bien str que v, = vy. Il faut donc que f < f,.

Ala fréquence f = 40 kHz, L_20_20_9_ 7 1-1=3pa conséquent,
fo 54 27 27 4 4
Yp 1 1 1 4
v: = = = = g = 0’8
ket | 2 9 25
1+(£) \[ '*16 16
fo

Assimiler la vitesse de la particule a la vitesse du fluide conduit donc a une erreur relative
de 20 %, ce qui n’est pas acceptable.

16



1

Pour commettre une erreur inférieure a 1 %, il faut que > 0,99 soit :

14 (L) <2

fo 992
2 2 2
. , 1002-99
On peut reformuler ainsi ce résultat : (%) <5
0
1002-992 100-99)(100+99 199 200 _ L 1.
or, = ¢ )(100+99) _ )01 x 222 ~ 0,01 x 222 = 2.10*. On en déduit :
992 992 992 1002

1002 — 992

597 — ~ 1072~ 1,4.107

Par conséquent, il faut :
f<14.107%2 x f,
soit:
f <760 Hz

Ces particules ne sont donc adaptées qu’al’étude des infrasons et des sons audibles graves,
mais absolument pas a I'étude des sons audibles aigus, et encore moins a I'étude des
ultrasons. Pour étudier des ondes acoustiques de fréquence plus élevée, il faut augmenter
la valeur de f, et donc utiliser des particules plus petites (mais cela poserait la question de
I'efficacité de la rétrodiffusion) et surtout moins denses.

17
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Corrigé propose par Jean-Marie Biansan.
Pour toute remarque: jeanmarie.biansan@free.fr

» M’ -
1) - Loi de gravitation de Newton: FB:—(;;—)ZE,:—FA
r

Et ce en supposant que 153 désigne la force subie par B et pas celle exercée par B: notations ambigués.

- Travail élémentaire des forces de gravitation:
R R R R R . MZ M2
6W=FBdB+FAdA:FBdAB:—L2 d(2r)=—dE, avec | E,=—
(Zr) (21’)

2) - On applique le théoréme de la quantité de mouvement a I'étoile B, en mouvement circulaire uniforme:

: M2 . M 2 > 3
—MrHZ:—LZ d'ou 02:L3 ~(2%) etdonc | T,=y 87"
(2r) 4r T, ?M

- Application numérique: 2r=1UA , M=M, . Pour la Terre en orbite autour du soleil, la 3éme loi de

3 M T 2 3
Kepler s'écrit (1UA) :§ " Donc 1 —\/ 167" (1UA) :\/4/8:LN0,71 ,  soit

lan’  4x’ lan §M®8(1an)2 V2
T,~0,71an
: : M M M?
3) Energie mécanique: E:%M(r0)2.2+EP:Mr2%—% . soit E:—%
r

L'énergie mécanique est négative, état lié.

. — gmAmB = = .y fex .
4) Force subie par B: | Fy=— e R=—F, | indépendante du référentiel.

5) Le théoréme de la résultante cinétique appliqué au systéme des deux étoiles, isolé, dans le référentiel
’QG
dt*
rectiligne uniforme. Le référentiel (Gxyz) est donc en translation rectiligne uniforme par rapport &

(Qxyz) galiléen, il est donc lui-méme galiléen.

galiléen  (Qxyz) s'écrit  (m,+my) =0 : G est donc, dans (Qxyz) , en mouvement

6) - Par définition du barycentre G , ona m,GA+m,GB=0 . On en déduit immédiatement que

—_— mA - -_— mB =
GB= R | etque GA=-— R
mA+mB mA+mB

- Le théoréme de la quantité de mouvement appliqué successivement aux étoiles A et B dans  (Gxyz)
galiléen donne:



d’GA

my 5 :ﬁA 2 2= =4
dt d == ==\ _=,1 1 .. d°R_ R ,
- .Donc —(GB—-GA)=F_ (—+—) ,d'ou =—0G(m,+m,)— , qui est
dZGB_ R dl'2( ) B(mB mA) dt2 §( A B) R3 q
o =F

- -

bien de la forme ‘25 :—K§ avec | n=3| et K:§(mA+mB)
t

7) Soit P le point tel que GP=R . Supposons que P est en mouvement circulaire uniforme dans

(Gxyz) . Son accélération vaut alors —R6&°¢, , et la relation de la question précédente donne alors

. (m +m ) —
0’= "2~ doulontire la période | T,= _ArT R
R g(mA"-mB)

Question peu claire: I'énoncé suppose R variable, donc le cas elliptique: or la démonstration de la 3éme loi
n'est pas au programme dans le cas elliptique. Et pour justifier le caractére périodique, faut-il introduire le
mobile réduit (pas au programme) ?

8) Pour que les deux images soient séparées, il faut que la distance entre les centres des taches de diffraction
des deux étoiles soit plus grande que la demi-largeur de chacune des taches (critére de Rayleigh):

‘ it

Plan
focal
image

A
Sionnote 6, ladistance angulaire entre les deux étoiles, il faut donc que sin91>sin9~70 .Oren

A
supposant les angles petits, sinHlmtanelz% . Il faut donc que %>7° , Soit L<Lmaxzi—R
0

AN.. L,,=143 AL .

max

Critere de Rayleigh pas au programme...

9) - Théoréme de Malus: aprés un nombre quelconque de réflexions et/ou de réfractions (en nombre et nature
identiques pour tous les rayons), les surface d'onde issues d'une source ponctuelle sont perpendiculaires aux
rayons lumineux.



-

\
&,

d
S, estlimagede I, parréflexionsur (M',) , S, estlimagede I, parréflexionsur (M'))

Construction effectuée dans l'ordre suivant:
- on choisit arbitrairement I', , point de réflexion sur (M',) ; la direction S,I', donne alors la

direction des rayons avant traversée de la lentille
- le rayon paralléle & (S,I',) (de vecteur unitaire #i ) et passant par le centre optique de la lentille, non

dévié, donne le point P
-le rayon parallélea (S,I',) etpassantpar S, donnelepoint I’

On a I,I'=1,S, et I,I',=I,S, , ainsi  que (AI,)=(AI,) , donc
6A:(111'1P)_(121’2P):(511'1P)_(521'2P) :

Or d'apres le théoréme de Malus "a rebours", les rayons S,I', et S,I', étant paralléles entre eux,
S, et H appartiennenta unplan dondeissude P : (S,P)=(HP)

—_—

— . _LO,P
Donc: 5A251H25152.u=anOLP

ou O, estle centre optique de la lentille. Dans I'approximation

de Gauss, O,P~f" ,donc finalement 6A:‘;c_)v<

- Question: on tient compte de la diffraction par (M,) et (M,) mais pourquoi ne tient-on pas compte
decellepar (M',) et (M',) ?

A r
- La frange brillante d'ordre  p  aune abscisse x, telle que 5A=p/10=% , d'ou xp:p of
a
. . Aof : s ,
L'interfrange vaut donc 1:xp+1—xp:T . AN.. i=7,3um : non visible a l'ceil nu, il faut

probablement une loupe pour l'observer.



21 ax
Résultat discutable: il ne tient pas compte du caractére non isotrope de la diffraction par les miroirs. De plus,

I,, estlintensité "issue de A et parvenant sur un des miroirs", mais probablement pas celle qui arriverait
en F' en occultant une des deux voies de l'interférometre.

10) Formule de Fresnel: | I,,(P)=21,,(1+cos(

11) - Les deux étoiles sont deux sources distinctes, elles ne sont pas cohérentes entre elles: il faudra donc
sommer l'intensité issue de A et celle issue de B.

D'aprés le  théoréme de  Malus, (BI,)=(BH) . On a donc
(BI,)—(BI,)=HI,=I,1,sin@=bsin®

| +2

0| Donc, | 05=0,+bsind

I

12) On somme les intensités, chacune donnée par la formule de  Fresnel:

1(p):210A(1+c05(%aA))+zIOB(1+cos(a_’0’(aA+bsme)))
Avec la formule de I'énoncé, elle se met Sous la forme:
I(P):2(10A+IOB)+acos(a—”(%+%sin0)+(p) avec a:2<10A+IOB)Jl—mZSmZ(lene) o
0 0
VIOAIOB
m=2
Iys+1yp

7 bsind 2x ,ax b . .
T)C S(TO(F+—SIHH>+¢)> , qui est

On a donc encore: I(P):2(10A+IOB)(1+\/1—mzsin2( >
Aof
)V(0)) avec | K=2(I,,+I,;) |, |Ax= .

bien de la forme I(P)=K(1+cos(27

et

X

V(H)Z\/l—m2 sinz(iﬂ bjinﬁ)
0

13)- x, estlabscisse de lafrange centrale, Ax estlinterfrange. V(6) estle facteur de visibilité.
-Onpartd'une valeurde b suffisamment faible pour que V(0)~1 : les franges sont bien contrastées.
- On augmente progressivement la valeur de b, V(@) diminue. Le contraste passe par un minimum pour
sin%”%ﬂ)zo , donc pour | sin@ _t
0 b
- S'il s'agit d'un vrai systéme binaire, I'angle 6 varie au cours du temps. Mais si la période de rotation est
trés longue, il faut un suivi sur une durée équivalente pour s'en rendre compte...

14) S'agit-il d'une limitation par la diffraction (franges sous le pic central de diffraction) ? Ou par échappement
géométrique des rayons diffractés par (M,) surles bords de (M) ? Etdans ce cas, ne faut-il pas la

valeurde b—a pour répondre ?



Supposons que le facteur limitant soit la diffraction, et que donc on veut avoir 10 franges sur la demi-largeur

A
du pic de diffraction, dont la valeur angulaire est sin« ~79

Plan
focal
image
Il faut donc qu'on ait & f '>10i , soit 7—%’(;10 Pol! .donc /<al10=25cm .
a
- ez —_—
15) - L'électron subit la force centrale F=———-——-0OM . D'apres le théoreme du moment cinétique
47 e,OM

(en O fixe), i—f:a\? AF=0 ,le moment cinétique &  est donc constant.

Le plan contenant O et orthogonala & est donc un plan fixe. Or 5=O—J\7I/\mj est orthogonal a

lafoisa OM etalavitesse Vv ,ces deux vecteurs sont donc dans le plan fixe suscité, le mouvement est
plan.

- On peut alors travailler en coordonnées polaires, OM=ré. , Vv=ré+rfe, , et donc
G=0OMAm,v=m,r’6¢&, .Onadonc | o=m,r’6

2

16) La force  coulombienne  dérive de EP:—4;€ p L'énergie  cinétique  vaut
0
. . . 2
ECZ%me(r2+(r6)2):%mer2+% 9_— . On a donc conservation de I'énergie mécanique
m,r
1 ()'2 82

_1 = _
E=Zm,r +U,,(r) avec Ueff(r)_zmerz—m




E <0
E,

Lorsque U 4 (r) estminimale, une seule valeur de r est possible, la trajectoire est circulaire.

dU 4 2
Le rayon de cette trajectoire s'obtient donc par: ((;%’i(r)) =0 , ce qui donne ro:LOZO .On
r=r, m,e
m 64
reporte dans l'expression de I'énergie mécanique et on obtient EOZ—ﬁ . On omettra l'indice 0
TU€ O

dans la suite.

18) Le  photon emporte la  difference  d'énergie  entre les  deux  niveaux:

4 213
hc m,e 1 1 . 288¢€,h"c
AE=hv,=o—=—>"""——(=—=) dol | A,=—7"—
* A 32.7'[265722(4 9> °  5m,e
ez 62 r ez
19) a= = — . Or est une énergie. 7% est un moment cinétique (régle
dmwe,hic 4meyr ke 4me,r

de quantification de Bohr), donc é est une quantité de mouvement, et th est donc une énergie. La

constante de structure fine est donc sans dimension.

a~73.10
137

2 —(1/2) 2 4
20) E=mc’(1-) mmc2(1+l(3)+§(1)) . On a donc bien E=E +xv+uv' avec
C 2°cC 8 c
E,=mc® qui est 'énergie de masse, KZ% ( kv’ est 'énergie cinétique non relativiste) et
~3m
u=g

8¢



21) Question pas du tout guidée. Traitée hors des 3h et avec apport d'un collégue. Méthode approchée, a quel
point...?

- D'aprés la question et la regle de quantification de Bohr o =n# , I'énergie du niveau n vaut, dans le cas
4
m,e

non relativiste E =—————
" 3Rt n’

. En outre, l'orbite étant circulaire, le principe fondamental donne,
2 2
. . \% e
toujours dans le cas classique, m,—=
I 4me,r
4 4
e _ e

16 Jrzef)thz_ 4eih’n’

. Donc

2 p c

et donc EC:—%E donc E=—E

finalement, on a dans le cas classique v’=

- On injecte alors cette expression classique (qui est donc approchée dans le cas relativiste, mais a quel ordre

?) dans I'énergie relativiste développée a l'ordre 4:
4 2 4 2
1 e 65

AE, =k A(V)+uA(v)=AE+u(—5—) A|=|=AE+ 2

relat (V) u (V) Au(4 ghz) (n4) M(4€gh2) 1296

3 Me e’ )2 65

AE,,—AE 8 c® 4e;h® 1296 4

Donc relar =_¢ %% 13 e 13 :47 avec p=2 .

AE 5 me' _EethCZ_ 3
36 327221
Elle est donc de I'ordre de  10~*

22) - La face réfléchissante de (S) est la face 1.

- La compensatrice (C) permet d'avoir le méme nombre de traversées de lame (ici 3) pour les deux rayons. En
son absence, le rayon se réfléchissant sur (M f) effectuerait une traversée de lame, tandis que l'autre en
effectuerait 2: il y aurait une différence de marche supplémentaire, fonction en plus de la longueur d'onde si le
verre est dispersif.

23) Michelson réglé en lame d'air, avec source étendue: on obtient des franges d'égale inclinaison, localisées
a l'infini, et généralement ramenées a distance finie en plagant I'écran dans le plan focal image d'une lentille
convergente.

24) On se place donc au centre des anneaux. La différence de marche vaut donc simplement d=2e oue
est 'épaisseur de la lame d'air équivalente, qui vautdoncici v.t .Onadonc o(t)=2.v.t

La formule de Fresnel donne alors | I(t)=21,(1+cos (2_71 2.v.t))

A’O
25) - Les deux raies sont incohérentes entre elles, on somme les intensités:
I(t):211(1+cos(a—”2.v.t))+212(1+cos(2;L—n2.v.t))
1 2
On obtient donc avec la formule de I'énonceé: I(t):2(11+12)+acos(2f[vt(%+%)+(p) avec
1 2
— 2.2 1 1 _ _\/11[2 _
a_2(Il+IZ)\/1 m’ sin (vat(;Ll 12)> et m=2 T+, Soit encore
_ 1 1 _ 2 .2 1 1
I(t)—2(11+12)(1+C(t)cos(2Jrvt(;t—+/1—)+q0)) avec  C(t)=41—m’sin (2nvt(7—7))
1 2 1 2
41,1
Or L—LN% . Donc: C(t)z\/l— ! ZZSiDZ(ZﬂVt%)
Ay Ay R (I+1,) Al




-Onadonc |C

max —

41,1,

11_12

.

11+Iz)2_ L+,

26)Onadonc C,,,=0,15=

Le premier minimum du contraste se produit lorsque 27 A x

1+1,/1,

I

,d'ou | —

Il

]-_Cmin
=———""—(,74
1+C

min

AA_m
2
0

, donc
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