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Révisions des écrits (suite)

9 Meécanique quantique

Exercice 11 : Puits infini 3D (Mines MP2 2023)

On rappelle ici 'équation de Schrivdinger pour une particule de masse m lorsque I'interaction
avec extérienr est décrite par le potentiel d'interaction U(r) :

h* o
——AW(r 1)+ U(O)P(r, t) = jh—T(r1, ¢ 2
SAW(E ) + UMW) = jh U ) 2)
oil j* = —1, ¥(T, t) est la fonction d'onde et i = h/27. Dans ce qui suit, on étudie une particule

dans un puits de potentiel infini défini & troiz dimensions par U = ete = Uy pour 0 < » < ay,
0<y<azet<z<aytandis que U — +0c en dehors de cette région bornée de I'espace.
0 — 15, Quelles sont 'interprétation physique et la dimension de la fonction d’onde W(r't)?
0 — 16. On cherche des solutions de I'éguation de Schrodinger de la forme W(r'f) = ®(xy.2)W(t).
Quelle est la forme de W(t) 7 Comment s'appelle ce type de solution ?
O - 17. On suppose encore ®{x.y,z) = Filz)Fs(y) Fy(z). Déterminer les fonctions F; (i = 1,2,3)
en fonction de a; et de trois nombres entiers n; € B*, 4 une constante multiplicative
arhbitraire prés.

0 — 18. Montrer que I'énergie £ de I'état fondamental de la particule s'écrit :

h? 1 1 1
Er=Up+— |5 +— +— 3
=T [a% N a3 aﬁ} 3)

La particule de masse m, qui reste dans son état fondamental, évolue lentement d'un état
isotrope ofl le volume V' = a* du puits est celui d'un cube de coté a 4 une situation comprimée
ol1 une des dimensions a; = a — da < a tandis que les deux autres dimensions augmentent
simultanément ef symétriquement {az = ag 4 tout instant) de maniére 4 maintenir constant le
volume V' = ajaza; du puits,
d — 19, Exprimer la variation A& de I'énergie de 'état fondamental qui accompagne cette trans-
formation.
0 — 20. On suppose da < a. Montrer qu’au premier ordre non nul en da/a la variation d’énergie
se met sous la forme A = %}'{rin.zr on exprimera K en fonction de h, m et .
On rappelle que (1 — €)% = 1 4 2¢ + 3¢® 4 of€?).
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Exercice 12: Potentiels radiaux du deuton (Mines MP2 2018)
Le deuton est le noyau du deutérium (ou hydrogene lourd) ?H, qui posséde un proton et un neutron. I’abon-

dance naturelle du deutérium dans les océans de la Terre sous forme d’eau semi-lourde (HDO) ou lourde (D,0O) est
d’environ un atome pour 6 420 atomes d’hydrogene.

L’étude d’'un systeme de deux particules ponctuelles de masses m; et mag, si tuées en A; et

Aj et telles que AjAs = 7 est réalisée en utilisant les coordonnées sphériques (r, 6, ¢) pour le

vecteur 7. Les particules sont en interaction, décrite par I’énergie potentielle E,(r) ; la probabi-

lité d’observer une particule dans I’élément de volume d7 entourant le point 7 est donnée par

dp = |U(7 t)]2dr, ol la fonction d’onde W(7t) est solution de I’équation de SCHRODINGER,
2

ov
—Q—A\II +E,(r)¥(r,t) = jha ou A est 'opérateur de LAPLACE ou laplacien ; le coefficient
o
1 1

. , . . . . 1
qui remplace, dans cette équation, la masse d’une particule unique, est donné par — = —+—.
, ; ; . i L H T Ty
On rappelle aussi I’expression de 'opérateur laplacien en coordonnées sphériques :

Af = 1 [2 <r2g> —l—Aangf} avec Aangf = 1 o <sin0g) + L o

r2 | or or sin 6 96 00 sin? § Op?
: 24 g = = R(T) —jwt
On cherche une solution de I’équation de SCHRODINGER sous la forme ¥(7,t) = Y (6, p)e .
r

(1 16 — Indiquer et justifier brievement l'expression liant ’énergie E d’un tel état et la pul-
sation w.

' 17 — Montrer que R(r) et Y (0, ¢) vérifient les deux équations

r*C
212

2 d’°R

—Spgat [Ep(r) + ] R(r) = ER(r) et AagY = —CY(6,¢)

ou C' est une certaine constante.

On rappelle les résultats de la mécanique classique pour 1’étude du mouvement d’une particule
de masse i en mouvement dans un champ de forces centrales décrit par 1’énergie potentielle
E,(r) :
— le mouvement est plan et peut, dans ce plan, étre décrit en coordonnées polaires , 6 ;
— le moment cinétique est constant, directement perpendiculaire au plan du mouvement
avec pour moment cinétique o = pr?0;
1
— le mouvement est entierement décrit par la conservation de I’énergie £ = i,mﬁ + Ues (1),
102
ou I’énergie potentielle effective a pour expression Ueg(r) = E,(r) + 3
wr
‘4 18 — Précisez, dans I’équation vérifiée par R(r) établie ci-dessus, les expressions analogues

1
de I’énergie cinétique radiale 5/”'"2, de I’énergie potentielle effective et du moment cinétique o.

4 19 — Quelle serait la valeur de la constante C' pour une fonction d’onde purement radiale ?
On ne fera pas nécessairement cette hypothese dans les questions qui suivent.

'd 20 — On procede a une nouvelle séparation des variables en posant Y (6, ) = ©(0)P(p).
établir les équations différentielles vérifiées par ©(0) et @ (y).

(4 21 — Justifier le plus précisement possible le fait, qu’a une constante multiplicative pres,
que l'on peut imposer ®(p) = ™ ou m € Z.



PC* Pasteur 2024-2025 Révisions des écrits

'd 22 — On peut montrer, et on admettra, que les solutions de I’équation différentielle vérifiée
par O(f) sont des polynomes de degré ¢ (avec ¢ > |m|) de la variable x = cos @ :

O() = ax’ + ... + a1z + ag

En ne considérant que le terme de plus haut degré, exprimer C' en fonction de ¢ seulement.
Quel est le moment cinétique o pour une fonction d’onde caractérisée par £7

III.B. — Energie de liaison du deuton

Le deuton est le noyau de I'atome de deutérium 2H, formé d’un neutron et d’un proton. Il s’agit
d’un des tres rares noyaux stables comportant un nombre impair a la fois de neutrons et de
protons (avec °Li, °B, N et '8°Ta); en effet, de tels noyaux impairs—impairs sont en général
peu ou pas stables. L’énergie de liaison du deuton est faible (2,23 MeV seulement) et il n’a
qu'un état fondamental, de moment cinétique nul (nombre quantique orbital ¢ = 0) et pas
d’état excité stable.

On considere les états liés stationnaires d’une particule de masse p dans le puits de potentiel
défini par :
E,=—-Vy pour 0<r<a et E,=0 pour r>a

avec Vo > 0. On écrit la fonction d’onde indépendante du temps d’un état lié (=V, < E < 0),

R
a symétrie de révolution (radiale), ¥ (r) = £lr) ou R(r) est solution de I’équation radiale
r
n* d’R
—ﬂm =+ Ep(r) R(T) — ER(?”)

Dont les solutions sont de la forme R(r) = Asin(kr) pour r < a, et R(r) = Be *" pour r > a.

d 23 — Justifier ces formes et exprimer k et K en fonction de E et V4.

d 24 — Expliciter les conditions de raccordement en r = a.

d 25 —2 O‘? p20se X = kaet Y = Ka. Ecrire deux relations distinctes liant X et Y en fonction
UVoa

72
a expliciter).

de p* = , indépendamment des valeurs des constantes A et B (qu’on ne cherchera pas

'd 26 — Représenter graphiquement, sur un systeme d’axes (X,Y), les deux relations établies
a la question précédente.

d 27 — Montrer qu’il n’existe d’état 1ié que si Vj est supérieur a une certaine valeur Vi, que
I’on déterminera en fonction de A, u et a.

d 28 — Quelle est la valeur maximale V., de V pour qu’il n’existe qu’un seul état 1ié ?

On utilise ce modele pour décrire I'interaction nucléaire entre un neutron et un proton, formant

le deuton (noyau de I'atome de deutérium). Le rayon du deuton est a = 2,0- 107 m; la masse
MpM.
p est la masse réduite du deuton, yp = ———2—. L’expérience montre qu’il n’existe qu'un seul
My, + My

état lié, d’énergie F; < 0.

‘d 29 — En déduire que, dans ce modele, Vi < Vi < Vinax et calculer Vi, et Vinax en MeV.
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d 30 — Que vaut 'énergie de liaison si Vo = Vigin 7

'd 31 — L’énergie de liaison du deuton est Fy; = —2,23 MeV. Comparer a Vi, ; en déduire
que Vj est proche de V.

d 32 — En explicitant les relations établies ci-dessus entre X et Y pour V; proche de Vi,

trer que Vo = oy [T 4 22 /|
montrer que = - =N —
i g 2ua? |2 hm s

4 33 — Calculer Vj (en MeV) et comparer a Fy.

FIN DE L’EPREUVE

Le tableau ci-apres récapitule les valeurs de certaines grandeurs physiques ou constantes fon-
damentales.

Célérité de la lumiere dans le vide c=3,0-10m-s7!

Charge élémentaire e=16-10"1°C

Constante de BOLTZMANN kg =14-1002J .- K!
Constante de PLANCK h=6,6-10"3J. Hz™!
Constante de DIRAC h=nh/2r=1,0-1073"J -5
Masse de ’électron me =9,1-1073 kg

Masse du proton m, = 1,673 -107* kg > m,
Masse du neutron my, = 1,675-1072"kg ~ m,,
Permittivité diélectrique du vide € =289-10"12F .-m!
Température d’ébullition de ’azote (sous 1 bar) R =774K

Température d’ébullition de 'hydrogene (sous 1bar) T = 20,3K
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