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Probabilités.
RMS
On cherche & modéliser ’évolution d’une population au fur et & mesure des générations. Pour I'individu j
de la génération n, on pose X, la variable aléatoire représentant son nombre d’enfants. On suppose que
les variables X ,, sont indépendantes et suivent une loi de Poisson de paramétre A > 0.
On pose S, le nombre d’individus & la génération n. On suppose que Sop = 1. Ainsi :

Snfl
Sn = Z X’,n—l
i=1

1. Ecrire une fonction qui prend deux paramétres A et n et qui renvoie une liste [by, ..., b,] telle que
b; désigne le nombre d’individus & la génération ¢ aprés une simulation du processus.
Tracer sur une méme figure les résultats obtenus pour un échantillon de 15 expériences, jusqu’a la
génération n = 30, avec A = 0,9. Que remarque-t-on ?
Recommencer avec A = 1,1. Que remarque-t-on ?

2. Montrer
o i (@N)F :
i=0

3. Montrer que, pour tout n € N*, S,, admet une espérance et que E(S,) = AE(S,,_1. EN déduire le
comportement asymptotique de E(Sy,).

4. Posons ¢ la fonction génératrice d’une variable aléatoire suivant la loi de Poisson de paramétre A
et @5, la fonction génératrice de S,,. Montrer :

Vn € N* s (Dsn = (bsn—l o

5. On note E I'événement "la lignée s’éteint" et on pose u,, = P(S, = 0). Prouver que la suite (u,)
converge vers P(FE).

6. Calculer ug et donner une relation de récurrence vérifiée par la suite (uy,).
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On considére les suites de fonctions (f,,) et (g,) définies sur R par

forx—x

go:x—0
et, pour n € N :

fuvr o g (B0 £15)

guir 17 gal@) + 5 (& 63(2)

1. Montrer que la suite (f,,) est bien définie et écrire une fonction python, qui calcule f,(z) pour
x>0etnelN.

2. Tracer figo sur Uintervalle 0, 10].

3. Tracer sur un méme graphe les fonctions (g,), pour n € [0,10], sur l'intervalle ]0,10]. Sur quel
intervalle peut-on conjecturer la convergence simple de la suite (g,,) ?

4. Démontrer la conjecture précédente.
5.(a) On note d,(z) = fn(z) — Vx.

Montrer que, pour x > 0, la suite (f())nen+ est décroissante et converge vers \/x et que :
I (2)*

5n+1(‘r)'\' 2\/5

quand n — +o0.

(b) Montrer que la suite (f,,) converge uniformément sur [0,1].



