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Exercice 1. (*) Soit p > 0. On considere la parabole P d’équation y? = 2pz. Le point F = (p/2,0) est le foyer de
cette parabole. La droite d’équation z = —p/2 est la directrice de cette parabole, notée D.

a. Montrer que la parabole P est I’ensemble des points du plan équidistants de F et de D.

b. Soit M un point de la parabole P. Montrer que la tangente & P au point M est la médiatrice du segment [HF],
ou H est le projeté orthogonal du point M sur la droite D.

Solution de ’exercice 1. a. Soit M(z,y) un point du plan. Son projeté orthogonal sur la droite D est le point

Les vecteurs qui nous intéressent sont

W:(z—!—p/lﬂ) et m:(:z:—p/ly).

On obtient donc
2 2 p\? 2 P’
d(M, D) = HM® = (96 + 5) =x° +pr+ T

et
2 2
FMQZ(x—g) —i—yz:952—1935—1—]%—&—y27

ce qui donne I’équivalence

2 2
d(M,D)? = FM? — x2+px+%:x2—px+%+y2 = 2pr =y’

La parabole P est donc ’ensemble des points équidistants de F et de D.

b. Premiére méthode : avec un paramétrage. La parabole admet le paramétrage
—, yt)=t, teR.
Le vecteur vitesse est alors donné par
/ / 3 ~
viER, (2'(H)y/(1) = (p,1> 40

En particulier, tout point de la parabole est régulier. Notons T; la tangente & P au point (z(t),y(t)) (point noté
~(t)). On sait que cette tangente est dirigée par le vecteur vitesse v/ (t).
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Notons H(t) le projeté orthogonal de v(t) sur la directrice D et I(¢) le milieu du segment [H(¢)F]. Ces points ont

les coordonnées suivantes
D t
Ht:(—f,) t I(t)=10,= | .
0=(-50) o 10-(0g)

On en déduit les vecteurs suivants

2
HOF= (-0 ot MO = (5.5)

On observe que ces deux vecteurs sont orthogonaux. La droite (I(¢)M(t)) est perpendiculaire & (H(¢)F) est passe
par le milieu du segment [H(¢)F] donc c’est la médiatrice de ce segment.

On observe aussi que le vecteur I(t)M(t; est colinéaire & /(¢). La droite (I(¢)M(¢)) est donc parallele & la tangente 7.
Ces deux droites passent par le point M(¢) donc elles sont confondues.

Deuzxiéme méthode : la parabole est une ligne de niveau d’une fonction. Introduisons la fonction

fi(zy) =y —2pa.

La fonction f est de classe C' sur R?, avec

V(z,y) € R?, Vf(z,y) = (—2p,2y) # 0.

La parabole P est une ligne de niveau de la fonction f. Le gradient de f ne s’annule en aucun point de P donc
tout point de P est régulier et pour tout point M(z,y) de P, la tangente & P en M est perpendiculaire au vecteur

Viz,y).
Soit M(z,y) € P. Notons de nouveau H le projeté orthogonal de M sur D. Notons I le milieu du segment [HF].
Déja, les points I et M sont équidistants de H et de F donc ils sont sur la médiatrice de [HF].
On trouve pour les divers points les coordonnées suivantes
H=(-p/2,0), 1=(0,y/2)
—- . .
donc IM = (z, ¥). Un produit scalaire donne alors
._>
IM-Vf(x,y) =z x (—2p) + % x 2y = —2px +y? = 0.

La droite (IM) est perpendiculaire & V f(x,y) et elle passe par M donc c’est la tangente & P au point M.
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Exercice 2. (**) On définit 'ensemble D = {(x,y) € R?* ; 3 = 2® — 2z}
a. Tracer I'ensemble D.

b. Soient A et B deux points distincts de D d’abscisses négatives. Discuter le nombre de points d’intersection entre
la droite (AB) et ’ensemble D.

Solution de ’exercice 2. a. L’ensemble D est la réunion des graphes des fonctions f : z — va3 — 2z et —f.
La factorisation 2% — 2z = z(z — v/2)(z + v/2) montre que 'ensemble de définition de f (et de —f) est la réunion
des intervalles [—/2,0] et [v/2, +oo].

La fonction f est de classe C' sur | —v/2,0][ et sur |v/2, +-00], de dérivée

3z2 —2

Vol —v2)@+v2)

T

On observe en particulier que la dérivée f’ posséde des limites infinies en —v/2, en 0 et en v/2, si bien que le graphe
de f admet des demi-tangentes verticales en ces points (qui se recollent avec les demi-tangentes du graphe de f en des
tangentes verticales).

On remarque aussi que f(x)/x tend vers +o0o quand z tend vers 400 si bien que f a une croissante plus grande
que linéaire, produisant sur le graphe de f une branche parabolique de direction verticale.

Sur Pintervalle [—v/2, 0], la fonction f est d’abord croissante sur [—v/2, —+/2/3] puis décroissante sur [—+/2/3, 0].
Elle est croissante sur [v/2, +o0].
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(2

b. On introduit les coordonnées (a1, az) de A et les coordonnées (by,b2) de B.
Si a; = a2 (auquel cas by = —bs), alors DN (AB) = {A, B} (dans I’équation de D, il y a au plus deux valeurs pour
lordonnée si ’abscisse est connue).

On suppose donc maintenant que a; # as (la droite (AB) n’est pas verticale).
La droite (AB) admet alors une équation de la forme

Y =Uur +v.
Soit M(z,y) un point du plan.
y = ur+v Y = ur+v Yy = ur—+v
Me(AB)ﬁD<:>{y2 _ 3oy <:>{(ux+v)2 _ 3o <:>{0 — 2% —u2a? — (24 2un)a — o2,
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La deuxieme ligne est alors une équation de degré 3 dont on sait qu’elle possede au moins les solutions a; et as.
Le polynoéme correspondant est donc scindé sur R. Il possede une troisieme solution, notée as, qui peut a priori étre
confondue avec a; ou as.

Les relations coefficients-racines donnent toutefois 1’égalité

a1+a2+a3:u2>0

donc az > 0, ce qui garantit que a3 est distinct de a1 et as. L’intersection (AB) N D contient donc un troisieme point,
situé sur la branche non bornée de la courbe D.

Remarque hors programme. Dans le domaine de la géométrie projective, on estime que la branche parabolique de
direction verticale contient un < point & 'infini ». Dans le cas ou la droite (AB) est verticale, on estime qu’elle passe
par ce point, si bien que la droite (AB) recoupe D en un troisieme point dans ce cas-1a aussi.

Exercice 3. (*) On note S la surface d’équation 2 — y? — 22 = 1. On note P le plan d’équation = + 2y — z = 0.

Déterminer ’ensemble des points M de S tels que le plan tangent a S au point M soit parallele au plan P.

Solution de I’exercice 3. Introduisons la fonction F : (z,y, 2) — 22 — y? — 22, définie de R? dans R. La surface S
est une ligne de niveau de F.
Pour tout (z,y,z) € R3, on trouve
VF(I’, Y, Z) = 2(I7 -Y, 72)'

L’origine n’appartient pas S donc VF(z,y, z) ne s’annule pour aucun point (z,y, z) de S. Ainsi, la surface S admet
en tout point (z,y,z) un plan tangent et celui-ci admet pour vecteur normal le vecteur (x, —y, —z).

Le plan P admet pour vecteur normal (1,2, —1). Une condition nécessaire et suffisante pour que le plan tangent
au point (x,y, z) soit parallele & P est donc que (z, —y, —z) soit colinéaire & (1,2, —1), c’est-a-dire qu’il existe A réel
tel que

(z,—y,—z) = (N, 2\, =) c’est-a-dire (,y,2) = (A, =2\, N).

Pour tout A réel, on trouve
F(\, =2\, 0) = —4)\? #£ 1.

Il n’y a donc aucun point de S auquel le plan tangent soit parallele au plan P.
C’est un peu nul, j’en conviens.

Alternate universe. Imaginons qu’on ait pris 'équation z2 +y? — 22 = 1 (un hyperboloide & une nappe). Cette fois,
la condition serait que (z,y, —z) soit de la forme (X, 2\, —\). On trouverait alors

F(\, 2\, \) = 4)2.

Les points de S solutions seraient alors ceux correspondants aux choix A = 1/2 et A = —1/2, c’est-a-dire les points
(1/2,1,1/2) et (=1/2,—-1,—-1/2).

J’ai essayé de réaliser un dessin pour illustrer tout ceci, mais on n’y voit rien.

Exercice 4. (**) Dans R®, on considére les points A = (—1,0,1) et B = (3,1,0), ainsi que les vecteurs @ = (2, 1,0)
et 7= (1,1,1).

a. Donner une représentation paramétrique de la droite D passant par A et dirigée par @. Idem pour la droite A
passant par B et dirigée par .

b. Montrer qu’il existe une valeur minimale de la distance MN lorsque M est un point qui parcourt la droite D
et N est un point qui parcourt la droite A. On déterminera cette distance.

Solution de I’exercice 4. a. La droite D admet la représentation paramétrique

M:s— (=1+42s,s,1)
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et la droite A admet la représentation paramétrique

Nt (3411+1t,1).
Ces formules viennent des conventions AM(S; =siuet BN(t; =tv.

b. Pour tout (s,t) € R? posons f(s,t) = ||M(s)N(t)||2 On peut exprimer la fonction f & 1’aide des coordonnées
de la question précédente
fls,t)=(4—2s+1)° + (1 —s+t)*+ (-1 +1¢)
puis chercher a appliquer la condition nécessaire d’extremum local, mais il n’est pas évident ensuite de montrer que

la valeur obtenue est effectivement un minimum.

Sous forme vectorielle, on peut remarquer l’identité suivante
e
F(s,t) = |[M(5)A + AB + BN(#)|[2 = ||AB — st + ¢ 2.

Le cours sur les espaces euclidiens nous apprend alors que cette fonction possede un minimum est que celui-ci est
sur le plan vectoriel

atteint au point (s,t) pour lequel le vecteur s@ — t ¥ est le projeté orthogonal du vecteur A

Vect(i, v).
Notons (s, t) le couple & trouver. On sait que le vecteur ﬁ — s+t 7 est orthogonal a @ et & U, ce qui donne
9—5s+3t =

=0 , <. 0
_ o c’est-a-dire {4—3s+3t — 0

ST

AB -7 — sii- T+t -

{ AB .- —sii-d+17
7/6. Les points correspondants sont
25 13 7>

M(s):(4,j1> et N(t>:<6,6,6

On en déduit les valeurs s =5/2 et t =

21
Le vecteur correspondant est (6’ o 6)' Sa norme vaut 1/v/6.

Méthode légerement différente.
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Appendice : code Python des exemples montrés en classe.

L’astroide et une de ses tangentes

EN|

10
11

13
14
15
16
17
18

20
21

23
24
25
26
27
28
29
30
31
32

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

def x(t):
return np.cos(t)**3

def y(t):
return np.sin(t) **3

nb_points = 500
t = np.linspace(0, 2*np.pi, nb_points)

# La fenétre

fig = plt.figure()

plt.axes () .set_aspect( )
taille = 1.2
plt.xlim([-taille, taillel)
plt.ylim([-taille, taillel)

# La courbe
plt.plot(x(t), y(t))

# Une tangente

n0 = nb_points // 7

t0 = 2xnp.pi * nO/nb_points

t1 2*np.pi * (n0+1)/nb_points

x0, yo = x(t0), y(t0)

x1, y1 = x(t1), y(t1)

dx = x1 - xO0

dy yl - yoO

plt.plot ([x0 - 100%dx, x0 + 100%*dx],
[y0O - 100*dy, yO + 100*dy],

10 A

0.5 -

0.0

—0.5 1

—1.0 -

-1.0 —0.5 0.0 0.5

10
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Une courbe définie par une équation implicite

1 import numpy as np
2 import matplotlib.pyplot as plt
4 def f(x, y):
) return np.sin(x+1) * np.sin(y) + np.cos(x+y)
7 delta = 0.025
8 x = np.arange(-5.0, 5.0, delta)
9 y = np.arange(-5.0, 5.0, delta)
10 # On convertit les tableaux unidimensionnels en tableaux bidimensionnels.
11 xx, yy = np.meshgrid(x, y)
12 z = f(xx, yy)
14 fig, ax = plt.subplots()
15 c¢cs = ax.contour(x, y, z)

4 4

2_

i -

- Q (
K % (X (
f‘.-l_--‘-“'q. I I ‘I:Il‘.-_-‘-‘\'. I
-4 -2 0 2 4
‘ Courbe définie par une équation implicite, exercice 2. ‘

1 import numpy as np
2 import matplotlib.pyplot as plt
4 def f(x, y):
) return y*x2 - x*%3 + 2%x
7 delta = 0.025
8 x = np.arange(-4.0, 8.0, delta)
9 y = np.arange(-10.0, 10.0, delta)
10 xx, yy = np.meshgrid(x, y)
11 z = £(xx, yy)
13 fig, ax = plt.subplots()
14 c¢s = ax.contour(x, y, z, [0])
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