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PC" — mathématiques mardi 9 décembre 2014
Corrigé du devoir surveillé n° 4
|Probleme 1|
1.a. Soit ¢ dans [0,x]. On connait les inégalités = —t > 0 et » — ¢ > 0 donc le quotient ;’f—:}; est positif.
De plus, on trouve
r x—t wxir—t)—rx—t) xr—at—ret+rt tr—x)
roor—t r(r —t) r(r —t) Cor(r—t)’
Les nombres t, 7,7 — x,r — t) sont tous positifs donc cette différence est positive. On a donc prouvé
I’encadrement
rT—1t _x
0< < -
r—t r

pour tout élément ¢ du segment [0, x].

1.b. Soit ¢t dans [0, z]. L’inégalité de la question précédente permet d’écrire
T\ "
(x—t)" < (—) (r—1t)".
r
On sait que f" 1D (#) et n! sont positifs donc on obtient

(x;%)nf(n-i-l)(t) < (E)n uf(n_i_l)(t).

r n!
Par croissance de l'intégrale, on trouve donc

[ [ S s () [T a

D’autre part, la relation de Chasles donne

/0 (T ;'t) f(nJrl)(t) dt:/o (T ;'t) f(nJrl)(t) dt_{_/x uf("Jrl)(t) dt.

n!

La derniére intégrale écrite est positive car la fonction intégrée est positive et les bornes sont dans 1’ordre
croissant. On obtient donc I'inégalité

T =" T ="
| s [ 7 1) di

n!
et on en déduit la majoration

$(1._t)n n TN\™ T(r_t)n n
/0 oL ar < (%) /O ol e )

Remarquons maintenant 1’égalité suivante, qui découle de la formule de Taylor avec reste intégral

. n )
/O( t)" f("+1()dt:f(r)—zf ©) x

n! k!
k=0

Les nombres de la forme f (k)( ) sont tous positifs, de méme que les ¥, donc

/0 (T;t) FO() dt < f(r).

En reportant dans la majoration précédente, il vient enfin

@=0" .» T\
[ ae< ()" 1o,

r
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1.c. L’inégalité précédente peut se compléter en

0< /j%f("ﬂ)(t) dt < (f)"f(r).

r

Le majorant tend vers 0 quand l'entier n tend vers +oo car 0 < z/r < 1 donc le reste intégral tend vers 0
aussi. D’apres la formule de Taylor avec reste intégral, on obtient

n k)
i 3L = o)

Autrement dit, la série de Taylor en z est convergente et sa somme vaut f(x).

2.a. Soit d un entier supérieur ou égal aux degrés de A et de B. Les polynémes A et B admettent donc

des écritures de la forme . J
A=>"aXF et B=) X,
k=0 k=0

ou les ay et by sont des nombres réels positifs (éventuellement nuls).

Le polynéome A + B s’écrit alors
d

A+B= Z(ak + bk)Xk.
k=0

Les aj, + by, sont positifs donc A + B est un élément de P.

2.b. Le polynéme A x B g’écrit

d d 2d
AxB =" (a;bp)XITh =3 " ¢XE,
i=0 k= (=0

J k

o

ou les coefficients ¢, s’obtiennent par produit de Cauchy

¢
cp = Z a;bg_j,
j=0

a condition d’avoir posé a; = 0si j > d et by = 0 si j > d. On voit que les ¢; sont positifs. Le polynéme
produit A x B est donc un élément de P.

3.a. Pour tout n dans N, notons E,, ’énoncé « Il existe un polynéme P,, de ’ensemble P tel que I'identité

T
Vo € }—5, 5 [, tan™ (z) = P, (tan(z)).
soit vérifiée. >
L’énoncé Eg est vrai : le choix Py = X convient. Soit n dans N pour lequel ’énoncé E,, est vrai. On se
donne un polynome P,, convenable. En dérivant 'identité, on obtient

T

Vme }—575

, tan™* () = (1 + tan®(z))P/, (tan(z)).

Posons P, 1 = (1 + X?)P/,. Le polynome P,, étant un élément de P, il s’écrit sous la forme

d
P, =Y aXF,
k=0
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les a; étant positifs. On obtient alors
d
k—
P = Z kap Xk,
k=1

Les coefficients kay, sont tous positifs donc P, est un élément de P. Le polynome (1+ X?) en est un aussi
donc leur produit aussi. Le polyndéme P,y justifie donc la véracité de ’énoncé E, .

Par récurrence, ’énoncé E,, est vrai pour tout entier naturel n.

3.b. Soit n dans N. Le polynome P,, est un élément de P donc il s’écrit sous la forme

d
P, =Y aXF,
k=0

les aj, étant positifs. Soit x dans [0, §[. On peut alors écrire
tan™ (2) = P, (tan(z)) = Z ar(tan(z))k.

Le nombre tan(x) est positif donc tous les termes de la forme ay, tan® (z) sont positifs. Le nombre tan(™ (z)
est donc positif.
On a prouvé que la fonction tangente est un élément de Q([0, Z[).

3.c. Pour tout entier naturel p, la fonction tan(®) est impaire donc elle s’annule en 0.

3.d. D’apres la partie 1, le fait que la fonction tangente soit un élément de Q([0, 5[) permet d’écrire

IX tan™
Vo € [0, g [, tan(x) = nz;) Wx".

Les termes d’indices pairs sont nuls. Il reste donc

+o0
tan(2p+1)
2 pzo 2p+1)!

Soit x dans | — 7, 0]. On trouve

I tan@e+D) oo L (2p41)
tan(z) = —tan(—z) = — u(_ )2+l = Z tan (0) p+1

| |
—  (2p+1)! = (2p +1)!
On a donc finalement
“+oo
T tan(2P+1)(0)
v I e =30 IO
x 53 an(z) Z T x
p=0
La fonction tangente est donc développable en série entiere sur U'intervalle | — 5, 3.

4.a. L’existence a été justifiée a la question précédente. Il suffit de poser

_ tan®*+D(0)
YT T op 1)
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pour tout p dans N. C’est le seul choix possible car le développement en série entiere est unique en cas
d’existence.

4.b. Le nombre ag vaut tan’(0) = 1 + tan?(0) = 1?

2p+1

4.c. Soit x dans l'intervalle | — 7, Z[. On sait que la série de terme général a,x est absolument

convergente. On peut donc appliquer le théoreme du produit de Cauchy, qui donne

+oo
tan?(z) = g Cn,
n=0
ou l'on a posé
n
Vn €N, Zakﬁp“anf 2n—2k4+1 _ 2 :akan 22

k=0

Par ailleurs, on sait que le développement en série entiere de la dérivée de la fonction tangente s’obtient
en dérivant terme & terme. L’identité tan’ = 1 + tan? s’écrit donc

P +oo +oo n

—_ 2p _ 2n+2

Yz € ] 5" 2{, 20(2p+1)ap3: —1—|—Z(]<l;)akan_k>x .
p= n= =

Effectuons le changement d’indice p = n + 1 dans la deuxiéme somme.
- +00 +oo /p—1
V,I S :|—§, 5 |:, 2(2]) + 1)apx2p =1 + Z (Z akap_l_k> ,IQp
p=0 p=1 \k=0
Par unicité des coeflicients du développement en série entiere, on extrait la relation

1

Vp € N*, a, = i1 Zakap,l,k.
k=0

4.d. Le choix p = 1 donne

1 1 9 1
al = g Zaka,k = —(ao) = —
k=0
Le choix p = 2 donne
1¢ 2 2
a2 = 5 aRal—k = 5a0a1 15
k=0

Le choix p = 3 donne

2
1 1 1/4 1\ 1 1245 17
= = Z(2 H_Z[(Z42)== -
7 D ok = 7 (20002 + (a1)’) 7<1s+9> 7 T4 315

4.e. Il s’agit a nouveau d’appliquer la formule du produit de Cauchy. Rappelons I'identité

+oo _1)?
Vx € R, cos(z) = ZO ((Qp;! 2r

Prenons x dans | — 7, §[. Les séries de termes généraux apx2p+1 et (( g, x?P sont absolument convergentes.

Le théoreme du produit de Cauchy donne donc

cos(z) tan(x Z dp,
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ou 'on a posé

P P
Z .YJ ap kx2p72k+1 _ 7k$2p+1.
k=0 =0
On obtient donc
+o0o p
sin(z Z <Z - k) 2Pt
p=0 \k=0
Cette formule est valable pour tout x dans I'intervalle ouvert | — %, 7, de méme que la formule

+o0o
¥ _ (_1)p 2P
sin(z) = pgo ] 2p+1

Par unicité des coefficients d’un développement en série entiére, on obtient pour tout p dans N ’égalité

L (1)t (-1
2 Qe PR T ap 1)

k=0

5.a. Le rayon de convergence de la série entiere Y (—1)Pa,z?P*1 est le méme que celui de la série entiere
>~ apz®PL 11 vaut donce au moins 7/2. Il est donc possible de définir la fonction g de 'énoncé.

5.b. On utilise une fois de plus le produit de Cauchy. Prenons 2 dans 'intervalle | — 7, Z[. On connait
la formule
+o0o iEQp
ch(z) = .
) pz% (2p)!

x2P

Les séries de termes généraux oy et (—1)Pa,z?**1 convergent absolument. On obtient donc

+o0o
ch(z) x g(z) = Y ep,
p=0

ou 'on a posé

P P
L o k 2p—2k+1 _ 2p+1 (=17 5p
= (-1 Y- G () i = (173 o (Dt = (1 x
k=0 k:(]
= 1 2P+
(2p+1)!
On trouve donc
+00 1
h =Y T —sh(a).
ch(z) x g(z) Z o 1)!x sh(x)
p=0
5.c. On sait que le fonction ch ne s’annule pas. On obtient donc
T =
Vx € ]—5, 5 [, th(r) = g(r) = ZO(_l)pGPCUQerl'
p:

[.

La fonction tangente hyperbolique est donc développable en série entiere sur 'intervalle | —

vl
vl

)




PC" — mathématiques — corrigé du devoir surveillé n° 4 6

|Probleme 2|

1. Notons wy, ..., w, les coefficients de la colonne AU. Pour tout ¢ dans [1,n], on obtient

n
w; = E CLZ'J'Xl:l.
j=1

On obtient donc AU = U. Le vecteur colonne U n’est pas nul donc 1 est une valeur propre de la matrice A.

2.a. Le vecteur BX est nul. Le k-ieme coefficient de ce produit vaut donc 0. Cela s’écrit

n
Z ka‘CCj =0.
j=1

Extrayons le terme d’indice k.
b kT = — Z bk j -

1<j<n
J#k
Appliquons l'inégalité triangulaire

skl < D begasl.

1<y<n

i#h
Utilisons la majoration |z;| < |z1|, valable pour tous les indices j concernés.
bkl < O bek|-

1<j<n

ik
Le nombre |xy| est strictement positif car le vecteur X n’est pas nul. En multipliant par 1/|xg|, on trouve

donc
bkl < > Ibegl-

1<j<n
i#k
2.b. Le choix B = A — Al,, donne by, = agr — 1 et by j = ay; si les indices k et j sont distincts. On
obtient donc
lakk — A < Y Jagl-
1<j<n
i#k
En exploitant les hypotheses sur les coefficients de la matrice A, on obtient

S largl= D ar;=1-axs

1<i<n 1<j<n
Jj#k J#k
donc
lag — Al <1 —agp.

L’inégalité triangulaire, dans sa deuxiéme version, donne la minoration
|akk = Al = Al = lag k] = Al = ark

donc
A —arre <1—apg

donc |A| < 1.
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2.c. A la question précédente, on a utilisé ’encadrement
IA[ = lakk| <A —aprl <1 —agpg.
Ici, on suppose que |\| vaut 1 donc cet encadrement donne
IN—arrl =1—apg c’est-a-dire lelf — ag k| =1 — ap k-

Elevons au carré _
e — apl® = (1 — arp)®.

Le membre de gauche se développe en
(@ —app) (e —agy) =1 —2cos(B)anr + (arr)>.

On obtient donc
1-2 COS(@)@Mg + (ak,k)2 =1- Qak,k + (ak,k)2

puis ag, (1 —cos(f)) = 0 puis cos(d) = 1 car les coefficients de la matrice A sont tous non nuls. On en déduit
que 6 est un multiple de 27 puis que €l vaut 1.

On a donc prouvé que toutes les valeurs propres complexes de la matrice A ont un module majoré par 1
et que 1 est sa seule valeur propre de module 1.

3. La matrice A —I,, a le méme rang que sa transposée, laquelle est égale & ‘A — I,,. La matrice A —1I,,
n’est pas inversible donc ‘A —1I,, ne 'est pas non plus. La matrice ‘A admet donc aussi 1 pour valeur propre.
De plus, la formule du rang donne

dim(E;("A)) =n —1g(*A —1,) = n —rg(A — 1,,) = dim(E; (A)).

4.a. Notons wy, ..., w, les coefficients du vecteur ‘A x V. Pour tout indice i, on obtient
n n
t
wi =Y ("A)iju; =Y ajvj.
Jj=1 Jj=1

Par ailleurs, la colonne ‘A x V est égale a 1 donc w; est égal & v; pour tout indice i entre 1 et n, c’est-a-dire

n
V; = E ajﬂ-vj.
j=1

Appliquons I'inégalité triangulaire et utilisons le fait que les a;; sont positifs

n n
il < lagavsl = aalvyl.
=1 j=1

4.b. Supposons que 'une de ces inégalités soit stricte et ajoutons-les
n n n
Z |Uz| < Z Zaj7i|vj|.
i=1 i=1 j=1
Le membre de droite se réécrit
n n n n n n n
SO asiloil =D agilvi| =D (Z am‘) ol = Jjl.
i=1 j=1 j=1i=1 j=1 \i=1 j=1
=1
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On obtient donc
n n
Do lul <Y Jujl,
i=1 j=1
ce qui est faux. Cette absurdité prouve que toutes les inégalités de la question précédente sont des égalités.

4.c. Soit ¢ dans [1,n]. On vient de justifier I’égalité

n
ol = agalvl-
j=1

Le membre de droite de cette égalité est le i-itme coefficient de la colonne A x |[V|. On a donc prouvé
I'égalité ‘A x [V| =|V].

4.d. Supposons qu’il existe un indice i pour lequel |v;| est nul. On obtient alors

n
> ajilv| = 0.
j=1

Les termes de cette somme sont tous positifs donc ils sont tous nuls. Or les a;; sont tous strictement
positifs donc les v; sont tous nuls. C’est faux car V n’est pas le vecteur nul (c’est un vecteur propre). Il
n’existe donc pas de tel indice i.

On a prouvé que |v;| est strictement positif pour tout indice i entre 1 et n.

4.e. Le vecteur y1X — x1Y appartient & E;(‘A). C’est donc également le cas du vecteur |13 X — z1Y].
La premiere coordonnée de ce vecteur est nulle donc il est impossible que ce vecteur soit un vecteur propre
d’apres 4.d. Ce vecteur est donc nul.

4.f. On a prouvé a la question précédente que tout couple de vecteurs de Eq(?A) est lié. La dimension de
cet espace vectoriel ne peut donc pas dépasser 1. On sait depuis la question 3 que cet espace est non trivial.
Sa dimension vaut donc 1.

4.g. Soit V un élément non nul de E1(%A). Le vecteur [V| est alors un élément de E;(?A) dont tous les
coefficients sont strictement positifs. Notons a la somme de ses coefficients et posons W = (1/a)|V].
Le vecteur W est un vecteur non nul de E{(‘A) donc il engendre cette droite vectorielle. On trouve de

plus
sz oyl

=1

5.a. Le préambule donne P([X;11 = j]|[X; = i]) = a; ;. Il est donc logique que les a; j soient positifs. Le
fait qu’ils le soient strictement signifie que tous les déplacements sont envisagés.
L’hypothese que la somme des coeflicients sur chaque ligne soit égale a 1 s’écrit

> Pixmiy(Xir = 1) = L.

J=1

Cette relation exprime, relativement & la probabilité Pk, _;, le fait que la famille ([Xz11 = j])1<j<n soit
un systeme complet d’événements. On doit comprendre la condition

n
> ai;=1
j=1

comme une hypothese nécessaire pour que la matrice A soit associée a la modélisation proposée.
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5.b. Soit k dans [0, N—1]. Soit j dans [1, n]]. Appliquons la formule des probabilités totales a I’événement
[Xk41 = j] relativement au systeme complet d’événements ([Xj = 7])1<i<n- On obtient

P(Xpp1=1J) = ZP(Xk =) X Px,—i) (Xgr1 = J) = ZP(Xk =1)a;,;.
=1 i—1

La somme dans le membre de droite est le produit de la ligne Ly par la j-ieme colonne de A. C’est donc
le k-ieme coefficient du produit L; x A. On a donc prouvé la relation

Lk—f—l = Lk X A.

Remarque. En itérant cette relation de récurrence, on obtient Ly = Lo x A¥, ce qui prouve une fois de
plus l'intérét de savoir calculer les puissances d’une matrice.

5.c. Pour que les variables aléatoires Xg,..., Xy aient la méme loi, il suffit d’avoir
Ly =Lo, ---, Ln = Ln—1,
c'est-a-dire Vk € [0,N — 1], Ly = Li x A. Cela revient & demander, pour chacun de ces indices k, la relation
L= A x L.

Remarquons qu’il suffit pour cela d’avoir Lo = ‘A x Ly et que c’est nécessaire. Une condition nécessaire
et suffisante est donc que Ly soit un vecteur propre de la matrice A. Remarquons que les coefficients de ce
vecteur colonne sont positifs et que leur somme vaut 1.

Il y a donc exactement un choix pour ce vecteur, a savoir le choix Ly = ‘W, ot W est le vecteur colonne
de la question 4.g.

Commentaire. On peut en fait prouver, mais cela demande plus de travail, que pour n’importe quel
choix de Lo, la suite (Lg)g>o converge vers le vecteur ‘W. En d’autres termes, si les probabilités de transition
sont fixées une fois pour toutes, les probabilités de présence dans chaque ville tendent & étre constantes
(évolution vers un régime permanent).




