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’Mines—Ponts PC 2008 — maths 2 — corrigé partiel

Question 1. Toutes les vérifications sont directes.

Question 2. Linéarité de l'intégrale (la somme est finie).

Question 3. Soit ¢ € E, écrite sous la forme

+o0
c(x) = Z cne™.

n=—oo

On note d le degré de c.

Soit « € R. L’inégalité triangulaire donne directement

—+oo

@) < Y leal = |lel.

n=-—oo

On en déduit en particulier que ¢ est bornée sur R avec ||c||oo < |||/

Par ailleurs, on a
d

llell = lenl
n=—d

et pour tout n € Z,

1 (" 1 ["
<o [ let@ldo < o [ el do = el

2 J_ . 2

1 T :
len| = 7 ’/ c(x)e™P* dx

—Tr

—Tr

ce qui donne ensuite

d
llell < > Hlelloo = (2d + Dl oo-

n=—d

Question 4. On suppose qu’il existe 2y € R tel que |¢(zp)| > 1. Pour tout k& € N, on obtient alors
1)1 = le(zo)[*,

si bien que la suite de terme général ||c¥|| tend vers +o0. Cette suite n’est pas bornée donc le polynome trigonométrique ¢
n’est pas stable.

Question 5. Soit € R. Commengons par exprimer a(z) en fonction de 'angle moitié. On rappelle les identités
1 — cos(z) = 2sin’*(x/2) et sin(z) = 2sin(x/2) cos(x/2).

On en déduit I'identité
a(x) = 1 — 2a%sin’*(x/2) — i2asin(x/2) cos(x/2).

On obtient donc ensuite
la(z)]” = (1 - 207 sinQ(x/Q))2 +4a?sin?(2/2) cos®(x/2) = 1 —4a? sin?(x/2) + 4a’ sin® (x/2) + 4a? sin®(x/2) cos?(2/2).
En facteur de o2, on utilise I'identité cos®(x/2) — 1 = —sin?(z/2), pour obtenir finalement
la(z)]> = 1 — 4a?sin?(2/2) + 4o sin* (z/2) = 1 — 4(a® — a*) sin*(2/2).

L’égalité a(0) = 1 est directe. Prenons 2 dans ]0,7]. On a alors sin®(x/2)2. Le fait que « soit dans ]0,1[ donne
o? —a* > 0 donc (@? — o) sin*(z/2) > 0 et |a(z)] < 1.

Question 6. On trouve pour commencer

2 _ 4 2_ 4
la(z)]? =1 — %m‘l + o(z?) puis  g(z) = —%x‘l + o(z*).
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Pour le quotient, commencons par le numérateur

Imwmz—mm@z—aG—§+qﬁ0.

On remarque que le numérateur possede x en facteur. Il suffit donc de développer 'inverse du dénominateur a
Pordre 3.

2 2
Re(a(r)) =1 — o + a?cos(z) = 1 — o + o? (1 - % + o(x3)> =1- %xQ + o(x?).

On utilise ensuite le développement limité =1+ u+u?+ o(u?), qui donne

2

1 2 2 2
=1+ <ax2 + 0(1;3)) + (O;xz + 0(333)> +o(z!) =1+ %xz + o(z?).

Re(a(x)) 2

Par produit, il vient ensuite
I 3 2 2 1 3 .
1;2852; = —« (:L' - % + 0(9:4)> (1 + %xz +0(x3)) = —q <:c + <O; — 6) 3+ 0(14)> = ax+((g — C;) 2+o

u
On utilise enfin le développement limité Arctan(u) = u — 5 + o(u*), qui donne

m@:<ﬂm+<g—f)f+q#0—§<ﬂm+<z—f)ﬁ+qﬁ0{m@ﬂ

En regroupant les termes en z3, il reste finalement

O[—CVB

b(x) = —ax + z3 + o(z?).

Question 7. La partie réelle de a(x) est strictement positive donc le nombre complexe a(x) admet un argument 6(x)
dans | — w/2,7/2[. On connait par ailleurs la relation

tan(f(z)) = ———==.
Le fait que 6(z) soit dans | — 7/2, /2] donne

B Im(a(x)))
0(x) = Arctan (Re(a(a:))) = h(zx).

On obtient donc

ofe) = la(e)] ") = exp (39(0) +i1(2)).

Les développements limités obtenus a la question précédente donnent donc finalement

a—ad 4 a?—at

a(x) = exp (1ax +i e 3

zt + 0(934)) .
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