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Exercice 1. (Exercice 3 de la fiche musclée de 2016). On définit une application linéaire ¢ de R, [X] vers R"! en
posant
o(P) = (P(1),...,P(n+1)).

Montrer 1'égalité ¢p(R,,—1[X]) = {v eR™ S (=), = vn+1}.
i=1

Solution de I’exercice 1. Soit P € Ker(¢). C’est un polynoéme de degré au plus n qui admet au moins +1 racines
donc c’est le polynéme nul.

L’application ¢ est donc injective. L’espace ¢(R,,—1[X]) est donc un sous-espace vectoriel de dimension n de R

Notons

F= {v e R, Z(—l)"_i(, " 1)%‘ = vn+1} .
i

i=1
Ce sous-espace vectoriel de R"*! est le noyau de Papplication linéaire
- n
frv—= v, — Z(—l)”_l (z B 1) v;
i=1
de R™™! dans R. Cette application n’est pas application nulle d’aprés Iégalité
flens1) =1

donc elle est de rang 1. Par le théoreme du rang, son noyau est de dimension n.

Ainsi, les espaces vectoriels ¢(R,,_1[X]) et F ont la méme dimension. Pour prouver qu’ils sont égaux, il suffit
d’obtenir une inclusion entre eux. On va justifier que ¢(R,,—1[X]) est inclus dans F. Autrement dit, on va montrer que
pour tout P € R,,_1[X], on a l'égalité f(¢p(P)) = 0.

Soit P € R,,_1[X]. La formule & démontrer s’écrit
" ( n
P 1) - —-1)n P() =0.
R N LORL
En insérant P(n 4 1) dans la somme, elle se réécrit
n+1 n
—1)Hi P(i) = 0.
S (e

Avec le décalage j =i — 1, ca se réécrit

3 (7)(1)”]?(]' +1)=0.
=0 M
Notons ¢ I’'endomorphisme Q(X) — Q(X + 1) de R[X]. On obtient alors
> () evrruen = (X (1) e | w,
j=0 J =0 J
Les endomorphismes o et Id commutent donc
Z (n) (—=1)" oI = (o0 —1d)".
=0 N
On remarque que (o — Id)(1) = 0 et pour tout k € N*,

k—1
(0 —TI)XF) =X+ 1)F -XF=>" (f)x

=0
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ce qui est un polynome de degré k — 1. En combinant ces égalités, on voit que si Q est un polynéme de degré d > 1
alors (0 —1d)(Q) est un polynéme de degré d — 1.
En itérant ce principe, on obtient que (o —Id)?(Q) est constant et que (o — Id)?*1(Q) est nul.

En particulier, I'inégalité deg(P) < n — 1 donne que le polynéme (o — Id)(P) est nul donc
Z ( ) “IgI(P)=0 puis Z (n) (=1)" P +1)=0
— \J
Jj= 7=0
donc ¢(P) € Ker(f).

C’est vrai pour tout P € R,,_1[X] donc ¢(R,,_1[X]) C F. L’égalité des dimensions permet de conclure que ces deux
espaces sont égaux.

Exercice 2. (Exercice 7 de la fiche musclée de 2016.) Soit E un espace vectoriel de dimension n. Soit w un endomor-
phisme de E. On suppose qu’il existe une famille (z1,...,2,4+1) de (n+1) vecteurs propres de u dont toute sous-famille
de n vecteurs soit libre.

Montrer que u est une homothétie.

Solution de l’exercice 2. Pour tout k € [1,n + 1], notons A la valeur propre de u associée au vecteur propre x.

La famille (x1,...,2,) est une famille libre de n vecteurs de E donc c’est une base de E. La matrice de u dans
cette base est la matrice diagonale de diagonale (A1,...,\,).
On en déduit que le polynéme caractéristique de u est

=X =-2A)X=X) - (X=Ap).
En faisant le méme raisonnement avec la famille (z2, ..., Z,41), on obtient
Xu=(X=2X2) - (X=An)(X = A1)

L’unicité de la factorisation de x, donne A\ = A\,11.

On recommence avec les familles (z3,...,Zn+1,21) et ainsi de suite (permutations circulaires en omettant un
vecteur) jusqu'a (Z,41,1,...,%n_1), POUr obtenir successivement les égalités
AQ :Alv A3 :A27 Tty An-i-l :>\n~

Les A sont donc tous égaux entre eux. La matrice de u dans n’importe laquelle des bases mentionnées (ou évoquées)
est donc A1, si bien que u est égal a \;1dg.

Exercice 3. (Exercice 9 de la fiche musclée de 2016.) Soit A € M5 (R). Existe-t-il une matrice P de SO5(R) telle que
la matrice PAP~! ait ses coefficients diagonaux égaux ?

Solution de I’exercice 3. On introduit les coefficients de la matrice A
A= (‘Cl Z) .
Les matrices de SO2(IR) sont exactement les matrices de la forme
RO) = (nfs) eostr )

Soit 6 € R. Posons B(f) = R(A)AR(A)~!, ce qui donne B(#) = R(#)AR(—0). Un calcul qu’il ne sert a rien de
détailler donne
(B(0))1.1 = acos?(6) — (b+ c) cos(f) sin(f) + d sin?(6) et (B(0))2,2 = asin®(0) + (b + c) cos() sin(f) 4 d cos?(8).

En soustrayant, il vient

(B(#))1,1 — (B(#))2.2 = (a — d) cos(26) — (b + ¢) sin(26).

Cette expression se met sous la forme Asin(20 — ¢) pour un certain couple (A, ¢) de constantes indépendantes de 6.
11 suffit alors de choisir § = ¢/2 pour que les deux coefficients diagonaux de B(#) soient égaux.

Lycée Henri Poincaré — PC" — mathématiques mai 2020



Fiche de révision — exercices hors piste page 3

Exercice 4. (Exercice 15 de la fiche musclée de 2016.) Etant donné une suite réelle (ay,)
additive signifie qu’elle vérifie la propriété

nens dire qu’elle est sous-
V(n,m) € NQ’ ptm < Ap + Q-

a. On considere une suite (ay,),,cy sous-additive et on suppose que la suite (a,/n)n>1 est minorée. On pose

a

a:inf{—” : nGN*}.

n
Montrer que a,,/n tend vers o quand n tend vers +oo.
b. On considere une fonction f : R — R continue et croissante. On fait 'hypothese

Vo € R, flz+1) = f(x)+ 1

) : N G
Montrer que pour tout = réel, la suite de terme général ————
n

converge. Ici, la notation f™ désigne l'itérée
d’ordre n de f.

c. Montrer que la limite de la question précédente est indépendante de x.

Solution de I’exercice 4. a. Soit € > 0. Le nombre a + £ n’est pas un minorant de ’ensemble

{a—";neN*}
n

(le plus grand des minorants de cet ensemble est o) donc il existe p € N* tel que
a.
L <a+te.
p

Soit n € N*. Notons ¢ et r le quotient de la division euclidienne de n par p. Cela s’écrit

n=pq+r et 0<r<p—-1.

En itérant la sous-additivité, il vient

Ap, = Qpgtr K Qp + Ap(g—1)4r S --- S Ap + -+ ap + ar = qap + ay.
En isolant g, il vient
n—r . n
puis

a ap 1 r
— < =+—(a——-ap ).
p n p n p

Le reste r prend un nombre fini de valeurs donc les nombres de la forme a,. — %ap sont en nombre fini. Notons ¢ le
plus grand d’entre eux. On obtient alors

q:

Qnp

C
<a+te+—.
n

Le quotient ¢/n tend vers 0 quand l'entier n tend vers 0. Il existe donc un rang n. € N* tel que

n = ne, < e.

Slo

On a alors démontré ceci a
Ve>0, dn.eN', vn>n., a—<a+2e.
n

On en déduit que la suite de terme général a,,/n converge vers a.

b. Fixons € R. Pour tout n € N, posons a,, = f"(z) — x.

Prenons deux entiers n et m dans N.

U = [T (@) — 2= f(f"(2) — 2 = [ (Um +T) — (U + T) + Up,.
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Si u,, était un entier, on pourrait simplifier les choses mais il n’y a aucune raison pour que ce soit le cas. On peut
néanmoins encadrer u,, entre deux entiers. Notons k la partie entiere de u,,. On a alors

k+z<u,+r<k+1+a.
La croissance de f donne la croissance de f™ puis
ffle+k) < ffe+uy,) < fMlz+k+1).
Une itération de l'identité f(t + 1) = f(t) + 1 donne f™(z + k) = f*(x) + k donc
(@) + k< (@ +um) < fM(z) +k+ 1.
On a aussi 'encadrement —z —k — 1 < —(u, + k) < —z — k donc
@) =2 =1 < " (um + @) = (um +2) < f"(2) 2 +1

puis
an+am_1<an+m<an+am+1-

Pour tout n € N, posons alors b,, = a,, + 1. On en tire les inégalités
V(n,m) € N°, by + by — 2 < bpgm < by + by
En particulier, la suite (b, )necn est sous-additive. La minoration donne
YneN*, b, —b,_1>-2

puis
VTLGN*, b, = —2n + bg.

On en déduit que la suite de terme général b,,/n est minorée. Tout ceci prouve que la suite de terme général b, /n

est convergente. La relation

n  bn 1
Vn € N*, On =20 _ -
non on

montre que la suite de terme général a, /n est également convergente.

c. Notons a,(z) ce qui était noté a,, & la question précédente, afin de tenir compte de la dépendance en z.
Prenons x et y dans R. Notons k la partie entiere de y — x, ce qui donne

kEk<y—z<k+1 puis r+k<y<z+k+1.
Soit n € N*. La croissance de f donne
e+ k) <) < et k1) pus @) R < () < @) 4 kL

Il vient ensuite

an(x> -1< an(y) < an(x) +1 puis

En faisant tendre n vers +o0o, on voit que a,(z)/n et a,(y)/n ont la méme limite.

Exercice 5. (Exercice 15 de la fiche musclée de 2016.) Soient a et b réels avec a < 0 < b.

b 3
Trouver un équivalent de / e 2@+ qz quand A tend vers +oo.
a

Solution de I’exercice 5. Notons I(\) I'intégrale en question. Prenons A > 0 et écrivons

1
d
1+ 322 .

b
I(\) = / (1+ 3x2)e_)‘(”+”;3) X
a

On intégre par parties : on primitive z — (1 + 322)e=*@+2") en 2 s —e=2@+2") /X ot on dérive x — 1/(1 + 322).

Lycée Henri Poincaré — PC" — mathématiques mai 2020



Fiche de révision — exercices hors piste page 5

1+30% aopry , 14362 yoreny 1 [0 _ywien 6

b 6x 6x

P . . — *A(ZEJFrS) _ = ——
osons () /a e (1532272 dz et g(x) (15 322)2

La fonction g est continue sur le segment [a, b] donc elle est bornée. On obtient les majorations

b b
— 3 _ 3
JZCYIES / e M ()] da < ||g||oo/ e M) da = |glloo X I(A).
a a

En particulier, le terme p(\)/A est négligeable devant I(\) quand A tend vers +oo.

La fonction s — s + s3 est strictement croissante sur R donc —(a 4 a®) > —(b+ b%). On en déduit que e~ *(b+b")

est négligeable devant e~ Mata?) quand A tend vers +oo.

Ainsi, quand A tend vers +o00, on obtient la relation

1+ 30’2 7)\(a+a3)

IA) (14+0(1)) = 3 e (1+0(1)).

1+ 3a?

Un équivalent de I(\) est donc e~ Mata®),

Question. Ou a-t-on utilisé la condition a < 0 < b?

Réponse. On a utilisé la condition a < b pour négliger une exponentielle devant une autre mais la position de a et b
relativement a 0 n’a aucune importance.

Exercice 6. (Exercice 39 de la fiche musclée de 2016.) Soient A et B deux événements d’un espace probabilisé (2, A, P).
Prouver I'inégalité

IP(ANB) —P(A)P(B)| <

=

Caractériser 1’égalité.

Solution de I’exercice 6. On introduit les variables aléatoires 14 et 1g, qui suivent une loi de Bernoulli, avec pour
parametres respectifs P(A) et P(B).
On observe alors les égalités

P(A) =E(1a), PB)=E(lg), PANB)=E(lans) =E(1s x1p) puis P(ANB)—P(A)P(B) = Cov(1a, 1p).
L’inégalité de Cauchy-Schwarz (de la covariance) donne alors

P(A N B) — P(AYF(B)| < /V(1a)/V(1p).

Posons a = P(A) et b = P(B). On connait alors les valeurs V(1) = a(1l — a) et V(1) = b(1 — b).

Les variations de la fonction u : t + ¢(1—¢) montrent qu’elle atteint un maximum en 1/2, égal & 1/4. La majoration

ci-dessus donne donc
1 /1 1
P(ANB) —P(APB)| <4/ =4/-=-.
(AN E) ~PABE) < |/ 1/ = 1

Analyse. On suppose que |[P(ANB) —P(A)P(B)| =1/4.

Passons au cas d’égalité.

Cela force les égalités a(l —a) = 1/4 et b(1 —b) = 1/4 donc a = 1/2 et b = 1/2 (le maximum de u est atteint
seulement en 1/2, les variations étant strictes).

Le cas d’égalité de I'inégalité de Cauchy-Schwarz donne l'existence de deux constantes c et d telles que 15 —(cla +d)
soit presque strement nulle. La démonstration de ce cas d’égalité donne

o COV(IA, IB)

V(lA) et dZE(lB) —CE(IA).
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La variance de 15 vaut 1/4. La covariance vaut 1/4 ou —1/4. Dans le premier cas, on obtient ¢ = 1 et d = 0. Dans
le deuxieme cas, on obtient ¢ = —1 et d = 1.

Dans le premier cas, on voit que 1g et 1o sont presque sirement égales, ce qui signifie que A et B different d’un
événement de probabilité nulle
P(A\B)+P(B\A)=0.

Dans le deuxiéme cas, on voit que 1p et 1 — 1, sont presque siirement égales, or 1 — 14 = 15, ce qui signifie que B
et A different d’un événement de probabilité nulle.

Finalement, A et B sont de probabilité 1/2 et (presque confondus ou presque contraires I'un de 'autre).
Synthése. On suppose que A et B sont de probabilité 1/2.

Si A et B different d’un événement de probabilité nulle, on a P(ANB) = P(A) = 1/2 donc

P(A N B) — P(A)P(B) = % - % - %

Si A et B different d'un événement de probabilité nulle, on a P(A N B) = 0 donc

P(ANB) — P(A)P(B) =0 — - = —-.
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