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Exercice 1. Soit un entier n > 2. Soit £ un endomorphisme de S,,(R). On fait 'hypothese
VYO € O,(R), VSe€S,(R), L£(0TSO)=0%£L(9)0.
Le but de cet exercice est de montrer que £ est de la forme S — uS + Atr(S)I,, pour un certain couple (), u) € R%,
On note classiquement (E; j)1<i j<n la base canonique de M, (R) et (E;)1<i<n la base canonique de M,, 1 (R).

Pour tout couple (7,7) d’indices distincts dans [1,n], on note P; ; la matrice de M,,(R) obtenue & partir de la
matrice identité I,, en permutant la i-iéme et la j-iéme colonnes.

a. Calculer P;I;J X Ei,i X Pi7lj-

b. En remarquant que Eq; commute avec toutes les matrices diagonales de O, (R), montrer que L£(Eq 1) est

diagonale.
On note Aq,..., A, ses coefficients diagonaux.
c. En exploitant les relations de la premiere question, montrer que Ao, ..., \, sont égaux.

En déduire comment choisir A et u pour que I’expression attendue pour £(E; ;) soit la bonne.
Dans la suite, on suppose que X et p sont choisis ainsi.

d. Montrer que l'expression attendue est la bonne pour £(E; ;) puis pour les images des matrices diagonales.

e. Conclure.

Exercice 2. Soit E un espace euclidien. Soient x1,...,Zp,y1,...,y, des vecteurs de E.
Pour tout couple (4, 7) d’indices, on fait 'hypothese (z;]x;) = (y:|y;). Montrer qu’il existe une isométrie f de E
qui envoie Z1,..., T, SUr yi, ..., Y, respectivement.

Exercice 3. (Inégalité de Gronwall) Soient u et v deux fonctions continues et positives sur l'intervalle [0, 4o0].
On suppose qu'il existe une constante ¢ positive vérifiant la propriété

Vo € [0, +ool, u(z) < c+ /z u(t)v(t) dt.

Montrer la domination

Va € [0, 400], u(z) < cexp </0w v(t) dt) .

Pour ¢a, on introduira les fonctions

U:x»—)/o u(t) dt, V:xn—>/0 u(t) dt, W:xH/O u(t)v(t) dt,

puis on majorera W’'(z) & laide de ’hypothese, apres quoi on s’efforcera de reconnaitre la dérivée d’un produit.

Exercice 4. Soient X et Y deux variables aléatoires a valeurs dans Z. On pose

d(X)Y) = ilé% (P(XeA)—P(Y €A)).

Onpose B={keZ; PX=k)>P(Y =k)}.
a. Montrer que d(X,Y) < P(X #Y).

b. Montrer que d(X,Y) =P(X € B) — P(Y € B).

1
c. Montrer que d(X,Y) = 3 kX:Z P(X =k) —P(Y = k).
€
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