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Exercice 1. Soit un entier n > 2. Soit £ un endomorphisme de S,,(R). On fait 'hypothese
YO € O,(R), VSeS,(R), L£(0TSO)=07L(S)0.
Le but de cet exercice est de montrer que £ est de la forme S — uS + Atr(S)I,, pour un certain couple (X, p) € R?,

On note classiquement (E; j)1<i j<n la base canonique de M, (R) et (E;)1<i<n la base canonique de M, 1(R).

Pour tout couple (7,j) d’indices distincts dans [1,n], on note P; ; la matrice de M,,(R) obtenue & partir de la
matrice identité I,, en permutant la i-iéme et la j-iéme colonnes.

a. Calculer P;r,j x E; i x Py j.

b. En remarquant que E;; commute avec toutes les matrices diagonales de O, (R), montrer que L£(E; 1) est

diagonale.
On note A1, ..., A, ses coefficients diagonaux.
c. En exploitant les relations de la premiére question, montrer que Ao, ..., \, sont égaux.

En déduire comment choisir A et p pour que 'expression attendue pour £(E; 1) soit la bonne.
Dans la suite, on suppose que A et p sont choisis ainsi.

d. Montrer que l'expression attendue est la bonne pour £(E; ;) puis pour les images des matrices diagonales.

e. Conclure.

Solution de P’exercice 1. Calcul préparatoire. Notons p; ; 'endomorphisme de M,, 1(R) canoniquement associé
a la matrice P; ;.

Cet endomorphisme échange E; et E;, en fixant les autres Ej. Il est donc involutif : c’est une symétrie.

Il transforme la base canonique en elle-méme, dans un autre ordre. Il transforme donc une base orthonormale en
une autre : c’est une isométrie. C’est donc une symétrie orthogonale (on le voit aussi au fait que P; ; soit une matrice
symétrique.

La matrice P; ; est donc un élément de O, (R) et on a les égalités suivantes

Pli=P;}, et P;i=P;;
a. La transformation M — M x P; ; consiste a effectuer ’échange C; <+ C; sur les colonnes de M.
La transformation M — P; ; x M consiste a effectuer I’échange L; <+ L; sur les lignes de M.

— - pT —
On trouve donc E; ; x P; j = E; j puis P}, x E;; x P; ; = E; ;.

b. Les matrices diagonales de M,,(R) commutent toutes entre elles. En particulier, la matrice Eq; commute avec
toutes les matrices diagonales de O, (R).

Parmi elles, on trouve toutes les matrices diagonales dont les coefficients diagonaux valent £1 — la réciproque est
vraie mais on n’en a pas besoin ici.

Soit D une telle matrice.

Le fait que E; ; commute avec D donne
D'E; D =E;, cest-a-dire  DTE; ;D =Ey ;.
En exploitant I’hypothese de 1’énoncé, il vient
L(E11) =D L(Ei1)D,
si bien que £(Eq,1) commute avec D.

Notons D; la matrice diagonale I,, — 2E; ; (ses coefficients diagonaux valent 1, sauf le j-ieme, qui vaut —1). Cette
matrice admet pour valeurs propres 1 et —1. Son espace propre pour la valeur propre —1 avec la droite dirigée par E;.

La matrice £(E1,1) commute avec D; donc elle laisse stables ses espaces propres. En particulier, elle laisse stable
Vect(E;) donc E; est un vecteur propre de L(E; ;).

C’est vrai pour tout indice j donc (Ei,...,E,) est une base de diagonalisation pour £(Eq1). Cette matrice est
donc diagonale.
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c. Par le méme raisonnement qu’a la question a, on peut voir que si k est un indice distinct de ¢ et de j, alors
Pl x B x Pij = Epp.

En particulier, on obtient P;3E1,1P2,3 = E;,1 puis
L(E11) =P 4L(E11)Pas.

Ces deux matrices sont diagonales avec pour diagonales respectivement (A1, A2, Ag, Aq, ..., An) €t (A1, Az, Aoy Ady ooy Ap)
donc Ay = As.

On peut faire le méme raisonnement en remplacant I'indice 3 par tout indice j € [3,n], et obtenir ainsi Ao = A;.
On a alors montré que Ao, ..., A\, sont égaux.

On obtient alors
L(E11) =ME11+XEzo+ -+ Enn) = (A1 — A2)E11 + Aol,.

En choisissant p1 = (A1 — A2) et A = Ay, on réalise I’égalité
E(El,l) = /.LEl,l + Atr(ELl)In.

Dans la suite, je note M Pendomorphisme de S, (R) défini par S +— uS + Atr(S)I,.

d. Soit 7 € [2,n]. On part de la relation E; ; = PlT’i x E1,1 x P1,;, pour obtenir
,C(Ei’l) = PrlI:l-,C(ELl)PLZ' = PrlI:i(/uLELl + )\In)Pl,z = ,U'E’L,’L + )\In
La matrice E; ; a une trace égale a 1 donc L(E; ;) = M(E; ;).

Les endomorphismes £ et M coincident sur les E;; donc ils coincident sur Vect(E; q1,...,E c’est-a-dire sur
X3 ,1y sy Hn,n )y
I’espace des matrices diagonales.

e. Soit S € §,(R). Par le théoréme spectral, il existe O € O,,(R) et D une matrice diagonale de M,,(R) telles que
0TSO =D.
On en déduit I'égalité £(D) = OTL(S)O puis
L(S) = O(uD + Atr(D)L,)0" = S + Atr(D)L,.
Les matrices S et D sont semblables donc elles ont la méme trace, ce qui donne finalement
L(S) = pS + Atr(S)IL,.

On a alors montré que £ et M sont identiques.

Remarque. Réciproquement, les endomorphismes de cette forme vérifient bien I'identité en question.

Exercice 2. Soit E un espace euclidien. Soient x1,...,p,y1,...,yp des vecteurs de E.
Pour tout couple (4, j) d’indices, on fait ’hypothese (x;]z;) = (vi|y;). Montrer qu'il existe une isométrie f de E
qui envoie T, ...,Tp SUr Y1,...,Y, respectivement.

Solution de I’exercice 2. Pour cet exercice, je vous invite & revisiter I’exercice 14 du chapitre 2 (matrice de Gram).

Posons
F, = Vect(x1,...,zp) et Fy, = Vect(y1,...,yp).
Notons r le rang de la famille (z1,...,2,). Quitte & renuméroter tous les vecteurs, on suppose que la famille
(x1,...,2,) est libre, si bien qu’elle constitue une base de 'espace engendré par (z1,...,z,) (sous-espace vectoriel

de E noté F,).
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Introduisons la matrice de Gram de la famille (z1,...,xp).
G(z1,...,2p) = ((xi|xj))1<i_j<p € S,(R).

Considérons une base orthonormale £ = (e, ..., e,) de E et notons M la matrice de la famille (z4,...,z,) dans
cette base.

Fait 1. On a M x M = G(z1,...,xp).

Démonstration du fait 1. Notons My, ..., M, les colonnes de M. Elles représentent les vecteurs z1,...,x, dans
une base orthonormale de E donc

V(i,5) € [Lp]%  (wla;) = MF x M; = (MT x M), ;.
On a alors prouvé 'égalité MT x M = G(z1,...,z,).
Fait 2. On a aussi 'égalité Ker(MT x M) = Ker(M).
Démonstration du fait 2. Soit U € Ker(M). L’égalité MU = 0 donne MT x M x U = 0 donc U € Ker(MT x M).
Réciproquement, soit U € Ker(M™ x M). L’égalité MTMU donne
Ux MxMxU=0, cest-a-dire  [[MU||> =0
donc MU = 0 donc U € Ker(M).
Par double inclusion, on a prouvé 1'égalité Ker(MTM) = Ker(M).
Fait 3. Le rang de la famille (21, ...,z,) est égal au rang de G(z1,..., ;).

Démonstration du fait 3. Le théoreme du rang donne
rg(M) = p—dim(Ker(M)) = p—dim(Ker(M" xM) = rg(MT xM), c’est-a-dire rg(x,...,xp) =18(G(21,...,2p)).

Conséquences. Les matrices G(z1,...,2p) et G(y1,...,yp) étant égales, les familles (x1,...,2p) et (y1,...,Yp)
ont le méme rang (noté r plus tot).

Les sous-espaces vectoriels F et Fy, de E ont donc la méme dimension (a savoir r).

La matrice G(z1,...,2,) a le rang de (x1,...,x,), c’est-d-dire r. La matrice G(y1,...,¥,) lul est égale donc la
famille (y1,...,y,) est de rang r, si bien qu’elle est libre. C’est une famille libre de r vecteurs de F, donc c’est une

base de cet espace.

Considérons une base orthonormale (ay41,.-..,a,) de Fi et une base orthonormale (b, y1,...,b,) de Fj
Les familles (z1,...,Zr, Gra1y---505) €6 (Y1, Yr, brr1, ..., by) sont alors deux bases de E.

On peut ainsi définir un endomorphisme f de E en posant

f@) =y, oo f@r) =yr,  flargr) =bryr, oo, flan) =bn.

Fait 4. Pour tout k € [1,p], on a f(xr) = y

Soit k € [1, p]. Introduisons sa décomposition dans la base (x1,...,z,) de Fy.

T
T = E Qg jTj.
j=1

La linéarité a gauche du produit scalaire donne alors

Vie[l,r], (zizk) = Zak,j(xi|xj).
j=1

Lycée Henri Poincaré — PC" — mathématiques samedi 6 juin 2020



Fiche de révision — exercices hors piste corrigés page 4

Matriciellement, cela s’écrit

(w1]zk) a1
: =G(z1,...,2r) X
(zr|zg) Uk
L’inversibilité de la matrice G(z1,...,,) donne alors
Ak, 1 (w1 |7)
=G(z1,...,2,) "t x :
Qk,r (zr|71)

Si on introduit de méme la décomposition
T
Uk =Y Bl
j=1

on obtient alors par le méme calcul

Br,1 (Y1lyw)
C | =G, ye) T X :
5k,r (yr|yk)

L’hypothese de 1’énoncé donne donc
Vi € [[17Tﬂ7 Bk,i = Q-

On en déduit 1’égalité

T)) = Zak,jf(ﬂcj) = Zﬁk,jyj = Yk-
j=1 j=1

Fait 5. L’endomorphisme f est une isométrie, ce qui conclut I'exercice.

Démonstration du fait 5. Soit © € E. On introduit sa décomposition dans la base (z1,...,Zr, Grq1,...,0n).
u = Zuzxz + Z U; Q.
1=r+1

Le calcul donne alors .

Jul|* = ZZU"LUJ (wilz;) + Z (ui)?.

=1 j=1 1=r+1

En appliquant f, on obtient

Zu1y2+ Z ul 7

1=r+1
puis
n
2 2 2
[1f ()] ZZW@ (yilys) + D () = [Jul>
=1 j=1 1=r+1
L’endomorphisme f est une isométrie et elle envoie z1, ..., 2z, sur yi, ..., Y, respectivement.

Exercice 3. (Inégalité de Gronwall) Soient u et v deux fonctions continues et positives sur l'intervalle [0, +o00].
On suppose qu'il existe une constante ¢ positive vérifiant la propriété

Vz € [0, +00], u(z) < c+ /I u(t)v(t) dt.
0

Montrer la domination

Vz € [0, 400, u(x) < cexp (/ow v(t) dt) .

Pour ¢a, on introduira les fonctions

U:x»—)/u(t)dt, V:a:t—>/v(t)dt, W:x>—>/utvt dt
0 0 0
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puis on majorera W’'(z) a laide de ’hypothese, aprés quoi on s’efforcera de reconnaitre la dérivée d’un produit.

Solution de I’exercice 3. Par le théoréme fondamental de I'analyse, les fonctions U, V, W sont de classe C' sur
[0, 400[, de dérivées respectives u, v, uv.
La positivité de la fonction v, associée a l'inégalité qui est 'hypotheése de 1’énoncé, donne

Ve 20, u(z)v(z) < cv(z)+ov(z) /01’ u(t)v(t) dt,
c’est-a-dire

Vo >0, W(z)—v(z)W(z)< cv(x).

Le membre de ce gauche de cette inégalité évoque une équation différentielle linéaire et nous incite a multiplier par
le facteur intégrant exp(—V(x)) pour faire apparaitre la dérivée d’un produit. Ce facteur est positif donc

Ve >0, (W(2)—o@)W(e)e V) < cofw)e V.

Le membre de gauche est la dérivée selon 2 de I'expression W(x)e™V(®). Le membre de droite est la dérivée selon
x de lexpression —ce™V(®),
Prenons x positif et intégrons cette inégalité de 0 a .

[W(t)e_v(t)]g < [— ce_v(t)]g.

Les fonctions W et V s’annulent en 0 donc

W(z)e V@) < —ce V@ 4,

V(

On multiplie par e=V®) | qui est positif.

W(z) < —¢+ ceV@),
On reporte dans I'inégalité de ’énoncé, pour obtenir finalement
u(z) < ceV®),
ce qui est 'inégalité demandée.

Pourquoi est-ce intéressant 7 On a au départ une condition dans laquelle les fonctions u et v sont entremélées. A
I'arrivée, on a une majoration de u en fonction de v seule.

Cette inégalité est employée dans la démonstration de théoremes sur les équations différentielles comme le théoreme
de Cauchy linéaires pour prouver que les solutions n’explosent pas en temps fini.

Exercice 4. Soient X et Y deux variables aléatoires a valeurs dans Z. On pose

d(X,Y) = /ilé% (P(XeA)—P(Y €A)).

Onpose B={keZ; PX=k)>P(Y =k)}.
a. Montrer que d(X,Y) < PX #Y).

b. Montrer que d(X,Y) = P(X € B) — P(Y € B).

c. Montrer que d(X,Y) == Y [P(X=k) —P(Y =k)|.

1
2 yez

Solution de I’exercice 4. Notation. Pour toute partie A de Z, on pose
fA)=P(X e A)-P(Y € A).

a. Rappelons qu’a tout événement U, on peut associer la fonction indicatrice 1y, qui est une variable aléatoire
suivant la loi de Bernoulli de parametre P(U). En particulier, on a ’égalité

P(U) = E(1y).
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Soit A une partie de Z. On a alors les égalités
P(X € A) = E(1a(X)), P(Y €A)=E(1a(Y), P(X#Y)=E(lxzy).
Soit w € Q. Si X(w) = Y(w), alors on a
Ia(X(w)) = 1a(Y(w)) = 0 = Ixzy(w).

Si X(w) # Y(w), alors on a
Ly (@) = 13 La(X(@)) — 1a(Y(w))

On a donc I'inégalité 15 (X) — 1a(Y) < 1xxy. Par croissance de 'espérance,
E(1a(X) — 14(Y)) < E(lxzy).
On applique la linéarité de I'espérance et on obtient
PXeA) —P(YEA) KPX#AY) Ccestadire f(A)<PX#£Y).
C’est vrai pour toute partie A de Z donc P(X # Y) est un majorant de la fonction f, ce qui donne finalement
d(X,Y) <P(X #Y).
b. Soit A une partie de Z. On peut la partitionner en A N B et A NB. On en déduit les écritures suivantes
[XeA=[XeANBJUXe€ANB] e [YeA=[YeANBJU[Y € ANB].
Les unions étant disjointes, il vient
PXeA)=PXecANB)+PXe€ANB) e PYecA)=PXecANB)+P(Y<cANB),

puis, par soustraction,

J(A) = F(ANB) + f(ANB).

On peut ensuite écrire

XeANB]=U a5 X=k et [YeANB]=U,,-plY =k

Ces unions sont disjointes et (finies ou dénombrables) donc

PXcANB)= Y PX=k e PYcANB)= Y PY=k)
kEANB kEANB

Par soustraction, il vient

donc

De méme, on peut obtenir

et

donc

f(B) = f(ANB).

On obtient au final la majoration f(A) < f(B). Celle-ci étant valable pour toute partie A de Z, on voit que la
fonction f posseéde un maximum, réalisé, par la partie B, si bien que

d(X,Y) = f(B) = P(X € B) — P(Y € B).
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c. Introduisons les ensembles
A={keZ; PX=k) =P =k)} et C={keZ; PX=k) <P(Y=EFK)}
Par un raisonnement symétrique de celui de la question précédente, on obtient 1’égalité
dX,)Y)=P(Y €C)-PX € C).
Les ensembles A, B, C partitionnent Z donc

S PX=k) -PY=k|=) [PX=k-PY=k[+> [PX=k-—P(Y=Fk|+> [PX=k) —P(Y=Fk).
kel keA keB keC

Les termes de la premiere somme sont nuls. Dans les deux autres sommes, on sait réarranger la valeur absolue. Il
reste

SIPX =k -PY=k|=> PX=k-PY=k)+Y (PY=Fk)-PX=k)=2xdX,Y)
keZ kEB keC

donc )
d(X,Y) = 3 S IPX =k)—P(Y = k).
kel

Commentaire. Cette formule montre que la fonction d est symétrigue. On peut également 1'utiliser pour obtenir
I'inégalité triangulaire
d(X,Z) < d(X,Y) +d(Y,2).

On peut remarquer enfin que Pégalité d(X,Y) = 0 équivaut & ce que X et Y aient la méme loi.

Si on considere que deux variables aléatoires sont égales si et seulement si elles ont la méme loi — ce qui est une
légere déformation de la notion usuelle d’égalité —, alors tout ceci prouve que d est une distance sur 'ensemble des
variables aléatoires & valeurs entiéres sur (2,4, P).

La notion de distance n’est pas a notre programme, cela dit, mais c’est une généralisation de la notion de norme
qui permet de faire de la topologie.
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