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Produits scalaires

1 Espaces préhilbertiens réels

1.1 Produit scalaire réel

Définition. Soit E un espace vectoriel réel. Un produit scalaire sur E est une forme bilinéaire symétrique définie
positive sur E, c’est-a-dire une application
p:EXE—=R

qui vérifie les propriétés suivantes
e pour tout x dans E, Papplication y — ¢(x,y) est linéaire;
pour tout y dans E, 'application z — ¢(x,y) est linéaire;
V(z,y) € E%, p(2,y) = ¢(y,7);
Vo € E, p(x,2) > 0;
Vo € E, ((p(x,z) =0) = z = 0g).
Un espace préhilbertien réel est un espace vectoriel réel muni d’un produit scalaire.
Un espace euclidien est un espace préhilbertien réel de dimension finie.

On peut remarquer qu’apreés avoir vérifié le caractére symétrique (troisiéme point), chacun des deux premiers points
(linéarité & droite ou & gauche) entraine autre.

On peut aussi remarquer que le dernier point demande seulement de vérifier une implication. La réciproque découle
de la bilinéarité, comme le montre le calcul suivant

QO(OE, OE) = (p(OE, OOE) =0x (p(OE, OE) =0.
1.2 Exemples de produits scalaires
Exemple 1. Sur R, le produit scalaire canonique est défini comme suit. Etant donné deux vecteurs

= (x1,...,Ty) et y=(Y1,--+YUn),

leur produit scalaire vaut

(zly) = Z TkYk-
k=1

Exemple 2. Sur M,, ,(R), le produit scalaire canonique est défini comme suit. Etant donné deux matrices
A=(aijhcicn 1 et B=(bij)icicn, 1<5<p

de M,, ,(R), leur produit scalaire vaut
n

(AB) =" ai;bi;.

i=1 j=1

Propriété. La produit scalaire canonique de M, ,(R) est donné par la formule

(AB) = tr(AT - B).

Exemple 3. Notons E I'espace vectoriel réel C°([a, b], R). Un produit scalaire classique sur E est défini par

b
V(f,9) € E?, (flg)z/ f(t)g(t) dt.

Le caractere défini positif découle du fait qu’une fonction continue, positive, d’intégrale nulle sur un segment non
trivial est identiquement nulle sur ce segment.
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Exemple 4. Un produit scalaire sur R[X] est défini par

v(P,Q) € (RX])?,  (PIQ) = /OTr P(cos(t))Q(cos(t)) dt.

La seule vérification non immédiate est celle du caractere défini positif.

Prenons P tel que (P|P) soit nul. La fonction ¢ + (P(cos(t)))? est alors une fonction continue et positive sur [0, 1],
d’intégrale nulle, donc cette fonction est identiquement nulle. On en déduit que le polynéme P admet pour racines tous
les éléments du segment [—1, 1] car ce sont les valeurs prises par cos(t) quand ¢ décrit le segment [0, 7]. Le polynéme P
admet donc une infinité de racines. C’est donc le polynéme nul.

Exemple 5. Un produit scalaire sur R, [X] est défini par
n
V(P,Q) € (R,[X])?,  (P|Q) =) P(k)
k=0

La encore, seul le caractere défini positif mérite une attention particuliere.
Prenons P dans R,,[X] tel que (P|P) soit nul. On obtient alors

> P(k)’ =
k=0

Cette somme est nulle et tous ses termes sont positifs donc tous ses termes sont nuls. Le polynéme P admet donc
pour racines les nombres 0,1,...,n. C’est un polynéme de R, [X] qui admet au moins (n + 1) racines donc c’est le
polynoéme nul.

Exemple 6. Soit I un intervalle de R non trivial. Notons E(I) ensemble des fonctions continues sur I, a valeurs
réelles, dont le carré est intégrable sur I. Cet ensemble est alors un sous-espace vectoriel de C°(I, R) et I'application

(f.9) / F(Hg(t) dt

est un produit scalaire sur E(I). Les vérifications sont les mémes que dans l'exemple 3.

Exemple 7. Les applications

(P,Q) H/m et dt, (P,Q)H/_;OOP(t)Q(t)e_tQQ at,  (P,Q) '—>/ m

sont des produits scalaires sur l'espace vectoriel R[X]. Le caractére défini positif se justifie de la méme maniere que
dans I’exemple 4. Il y a cependant un travail supplémentaire, a savoir démontrer que ces intégrales existent bien.

dt

Exemple 8. L’application
+oo
P(n)Q(n)
P A AN
(P 3 =

est un produit scalaire sur R[X]. La encore, il faut justifier Uexistence de la somme écrite (la régle de d’Alembert
fonctionne bien). Ensuite, les vérifications sont directes, & 'exception du caractere défini positif. Si (P |P) est nul, alors
pour tout n dans N, le nombre P(n)?/2" est nul donc P posséde une infinité de racines donc c’est le polynome nul.

1.3 Inégalité de Cauchy-Schwarz

Théoréme. Soit E un espace préhilbertien réel. Pour tout couple (x,y) de vecteurs de E, I'inégalité suivante est alors
valable.

(z]y)? < (x])(yly).

De plus, cet inégalité est une égalité si, et seulement si, les vecteurs x et y sont colinéaires.

Démonstration. Prenons un couple (z,y) de vecteurs de E. Remarquons d’abord que si z est nul, alors 'inégalité
est vraie — c’est méme une égalité dans ce cas. Supposons donc que x n’est pas nul. Considérons la fonction
f R - R
t = (tz+yltz+y).
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La bilinéarité et le caractere symétrique du produit scalaire permettent d’écrire
VteR,  f(t) = (z|lx)t* +2(zly)t + (yly).

Comme z n’est pas le vecteur nul, le nombre (z|x) n’est pas nul. La fonction f est donc polynomiale de degré 2.
Le caractere positif du produit scalaire donne maintenant

VieR,  f(t)=0.

Ainsi, la fonction f est une fonction polynomiale de degré 2 qui ne change pas de signe. Son discriminant est donc
forcément négatif. Or son discriminant vaut

A(xly)? — 4(z|z) (yly).

Le fait que ce discriminant soit négatif s’écrit

(zly)* < (z]2)(yly).

L’inégalité de Cauchy-Schwarz est démontrée.

Supposons maintenant que I’égalité est vraie. Si x est nul, alors les vecteurs x et y sont colinéaires. Supposons donc
maintenant que x n’est pas le vecteur nul de E. Reprenons le cheminement du raisonnement précédent. Le fait que

I’égalité
(zly)? = (z]2)(yly)

soit vraie signifie que le discriminant de f est nul. Par conséquent, ce polynéme possede une racine tg, ce qui se réécrit
(tox + yltor +y) = 0.

Le caractere défini positif du produit scalaire donne alors tox + y = Og. Les vecteurs x et y sont donc colinéaires.
On a montré que le cas d’égalité implique que les vecteurs z et y soient colinéaires.

Réciproquement, supposons que z et y sont colinéaires. Sans perte de généralité, supposons que y est proportionnel
a x et notons A un facteur de proportionnalité. On obtient alors

(zly)? = (z[hx)? = N (z|2)* et (2f2)(yly) = (zlz)(Azha) = N(z]z)®  donc  (x|y)* = (z]z)(yly).
Le théoréme est maintenant complétement démontré. [J
Etudions maintenant Iécriture de cette inégalité dans le cadre des produits scalaires proposés précédemment.

Exemple 1. Prenons (z1,...,2,) et (y1,...,yn) dans R". L’inégalité de Cauchy-Schwarz s’écrit

(&) < (Fer) (Bor)

Remarque. Une autre maniére de démontrer cette inégalité (et le cas d’égalité qui lui est attaché) est de prouver la

formule de Lagrange ,
(Z(l“k)2> (Z(yk)2> - (Z xkl/k) = Z (ziy; _xjyi)2~
k=1

k=1 k=1 1<i<j<n

Exemple 2. Prenons deux fonctions f et g dans C%([a, b], R). L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne

b 2 b b
( / F(t)gt) dt) < ( / £(1)? dt) ( / o(t)? dt>.

Remarque. Cette inégalité peut se démontrer a partir de la précédente a 1'aide de sommes de Riemann.
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Définition. Soit E un espace préhilbertien réel. Pour tout vecteur = de E, on note

[|z]] = v/ (z]).

La fonction || || est la norme euclidienne associée au produit scalaire (| ). C’est effectivement une norme. La seule
vérification non immédiate est I'inégalité triangulaire.

Propriété (inégalité de Minkowski). Soit E un espace préhilbertien. Pour tout couple (z,y) de vecteurs de E,
I'inégalité
2+ yll <l + [yl

est valable.

Démonstration de 1’inégalité de Minkowski. Prenons x et y quelconques dans E. En développant le produit
scalaire par bilinéarité, on obtient
[z +yl* = [l|* + 2(zly) + |ly|*.

On applique ensuite I'inégalité de Cauchy-Schwarz
2+l < ll2[1* +2(|2[] - [yl + [lyl* = (]l + [y]])*.
Comme les nombres ||z + y|| et ||z|| + ||y|| sont positifs, la croissance de la racine carrée donne
lz +yll <zl +[loll. @
1.4 Complément : identités de polarisation
Soient x et y deux vecteurs d’un espace préhilbertien E. En partant de la formule
llz +yl* = [l|* + 2(zly) + |ly|?,

on isole (x]y). On obtient ainsi la premiere identité de polarisation

_ gyl = ] — [lyll?

(ey) :

Une formule plus symétrique s’obtient en écrivant
llz = yl? = [l2|* = 2(zly) + |ly|*.

En soustrayant cette formule & la premieére du paragraphe, on obtient la deuxieéme identité de polarisation

Iz + yl* = [lz — yll?
1 :

(zly) =

1.5 Vecteurs unitaires

Un vecteur unitaire est un vecteur de norme 1. Etant donné un vecteur x non nul, il existe exactement deux
vecteurs unitaires proportionnels a x, & savoir
x x
—_— et -
1Ed] |||
L’ensemble des vecteurs unitaires d’un espace préhilbertien s’appelle la sphére unité (la méme notion existe
évidemment plus généralement dans les espaces vectoriels normés).
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2  Orthogonalité

2.1 Orthogonalité de deux vecteurs

Définition. Deux vecteurs z et y d’un espace préhilbertien E sont orthogonauz si, et seulement si, leur produit
scalaire (z|y) est nul.

Exemple 1. Dans R* muni de son produit scalaire canonique, les vecteurs (1,2,1) et (1,—1,1) sont orthogonaux.

Exemple 2. Dans Ms 3(R) muni de son produit scalaire canonique, les matrices
1 0 -1 ot 0 5 0
2 0 -2 2 0 2

Exemple 3. Dans C%([0, 27], R) muni du produit scalaire présenté au premier paragraphe, les fonctions sinus et cosinus
sont orthogonales entre elles.

sont orthogonales entre elles.

Formule de Pythagore. Soient z1,...,z, des vecteurs de E deux a deux orthogonaux.
2+ @pll® = | + -+ a2

2.2 Orthogonalité de deux sous-espaces vectoriels

Définition. Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d’'un espace préhilbertien E. Ces deux sous-espaces sont
orthogonauzx si, et seulement si, tout vecteur de F est orthogonal a tout vecteur de G. En formule, cette définition
s’écrit

FLG < VY(z,y) €eF xG, (z|y)=0.
Propriété. Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d’un espace préhilbertien E. On suppose que F et G sont
orthogonaux. Ces deux espaces ont alors une intersection triviale.

Démonstration de la propriété. Soit z € F N G. Le couple (z,z) est un élément de F x G donc le produit
scalaire (z|x) est nul, donc z est le vecteur nul. Q

Corollaire. Si F et G sont deux sous-espaces vectoriels orthogonaux entre eux d’un espace euclidien E, alors ils
vérifient I'inégalité

dim(F) 4+ dim(G) < dim(E).
Question. Pourtant, il me semblait qu’il y avait des plans orthogonaux entre eux dans ’espace de dimension 3. N’y
a-t-il pas quelque chose de contradictoire la-dedans ?

Réponse. 1l y a en fait deux notions d’orthogonalité en concurrence ici. Celle utilisée en géométrie dans 1’espace n’est
pas compatible avec celle présentée dans ce chapitre. En fait, on dit plutot que deux plans sont perpendiculaires dans
ce cas.

Plus généralement, on peut définir la perpendicularité dans n’importe quel espace euclidien. Si F et G sont deux
sous-espaces vectoriels d’un espace euclidien E, on dit qu’ils sont perpendiculaires si, et seulement si, I'orthogonal
de F NG dans F et 'orthogonal de F N G dans G sont orthogonaux entre eux.

Cette notion ne figure toutefois pas dans le programme de PC.

Exemple 1. Dans R® muni de son produit scalaire canonique, la droite engendrée par le vecteur (1,1,0) et la droite
engendrée par le vecteur (0,0, 1) sont orthogonales entre elles.

Exemple 2. Dans M,,(R) muni de son produit scalaire canonique, les sous-espaces vectoriels
So(R)={Me M,(R); M' =M} et A,(R)={MecM,R); M= -M}
sont orthogonaux entre eux.

Démonstration. Prenons S dans S, (R) et A dans A, (R).

(S|A) =tr(ST-A) =tr(SA) et  (S|A) = (A|S) = tr(AT - S) = tr(—AS) = —tr(AS) = —tr(SA).
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Le nombre (S|A) est égal & son opposé donc il est nul.

Les espaces S, (R) et A, (R) sont donc orthogonaux entre eux. ¢

Exemple 3. Dans C°([—1,1],R) muni du produit scalaire

1
(F.9) > (o) = [ 1(ogte) e,
-1
les sous-espaces vectoriels formés des fonctions paires et des fonctions impaires sont orthogonaux entre eux.

2.3 Orthogonal d’une partie d’un espace préhilbertien

Définition. Soit A une partie d’un espace préhilbertien E. L’orthogonal de A est 'ensemble de tous les vecteurs de E
qui sont orthogonaux a tous les éléments de A. En formule, cette définition s’écrit

At ={zcE;VacA, (az)=0}

Exemples de base.

EJ' = {OE} et {OE}J' =E.

Propriété. Quelle que soit la partie A de E, 'ensemble A+ est un sous-espace vectoriel de E.

Propriété. Soient A et B deux parties de E vérifiant I'inclusion A C B.
Leurs orthogonaux vérifient alors I'inclusion B+ C A+,

Propriété. Soit A une partie de E. L’orthogonal de A est égal a celui de Vect(A).

Remarque. Etant donné deux sous-espaces vectoriels F et G de E. Les trois propriétés suivantes sont alors équivalentes.

FlG@G, F c G, G c Fh.

Propriété. Si F et G sont orthogonaux entre eux et sont supplémentaires dans E, alors ils sont 'orthogonal I'un de
Pautre.

Démonstration de la propriété. On connailt déja les inclusions
FcGt e GcF-

Prenons maintenant # dans G-. Comme F et G sont supplémentaires dans E, il existe un unique couple (zp,zg)
de F x G vérifiant 'égalité = = zp + 2¢.

Les vecteurs z et zp sont dans Gt donc z¢ également. Ce vecteur est aussi dans G donc il est nul.

Tl reste ¢ = zp. Le vecteur x est donc dans F. L’inclusion G- C F est donc vraie.

On en déduit I'égalité F = G+ par double inclusion.
L’égalité G = F+ se démontre pareillement.

Exemple. Dans M, (R) muni de son produit scalaire canonique, les sous-espaces vectoriels S, (R) et A, (R) sont
orthogonaux et supplémentaires donc chacun des deux est ’orthogonal de I'autre.

La réciproque est fausse. Il arrive que F et F- ne soient pas supplémentaires dans E. Prenons I'exemple de I’espace
vectoriel E = C°([0,1],R) muni du produit scalaire

(fvg)H/O f(t)g(t) dt.

Considérons le sous-espace vectoriel

F={feB; f(0)=0}
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Montrons que F+ est trivial. Prenons g dans F+. La fonction ¢ ~ tg(t) est dans F donc elle est orthogonale & g.

1
/ tg(t)* dt = 0.
0

La fonction ¢ — tg(t)? est continue et positive sur [0, 1], d’intégrale nulle, donc elle est identiquement nulle. On obtient
donc
vt €10,1], tg(t)*=0, puis VvVt €]0,1], g(t)=0.

Comme la fonction g est continue sur [0, 1], elle est en fait identiquement nulle sur [0, 1].
On a bien montré que F est le sous-espace vectoriel trivial {Og}. Comme F n’est pas égal & E (il manque par
exemple la fonction constante égale & 1), les sous-espaces F et F+ ne sont pas supplémentaires dans E.

Cependant. On verra plus loin que si F est de dimension finie, alors F et F+ sont supplémentaires dans E.

2.4 Projection orthogonale, symétrie orthogonale
Définition. Une projection orthogonale est une projection dont les axes sont orthogonaux entre eux.

De méme, une symétrie orthogonale est une symétrie dont les axes sont orthogonaux entre eux.

En particulier, si F est un sous-espace vectoriel de E tel que F et F1 soient supplémentaires, alors la projection
sur F parallelement & FL est une projection orthogonale. On 'appelle la projection orthogonale sur F.

Exemple. Dans M,,(R) muni de son produit scalaire canonique, 'endomorphisme M +— M7 est la symétrie orthogo-
nale par rapport au sous-espace S, (R).
Le projecteur orthogonal sur S, (R) est I'endomorphisme M ~ £ (M + MT).

2.5 Orthogonal d’une droite vectorielle

Propriété. Soit D une droite de E. Son orthogonal D+ est alors un hyperplan de E. De plus, les espaces D et D+
sont supplémentaires dans E. Enfin, si a est un vecteur directeur de la droite D, alors le projecteur orthogonal sur D
est donné par

(a]z)

a.
(ala)
Démonstration de la propriété. Soit x dans E. Un calcul direct donne

(a|z)
(a|a)
(a]o)

Le vecteur = — {alay @ est orthogonal & a donc il est dans D+. L’écriture

alz alx
), (o )
(ala) (ala)
montre que z est dans F + F+. C’est vrai pour tout = de E donc la somme F 4 F* vaut E. On sait déja que F et Ft
sont en somme directe donc ils sont supplémentaires dans E.
De plus, la décomposition obtenue ci-dessus montre que le projecteur orthogonal sur D est donné par la formule

(alz)

T~ ——=a. Q

(ala)

T —

ala) = (z]a) — (ala) = 0.

Exemple. Dans R", notons h le vecteur (1,...,1). L’orthogonal de la droite Vect(h) est alors ’ensemble
(Vect(h))™ = {(z1,...,2n) s @1+ +x, = 0.}
Une base orthogonale de cet hyperplan est formée des vecteurs suivants

(1,-1,0,...,0), (1,1,-2,0,...,0), (1,1,1,-3,0,...,0), ..., (1,...,1,—n—+1).
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2.6 Complément : orthogonal de I'image d’une matrice

Ce n’est pas un résultat du cours mais un exercice classique : pour toute matrice A de M, ,(R), orthogonal
de Im(A) dans M,, 1(R) est Ker(AT).

Démonstration. Notons Aj,..., A, les colonnes de A. On sait que ces vecteurs colonnes engendrent Im(A) donc
lorthogonal de Im(A) est aussi I'orthogonal de Pensemble {A;,...,A,}. Soit U un vecteur de M,, 1(R). On voit que
I'appartenance de U & (Im(A))* équivaut &

A)T-U=0, A)T-U=0.
Maintenant, remarquons que (A1)T,...,(A,)T sont les lignes de la matrice AT. On en déduit le calcul
(A)"-U
AT. U= :
(Ap)T -U

Ainsi, appartenance de U & (Im(A))L équivaut & I'égalité AT - U = 0, qui elle-méme équivaut & I'appartenance
de U & Ker(AT). ©

3 Bases orthogonales

3.1 Familles orthogonales

Définition. Une famille orthogonale d’un espace préhilbertien E est une famille (z;);c; dont les vecteurs sont deux a
deux orthogonaux. En formule, cela s’écrit

V(i,j) € (i # ) = (zilz;) = 0).

Une famille orthonormale d’'un espace préhilbertien est une famille orthogonale dont tous les vecteurs sont de
norme 1. En formule, cela s’écrit
Vi, 5) € (wilay) = by
Propriété. Tout famille orthogonale de vecteurs non nuls est libre.
En particulier, toute famille orthonormale est libre.

Démonstration de la propriété. Contentons-nous du cas des familles finies. Soit (z1,. .., z,) une famille orthogonale
finie dont tous les vecteurs sont non nuls.
Soit (A1,...,A,) € R™ vérifiant I’égalité

n
Z )\kxk = OE.
k=1

Prenons j dans [1,n] et effectuons le produit scalaire du vecteur nul avec z;. La bilinéarité du produit scalaire
donne

n
> Aelwjlax) = 0.
k=1
Dans cette somme, tous les termes pour k # j sont nuls. Il reste
Aj(ajle) = 0.

Comme x; n’est pas le vecteur nul, le nombre (z;|z;) est non nul. Il reste A; = 0.
C’est vrai pour tout indice j dans [1,n] donc la famille (z1,...,z,) est libre. ©

Exemple. On prend E = C°([0,27],R). Pour tout k& dans N, on introduit les fonctions
¢ x> cos(kx) et sg x> sin(kx).

La concaténée des familles (cx)r>0 et (Sk)k>1 est alors une famille orthogonale pour le produit scalaire

2

(fi9) = f(t)g(t) dt.

0

En particulier, cette famille est libre.
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3.2 Bases orthogonales

Proposition. Soit F un sous-espace vectoriel de E qui posséde une base orthogonale finie D = (dy, ..., dp).
Alors, pour tout vecteur z de F, la décomposition de z dans cette base est

Démonstration de la proposition. Soit x dans F. Introduisons sa décomposition dans la base D

p
Tr = E l‘kdk.
k=1

Prenons j dans [1, p] et effectuons le produit scalaire de x avec d;.

P
(djlz) = xl(dyldy).
k=1
Dans cette somme, tous les termes d’indices k # j sont nuls car la famille D est orthogonale. Il reste donc
(dj|z) = x;(d;|d;).

Le vecteur d; n’est pas nul car il fait partie d’'une base de F. On trouve donc z; = (d;|x)/(d;|d;).
Cette relation est valable pour tout j dans [1,p]. On en déduit la formule demandée. O

Proposition. Soit F un sous-espace vectoriel de E qui possede une base orthogonale finie D = (dy,...,dp).
Alors on peut affirmer que F et F+ sont supplémentaires. De plus, la projection orthogonale sur F est ’application

Démonstration de la proposition. Considérons ’endomorphisme pr de E défini dans 1’énoncé de la proposition.
Soit z dans E. Montrons que x —pr(x) est dans F. Pour cela, prenons y quelconque dans F et effectuons le produit
scalaire

(& —pr(e)ly) = (zly) = 3 (Ei’]';j) (dely).
k=1

Pour exprimer le produit scalaire (z|y), faisons intervenir la décomposition de y donnée dans la proposition
précédente

On trouve donc

P
d .
() =3 (dily) ald) s @ pe(@)ly) =0

Ainsi, le vecteur  — pr(x) est un élément de FL. Le vecteur pr(z) est un élément de F. Le vecteur z est donc la
somme d’un vecteur de F et d’un vecteur de F+.

C’est vrai pour tout vecteur = de E donc la somme F + F+ vaut E tout entier. On sait déja que cette somme est
directe donc F et F- sont supplémentaires dans E.

On a montré au passage que I'unique décomposition d'un vecteur x dans la somme F @ F* est pp(z) + (x — pp()).
Cela prouve que pr est le projecteur sur F parallelement 3 FL+. Q

Remarque. Dans ’état actuel des connaissances, il est nécessaire de supposer que F posséde une base orthogonale.
L’existence d’une telle base va toutefois étre démontrée, au paragraphe suivant, pour tout sous-espace vectoriel de
dimension finie. Il sera donc ensuite possible d’énoncer a nouveau ces propriétés en raccourcissant les hypotheses.
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3.3 Orthogonalisation de Gram-Schmidt

Commengons par une remarque géométrique simple. Dans le plan usuel, si on se donne deux vecteurs non co-
linéaires @ et ¥, il est possible de < redresser > la base (i, ¥) en une base orthogonale (%, W) du plan en étant & ¥ son
projeté orthogonal sur la droite engendrée par u.

Ce projeté orthogonal, comme on ’a vu au paragraphe 2.6, est le vecteur EZ;Z;“

Le procédé de Gram-Schmidt consiste a partir d’'une famille libre quelconque et & < redresser > ses vecteurs les
uns apres les autres afin de rendre les angles droits.

Plus précisément, on part d’une famille finie (ug, ..., u,) de vecteurs de E et on suppose que cette famille est libre.
Pour tout k£ dans [0, n], on note
Fj = Vect(uo, . .., ug).

On construit par récurrence une famille orthogonale (v, . ..,v,) vérifiant la propriété
VEk € [0,n], Vect(vg, ..., v;) = Fp.

Pour cela, on prend vy = wg puis, si k est un indice dans [1,n] pour lequel les vecteurs v, ...,v5—1 ont été
construits, on pose
Uk = Uk — PRy, (k).

Notons que cette définition a bien un sens. En effet, & ce stade du raisonnement, la famille (vg,...,vg—1) est une
base orthogonale de Fy_1 ; il est donc possible d’utiliser le raisonnement du paragraphe précédent. En particulier, le

vecteur vy est donné par
k—
(vj]ur)

1
= (jlv))

Ve = U — Vj.

Théoréme. Tout sous-espace vectoriel de dimension finie d’un espace préhilbertien réel possede une base orthogonale.

Démonstration. Soit F un tel sous-espace vectoriel. Le cours d’algebre linéaire nous enseigne que F posséde au moins
une base '. En appliquant le procédé de Gram-Schmidt, on construit alors une base orthogonale de F. ©

Corollaire 1. Tout espace euclidien possede une base orthogonale.
Tout espace euclidien possede méme une base orthonormale, obtenue en divisant chaque vecteur d’une base ortho-
normale par sa norme.

Corollaire 2. Soit F un sous-espace vectoriel de dimension finie d'un espace préhilbertien E. Les sous-espaces vecto-
riels F et F sont alors supplémentaires dans E.

Enfin, la projection orthogonale sur F peut étre exprimée par la formule vue au paragraphe 3.2 relativement a
n’importe quelle base orthogonale de F.

Corollaire 3. Soit F un sous-espace vectoriel d’un espace euclidien E. La formule suivante est alors valable

dim(F+) = dim(E) — dim(F).

1. C’est un corollaire du théoréme de la base extraite.
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Théoréme (orthonormalisation de Gram-Schmidt). Soit (ug, . . . , ) une famille libre d’un espace préhilbertien E.
Pour tout k£ dans [0, n], on note

Fj = Vect(ug, ..., ug).

11 existe alors une unique famille orthonormale (eg,...,e,) de E telle que
(1) pour tout k € [0,n], la famille (e, ..., e) soit une base orthonormale de Fy ;
(2) pour tout k € [0,n], le produit scalaire (er|uy) soit strictement positif.

Démonstration du théoréme. Eristence. Considérons la famille (vg,...,v,) définie au début du paragraphe et
posons
Vg
Vk e [0,n], exr=-—-
vk

On obtient bien alors une famille orthonormale de E qui vérifie 'hypothese (1).

De plus, le calcul donne
Ug|Uo
(coluo) = L2140 _ 1) > 0.
||uol|
Soit k € [1,n]. Rappelons I'égalité vy = ux, — pr,_, (ug). Le vecteur pr, _, (ux) est dans Fi_1 et vy est dans Fé‘_l,

de méme que e donc
(vk|o)

= |lvkl] > 0.
[lve |

(ex|ur) = (exlvr) =
L’hypothese (2) est également vérifiée.
Unicité. Soit (fo, ..., fn) une famille orthonormale de E vérifiant les hypotheses (1) et (2).

Le vecteur fy est un vecteur unitaire de Vect(ug) donc il vaut ug/||ug|| ou son opposé mais la condition (fo|ug) > 0
impose que fy soit égal & ug/||ug|| donc fo = ep.

Soit k € [1,n]. La décomposition de fi dans la base orthonormale (eg,...,ex) de Fy est
k
fre =2 (eslfr)e;.
§=0
Les vecteurs e, . .., ex_1 sont dans Fy_; donc ce sont des combinaisons linéaires de fy, ..., fr—1. Ces vecteurs sont

donc tous orthogonaux a fj. Il reste donc
fr = (ex|fr)er-
Les vecteurs fi et e, sont de norme 1 donc (eg|fr) vaut 1 ou —1. En effectuant le produit scalaire avec uy, il vient

(fr|ur)

(ex|ur)

(frlur) = (ex|fr)(erlur) puis (exlfr) =

>0

donc (e|fx) =1 donc fi = eg. L’unicité est démontrée. O

4 Distance d’un vecteur a un sous-espace vectoriel

4.1 Définition

Soit E un espace préhilbertien réel. Soit F un sous-espace vectoriel de E. Soit x un vecteur de E.
La distance de z a F est le nombre

d(z, F) = inf{|lz —yl| ; y € F}.

Commengons par remarquer que l’ensemble considéré est une partie non vide de R qui est minorée par 0. Elle
possede donc bien une borne inférieure.
Notons ensuite que cette borne inférieure n’est a priori pas un minimum.
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4.2 Lien avec la projection orthogonale

Proposition. Soit F un sous-espace vectoriel d'un espace préhilbertien réel E. On suppose que F et F* sont
supplémentaires dans E.
Alors, pour tout vecteur z de E, le nombre d(x, F) est égal a la distance de x & son projeté orthogonal sur F.

d(x, F) = ||z — pr(2)]].

Ainsi, la borne inférieure qui définit d(z, F) est un minimum. De plus, le vecteur pp(x) est le seul élément de F qui
réalise ce minimum.

Démonstration de la proposition. Soit z dans E. Soit y dans F. Remarquons la décomposition
r—y=z—pr(z)+pr(z) —y.
~—_———  ~—\—
€F+L €F

La formule de Pythagore donne donc
llz = yl* = [lo — pre()|* + [[pr () — y]1*.

On obtient donc I'inégalité
VyeF,  |lz—yll = |lz—pr(a)].

Cette propriété montre que ||z — pr(x)|| est le minimum des nombres de la forme ||z — y|| quand y parcourt F. Ce
nombre est donc la distance de z a F.
Par ailleurs, 1’égalité ||z — y|| = d(z, F) équivaut a ||pr(x) — y|| = 0, c’est-a-dire & y = pr(x). ©

Remarque. Les vecteurs pr(z) et z—pg(x) sont orthogonaux, ce qui donne, par application du théoreme de Pythagore,

la relation
lz = pr(@)[1* = ||2|” — [lpr(2)]]*.

Dans les exercices pratiques, c¢a simplifie le calcul du minimum.

4.3 Détermination d’un projeté orthogonal

Problématique. On suppose qu’on connait une base (fi,..., fn) quelconque de F et on cherche & exprimer le
projeté orthogonal de x sur F.

Premiére méthode. On construit une base orthogonale (eq,...,e,) de F par la méthode de Gram-Schmidt puis
on applique la formule du paragraphe 3.2 pour obtenir pg(x).

L’avantage de cette méthode est que tout se fait algorithmiquement. L’inconvénient est que ¢a donne les coordonnées
de pr(z) dans la nouvelle base et non pas dans celle qui est donnée initialement.
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Deuxiéme méthode. On introduit les coordonnées de pr(z) dans la base (f1,..., fn).
pr(z) = Zykfk-
k=1
On sait que le vecteur z — pp(x) est dans F* donc il est orthogonal & f1,..., f,, ce qui donne
v.] € [[17”]]7 Zyk(fk|f]) = (I|fj)
k=1

Il suffit alors de résoudre ce systéme pour obtenir les yy.

L’avantage de cette méthode est qu’elle dispense de déterminer une nouvelle base. L’inconvénient est qu’elle requiert
une inversion de matrice.

5 Représentations matricielles

5.1 Représentation des vecteurs

On considére un espace euclidien E dont on note le produit scalaire ( | ).
On considére une base orthonormale € = (eq, ..., ey) de cet espace euclidien.

Soit x € E. On sait que la décomposition du vecteur x dans la base orthonormale £ est la suivante

I
M-

(ex|x)ek.

E
Il
-

On sait aussi que pour tout couple (z,y) de vecteurs de E, le produit scalaire (x|y) s’exprime comme suit

NE

(zly) = ) _(exlz)(exly).

ES
Il
-

On peut remarquer que si 'on pose X = Mg (x) et Y = Mg(y), alors les relations suivantes sont valables

(e1]x) (e1ly)
X={ : |. vy=| : | G@w=x"¥

(enle) (enly)

Techniquement, la notation X -Y désigne un élément de M;(R) et non un nombre. Il serait en fait plus rigoureux
d’écrire (z]y) = tr(XT - Y) mais l'identification entre M;(R) et R est couramment acceptée.

Remarquons que l'application (X,Y) = X1 .Y est le produit scalaire usuel sur M,, 1 (R). Il revient donc au méme
d’effectuer le produit scalaire des vecteurs x et y ou d’effectuer celui des vecteurs colonnes qui les représentent, du
moment que cette représentation se fait relativement a une méme base orthonormale.

On dit que P'application x — Mg (x) est une isométrie de I'espace euclidien E sur l’espace euclidien M,, 1 (R).

Remarquons alors que si l'on note (Eq,...,E,) la base canonique de M,, 1 (R), alors celle-ci est une base ortho-
normale pour le produit scalaire canonique de M,, 1(R) et la décomposition d’un vecteur colonne U dans cette base
est

n
U=> (Ef - U)E;.
k=1

5.2 Représentation des endomorphismes

Soit f un endomorphisme de E. Notons A = (a;,;)1<i,j<n 1a matrice représentative de cet endomorphisme relati-
vement a la base orthonormale £.

Soit (i,7) € [[1,71]]2 un couple d’indices. Le nombre a; ; est le i-itme coefficient de la j-ieme colonne de A. C’est
aussi le coefficient devant e; dans la décomposition du vecteur f(e;) dans la base £. On obtient donc les écritures

suivantes pour ce coefficient
ai;=Ef - A-Ej = (ei| f(e)))-
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