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Exercice 1. Famille orthogonale de polynémes (*) On munit R[X] du produit scalaire défini par la formule

1
P10) = [ Q) .
0
a. Pour tout couple (4,5) de N?, calculer (X?|X7).

b. Montrer I'existence et 'unicité d’une suite (P, ),en de polyndmes réels telle que
1. pour tout n € N, le polynéme P,, soit unitaire (au sens des polynémes) ;

2. pour tout n € N, la famille (Py,...,P,) soit une base orthogonale de R, [X].

c. Déterminer les polynomes Py, Py, Ps.

d. En déduire le minimum sur R? de la fonction

1
ng(a,b)*—)/ (% —at —b)* dt.
0

Solution de I’exercice 1. Corrigé en classe.

Exercice 2. (*) Justifier que la fonction

1
f:(a,b) n—>/ (e —at —b)* dt
0
posséde un minimum sur R? et qu’il est atteint en un unique point.

Déterminer ce minimum.

Solution de I’exercice 2. Prenons l'espace vectoriel E = C°([0, 1], R) muni du produit scalaire défini par

1
(o) = [ gtom(o at.
0
On définit les fonctions gg : t > 1 et gy : t + ¢, ainsi que h : ¢t — e’. On a alors

¥(a,b) € R, f(a,b) = [|h — (ag1 + bgo)|I.

Posons G = Vect(g1,go) et notons pg la projection orthogonale sur G.

Le cours sur les produits scalaires nous apprend alors que la fonction f possede alors un maximum et qu’il est égal

a|lh = pa(h)|.
Appliquons 'algorithme de Gram-Schmidt. Posons

(90|91)
(90lg0)

=g — go,

de sorte que (go,7) soit une base orthogonale de G. Le calcul donne
1 .
(90lgo) =1 et (golg1) = 3 donc  1=g1— 59o-
La fonction i s’écrit donc ¢+ ¢ — 3.
La famille (go, ) étant une base orthogonale de G, on a

(el )
Pah) = {oolg) ™ * him)"
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Un calcul donne

Un deuxieme calcul donne )
(golh) = / el dt =e—1.
0

Enfin, une intégration par parties que je ne détaille pas! donne

(i|h)=/01 (t—;)et dt = [(t—;)et]z:—/olet dt:#—(e—l):‘gge.

Le projeté orthogonal cherché est donc

pa(h) =(e—1)go+6(3—e)i.
Les vecteurs pg(h) et h — pe(h) sont orthogonaux donc, par la formule de Pythagore,

111* = llpa (MII* + I — pa (W),

1 2
-1
]2 :/ =1
0

Une autre application de la formule de Pythagore donne

Un dernier calcul d’intégrale donne

Ipa (AP = (e = 1)*[goll* +36 (3 = ) [|il|* = (¢ = 1)* + 3 (3 — ¢)° = 4¢® — 20e + 28.
La valeur minimale de f vaut finalement

7 57
[1h = pa()II* = [[Al[* = [lpa (W)]I* = —5e? + 20e — .
L’application numérique sur calculatrice donne pour valeur approchée 0.00394. On voit qu’avec cette maniere de
mesurer les distances entre fonctions, 'approximation de I'’exponentielle par un polynéome de degré 1 est déja assez
précise.

Exercice 3. (**) Soient X et Y deux variables aléatoires qui admettent des moments d’ordre 2. On suppose que la
variance de X est strictement positive.

Trouver a et b réels minimisant la quantité f(a,b) = E((Y — aX — b)?).

Solution de ’exercice 3. Corrigé en classe.

Exercice 4. (*) Soit A € M,,(R). Soit F un sous-espace vectoriel de M,, 1(R).
Prouver que F est stable par A si, et seulement si, son orthogonal est stable par AT.

Qu’obtient-on dans le cas d’une matrice symétrique ou antisymétrique ?

Solution de I’exercice 4. Corrigé en classe.

Exercice 5. (**) Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel euclidien E.

On se donne une base orthonormale £ = (ey,...,e,) de E et on note A la matrice représentative de u dans cette
base.

On appelle adjoint de u tout endomorphisme v de E tel que

V(w,y) B (u(@)ly) = (alv(y)).

1. Surtout, on évitera de développer le produit.
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a. Dans cette question, on suppose que u possede un adjoint v. Déterminer la matrice représentative de v dans la
base £.

b. Montrer que u possede exactement un adjoint.

Solution de ’exercice 5. Corrigé en classe.

Exercice 6. (*) On note P le plan de R* engendré par les vecteurs v = (1,1,1,0) et v = (1,1,0,1). On munit R* de
son produit scalaire canonique.

Déterminer la matrice canoniquement associée au projecteur orthogonal sur P.

Solution de l’exercice 6. La méthode de Gram-Schmidt permet de construire une base orthogonale (u,w) de P en
posant

Le calcul donne 5 1
w = (17 17()’ 1) - 5(17 17 1a0) = g(la 17 _2v3)'

Posons w’ = 3w pour simplifier. La famille (u,w’) est aussi une base orthogonale de P.

Etant donné un vecteur a = (z,y,2,t) de R, le projeté orthogonal de a sur P est donné par

sy ), @) o wy

w rT+y—2z4+3t
(ulu) (W) 3

1,1,-2,3
(L, -2.3)

(1,1,1,0) +

c’est-a-dire

1
pla) = 1—5(63:+6y—|—32+3t,6x—|—6y+3z+3t,3x+3y+9z—6t,3x+3y—6z+9t).
La matrice canoniquement associée au projecteur orthogonal pp est donc
2 2 1 1
1 2 2 1 1
5{1 1 3 =2
11 -2 3

est

-1 4 2 2
114 -1 2 2
512 2 1 -4

2 2 -4 1

Exercice 7. (*) Soient A et B deux sous-espaces vectoriels d’un espace euclidien E.
Prouver 'égalité (A + B)* = AL N B-.

Solution de ’exercice 7. On connait les inclusions A C A + B et B € A + B. On en déduit les inclusions
(A+BrcAt et (A+B)rcBt
puis (A +B)t c At N Bt

Réciproquement, soit z € A+ N B~L.
Soit y € A + B. 1l existe a dans A et b dans B tels que y = a +b. On a alors

(zly) = (z[a) + (z[b) = O + O = Og.
Tout vecteur de A+ N B+ est orthogonal & tout élément de A + B, ce qui donne l'inclusion A+ N B+ C (A + B)*.

Par double inclusion, on en déduit 1'égalité (A + B)* = A+ N B+,

Lycée Henri Poincaré — PC" — mathématiques septembre 2020



Chapitre 2 — révisions sur les produits scalaires — exercices page 4

Exercice 8. (*) Déterminer la matrice de la projection orthogonale sur le plan P de R® d’équation z — y + 2z = 0
relativement & la base canonique de R3.

Solution de I’exercice 8. La droite P+ est dirigée par le vecteur a = (1,—1,2). On le note D. La projection
orthogonale sur D est donnée par
(alv)

PD V= ——0.

(v]v)

Etant donné un vecteur v = (z,y,z) de R®, on obtient donc

r—y—+ 2z
po(v) = yT(l, ~1,2)
puis
r—y—+2z 1
pp(v):v*pn(v):(x,y72)7+(1,71,2):g(5w+y*2zvx+4y+22f2x+2y+2)~

La matrice canoniquement associée a pp est donc finalement

5 1 =2
1
5 1 4 2
-2 2 1
Exercice 9. (*) Soit F un sous-espace vectoriel de M, 1(R). Soit (X, ...,X,) une base orthonormale de F.

P
Démontrer que la matrice canoniquement associée & la projection orthogonale sur F s’écrit > X;f - Xk
k=1

Solution de ’exercice 9. Corrigé en classe.

Exercice 10. (*) Une réflexion d'un espace euclidien E est une symétrie orthogonale relativement & un hyperplan,
c’est-a-dire un sous-espace vectoriel de E dont la dimension vaut dim(E) — 1.

a. Soit v un vecteur de E non nul. On note H, '’hyperplan de E défini par H, = Vect(v)* et on note s, la réflexion
relative a H,.
Pour tout vecteur x de E, démontrer la relation

b. Soit # € R. Dans R?, on note Dy la droite dirigée par le vecteur u(f) = (cos(f),sin(#)) et on note sq la réflexion
relative a cette droite.

Déterminer la matrice canoniquement associée a sg.

c. On se donne deux vecteurs a et b de E distincts et non nuls tels que ||al| = ||b]|. Montrer qu’il existe une unique
réflexion de E qui envoie a sur b.

Solution de I’exercice 10. Corrigé en classe.

Exercice 11. (¥*) Soit M € M,, ,(R).
a. Prouver 'égalité Ker(MT) = (Im(M))*.
Qu’obtient-on dans le cas d’une matrice symétrique ou antisymétrique ?
b. Prouver Iégalité Ker(M™ - M) = Ker(M).
c. Prouver I'égalité rg(MT - M) = rg(M).

d. Quelle égalité obtient-on pour Im(MT) ?
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e. Dans cette question et la suivante, on ajoute la condition 2 < p < n. On pose B = MT - M et on suppose que M
est de rang p.

Montrer alors que B est inversible. Montrer ensuite que la matrice M - B™! - MT (notée P) est une matrice de
projection orthogonale. Vérifier I'égalité Im(P) = Im(M).

Solution de I’exercice 11. a. En notant My, ..., M, les colonnes de M, on rappelle I’égalité
Im(M) = Vect(Mjy, ..., M,).
Pour tout vecteur colonne X de My, 1(R), on observe ’égalité
MTX
MTX =
M;;FX
On en déduit les équivalences
X € Ker(MT) <= Vk e [1,p], MfX =0 <= X & Vect(My,...,M,)" <= X cIm(M)*.

On a alors prouvé 1'égalité Ker(MT) = Im(M)+.

Si M est symétrique ou antisymétrique, cette égalité devient Ker(M) = Im(M)*.

b. L’inclusion Ker(M) C Ker(MT - M) est directe.
Réciproquement, soit X € Ker(M™ - M). Le carré de la norme de MX est alors donné par
IMX]|? = (MX)T - (MX) =XT - (MY -M-X) =0, sibienque MX=0.

On a prouvé l'inclusion Ker(MT - M) C Ker(M). L’égalité Ker(M) = Ker(M™T - M) est prouvée par double inclusion.

c. Les matrices M et MT - M ont toutes deux p colonnes, donc la formule du rang donne

rg(M™ - M) = p — dim(Ker(MT - M)) = p — dim(Ker(M)) = rg(M).

d. L’inclusion Im(M™ - M) C Im(M7T), alliée aux égalités rg(MT) = rg(M) = rg(MT - M), donne I’égalité Im(MT) =
Im(M™T - M).

e. La matrice B appartient & M, (R). L’égalité rg(B) = rg(M) = p prouve que B est inversible.

Un calcul donne
PP=M-B~'-M'-M)-B ' MT=M-B~'-MT =P.
—_——
=I,
La matrice P est donc une matrice de projection. Remarquons que la matrice B est symétrique. On en déduit que
la matrice P est également symétrique, ce qui donne Ker(P) = Im(P)>.
La matrice P est donc une matrice de projection orthogonale.

L’inclusion Im(P) C Im(M) est directe. L’égalité des dimensions découle du calcul
rg(P) = tr(P) = tr(M - B~ - M) = tr(MT - M- B™!) = tr(I,,) = p = rg(M).

On a alors prouvé 'égalité Im(P) = Im(M). La matrice P est donc la matrice canoniquement associée a la projection
orthogonale sur Im(M).
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Exercice 12. (**) ’Matrice de Gram‘ Soit (z1,...,xp) une famille de vecteurs d’un espace euclidien E. On lui
associe sa matrice de Gram, qui est la matrice

Gzt 2p) = ((mi‘mj))lgi,jgp
de M,(R).
a. On note n la dimension de E. Trouver une matrice M de M,, ,(R) vérifiant Pégalité MT - M = G(z1, ..., xp).
b. Prouver I’égalité Ker(M™ - M) = Ker(M).

c. En déduire que la matrice G(x1, ..., xp) est inversible si, et seulement si, la famille (z1,...,z,) est libre.

Solution de ’exercice 12. Corrigé en classe.

Exercice 13. (*) Pour tout (A, B) € M,, ,(K) x M,, ,,(K), prouver I'égalité tr(AB) = tr(BA).

Solution de ’exercice 13. Corrigé en classe.
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