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’ Séries numériques — exercices corrigés‘

’ Séries a termes positifs ‘

Exercice 1. (*) (Séries de Bertrand)

(In(n))*

a. Pour tout a > 0 et tout 8 > 1, montrer que la série »_ — 5 est convergente. Pour cela, on comparera le
n

n>2
terme général a celui d’une série de Riemann bien choisie.

b. Pour tout o > 0 et tout 8 €]0, 1], montrer que la série > e est divergente. La suggestion précédente
ns2 NP (In(n))«
est reconduite.

c. Soit a > 0. Etudier la nature de la série >, ————. On s’inspirera de la méthode d’étude des séries de
ns2 n(In(n))*
Riemann.

Exercice 2. (*) Déterminer la nature des séries dont le terme général suit

1 1 | g 3 nln(n)
ay, = 2_(111("))1/37 b, = (n—l—l)l/"—nl/"7 ¢, =tan | — |—sin{ — |, d, = ne , en = nt .
n n nn 2n +1

Pour la premiere, on comparera le terme général a celui d’une série de Riemann. Pour les deux suivantes, on
commencera par trouver un équivalent du terme général.

Exercice 3. Etudier la nature des séries dont les termes généraux suivent. Pour d,, et i,, calculer la somme.

3n n In(n) . n sin(n)
Ap = o b, = m Cn = /n dy, = (cos(n) + sin(n))e en = —n
fo= el —cos(1/n) —sin(1/n)  go =37 =217 hy = <2nn_ 1> in = ﬁ

1 1 t'n, 1 .
i = ————= ky = — dt b, = THde
In In(n) /n ' /0 1+t /0 ¢

1 n
1
0= (1 —t) dt n= o | [ (3k -2 n=na""!
m /Oe (1-1) p 3"”!k:1( ) n=nz

Corrigé succinct de ’exercice 3.

e La suite (ay)n>1 tend vers +oo par croissances comparées donc la série > a,, diverge grossiérement.

e ['’inégalité b, > — mene a la méme conclusion.

>3

. In(2 . 1 .. , . .
e Pour tout entier n > 2, on a ¢, > \/(H) La série Y ﬁ diverge donc la la série > ¢, diverge.

e La série Y e~ converge (série géométrique dont la raison a un module strictement inférieur & 1). La domination
|dn] <2xe™

donne la convergence absolue de la série Y d,,.
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e On observe la domination

L’exposant 3/2 est strictement supérieur & 1 donc la série de Riemann > converge. La série Y _ e, converge

n3/2
donc absolument.

e Un développement limité donne f,, = O(1/n?). La série Y. f,, converge absolument.

In(3) — In(2)

e Un développement limité donne g,, ~ donc la série > g, diverge.

e Pour h,,, je propose trois démonstrations de convergence.

Premiére méthode : comparaison 4 une série de Riemann. Prenons a > 0. Pour tout n € N*, on trouve

17;;1 = exp (n In (2nn 1) + aln(n)) .

Dans ’exposant, le premier terme est équivalent & —n In(2). Il est donc prépondérant devant aIn(n). On en déduit
que cet exposant tend vers —oo puis que le quotient étudié tend vers 0.

1
Prenons spécifiquement a = 2, pour avoir h,, = o <2>, ce qui donne la convergence de Y hy,.
n

Deuxiéme méthode : comparaison a une série géométrique. On remarque que le quotient 5 tend
vers 1/2. On peut donc penser que la série étudiée est du méme type que > (1/2)". Sauf qu’on ne peut pas passer

I’équivalent a la puissance n.

On peut cependant remarquer qu’il existe un rang ng tel que

n
<
2n—1

= w

Vn}no, 0<

On en déduit la domination

3\"

La raison 3/4 est dans | — 1,1[ donc la série de terme général (3/4)" converge. La domination donne aussi la
convergence de Y hy,.

Troisieme méthode : obtention d’un équivalent. On écrit h,, sous forme d’une exponentielle.

s (i (521 ) ) = (i (222)) <o (o (2 1)) = -t (- (1 1))

La derniére exponentielle se réécrit

oo (i1 1)) mesn (o (o (1))) <enn (L ott).

1/2

Par continuité de I'exponentielle, ceci tend vers e*/“, ce qui donne I’équivalent

12 &

Ry ~ .
e om

. . 1 .
La série géométrique Y  — converge donc la série »  h,, converge.
27’L
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1
e On peut appliquer la régle de d’Alembert ou simplement remarquer ’équivalent i,, ~ — pour obtenir la conver-
n!

gence de la série Y iy,.

1 1 _
e Le \/n au dénominateur suggere plutot la divergence. Dans ce cas, on compare & — et on trouve — = 0(j,), ce
n n

qui donne la divergence.

1 1
e Pour tout ¢t € [0,1], on a 5 < 112 < 1 ce qui donne
1t 1 1
kn > = t" dt = = x .
"/2A 2 n+1

On en déduit que la série Y k, est divergente.

e Pour tout t € [0,1], on ae™! <e~! < 1 ce qui donne

1
1
£n>e*1/t”dt:e*1x )
0 n+1

On en déduit que la série > ¢, est divergente.

e Pour tout t € [0,1], on a e™! <e~* < 1 ce qui donne

1 1 1 o1
n+l n+2 M+Dn+2)  (n+1)2

1
mng/ 1) dt =
0

On en déduit que la série Y m, est convergente.

e L’étude de p,, est beaucoup plus difficile car elle utilise le résultat de ’exercice 5 — qui n’est bien stur pas un
résultat du cours. On trouve

Pn :371—2 1 2

Pn—1 3n a %

c

On en déduit qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que p,, ~ 573 La série Y p, est divergente.
n

e Si z est nul, la série > g, converge (série nulle).
Si z est non nul, on peut appliquer la régle de d’Alembert. On trouve

qn+1
an

lim

n—-+4oo

= |l.

Si|z| < 1, la série > g, converge absolument. Si |z| > 1, la série )" g, diverge grossiérement.

Dans le cas |z| = 1, il reste |¢,| = n donc la série Y ¢, diverge grossierement aussi.

’ Série des différences ‘

n

1
Exercice 4. (*) Montrer que la suite de terme général u,, = 7~ In(n) est convergente.
k=1
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Solution de I’exercice 4. Pour tout entier n > 2, on trouve
1 1 1
Up —Up—1 = — —In(n) +In(n—1) = —+1n <1) .
n n n

Un développement limité donne alors u,, — u,—1 = O(1/n?). On en déduit que la série > (u, — u,_1) converge
absolument, si bien qu’elle converge.

La convergence de cette série télescopique permet de conclure que la suite (u,,), cy- est convergente.

Exercice 5. (**) Soit s € R. Soit (uy),cy une suite réelle strictement positive. On fait I’hypothese

n 1
U+1:1_8+O<2>.
U, n n

Montrer que la suite de terme général In(n® u, ) posséde une limite finie. En déduire la nature de la série > u,,.

Solution de ’exercice 5. Corrigé en classe.

Exercice 6. (*) Calculer les sommes suivantes, en précisant les domaines de validité.

too too ZQn +oo on
2n—1 2
z ,  — n*—.
Z Z (2n)! n!
n=1 n=0 n=0
Solution de ’exercice 6. Corrigé en classe.
E 7. (*) On donme 5% - = ™ Caluler 1 w1 Pyl
xercice 7. n donne — = —. Calculer les sommes — ¢t
( ) ngl n2 6 k=0 (Zk + 1)2 ngl n2

Solution de ’exercice 7.

Exercice 8. (*) Quelles sont les valeurs de z complexe pour lesquelles la série
Z ol In(n) i
n2
n>2

est convergente 7

Solution de I’exercice 8. Convergence absolue si |z| < 1. Divergence grossiere si |z| > 1.

Exercice 9. (**) On fixe (a,b) dans R?. Pour tout n dans N*, on pose
un, =1In(n) + aln(n + 1) + bln(n + 2).
a. Obtenir un développement asymptotique de u,, avec la précision O(1/n?).

b. En déduire qu’il existe un unique choix de (a,bd) pour lequel la série de terme général u,, est convergente et
préciser ce choix.

—+o0
c. Pour ce choix particulier de (a,b), calculer la somme Y w,.
n=1

Solution de I’exercice 9. Corrigé en classe.

Exercice 10. (**) Montrer que pour tout n dans N, le nombre
Un = (24+V3)" + (2 - V3)"

est un entier.
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En déduire que la série de terme général sin(m(2 + v/3)™) converge absolument.

Solution de l’exercice 10. Les nombres 2 4+ /3 et 2 — v/3 sont les racines du polynoéme
X-2+V3)(X-(2-V3)=(X-2)2-3=X%—4X +1.
On en déduit que la suite (uy,), oy vérifie la relation de récurrence
VneN, upio —4uyiq +u, =0.

Ses deux premiers termes sont uy = 2 et u; = 4 donc, par une récurrence double que je ne détaille pas, tous les
termes de cette suite sont des entiers — et méme des entiers pairs.

Autre méthode. Soit n € N. La formule du binéme donne (je zappe quelques étapes de calcul)

Up = Z (Z) on=k(\/3)R(1 4 (—1)*).

k=0

Les termes d’indices impairs sont nuls. En ne gardant que les termes d’indices pairs, il vient

si bien que u,, est un entier pair.
Soit n € N. On écrit 7(2 + v/3)" = 7u,, — 7(2 — v/3)". Le fait que u,, soit un entier donne

sin(m(2 + vV3)")) = —(—1)"" sin(7(2 — V3)") puis sin(m(2 — V3)")|.

sin(m(2+ V3)"))| =

On connait Pencadrement 1 < /3 < 2, qui donne 0 < 2 — V3 < 1. On en déduit que (2— \/?:)" tend vers 0 quand n
tend vers +o00, ce qui donne 1’équivalent

sin(r(2 — V3)")| ~ 72 = V3" puis ‘sin(w(? F V3| ~ 2 = V3"

L’inégalité |2 — v/3| < 1 donne la convergence de la série géométrique > (2 —/3)™.
n=0

Par le critere des équivalents pour les séries & termes positifs, on en déduit que la série 3 sin(7(24+/3)") converge
n=0
absolument.

_1)"
Exercice 11. (**) Montrer que la série ) )

——— est convergente. Est-elle absolument convergente ?
=1 (n!)t/n
n=1

Solution de I’exercice 11. L’équivalent de Stirling donne l'existence d’une suite (g5,),>1 de limite nulle telle que
vn € N*,  nl=n"e""V2rn(l +e,).
Pour tout n € N*, on en déduit ’égalité
(n)Y™ = ne=(2mn) /M (1 4 £,)V/".

Sous forme exponentielle, on a

(2mn) M (1 4+ 2,) /" = exp (ln(n) +n(2r)  In(1+ gn)) .

2n n

Quand n tend vers +o0o, ’exposant tend vers 0 donc, par continuité de I’exponentielle, cette quantité tend vers 1.

On en déduit 1’équivalent
1 e

ni/n 7 ; Uk
(n!) . puis RS
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La série de Riemann ). — est divergente donc, par le critére des équivalents pour les séries & termes positifs, la
n
n>1

1
série ——— est divergente.

On en déduit que la série >

ne converge pas absolument.

3
WV
N
—~
S
=
=
~
3

Soit n € N*. On trouve

1/«n+1yyﬂnﬂ>__< ()t )MJH>
1/(n)t/m IRN(CEE '

Apres simplification, on a

(n)"*t ol 1 2 n

(x D)  (ntrm ntl nt1l

<1

On en déduit I'inégalité
1/((n+ 1)H/ (4D

Dy S

Ainsi, la suite ( est décroissante. D’apres ’équivalent obtenu plus haut, cette suite converge vers 0.

1
() ) oy

converge.

, —1)"
Exercice 12. (**) Etudier la nature de la série > _ et

nse Vit (=)™

Solution de I’exercice 12. Corrigé en classe.

Exercice 13. (*) Montrer la convergence de la série de terme général

§ D

Ro=

k=n+1

Pour cela, on montrera que cette série vérifie les hypotheses du théoréeme des séries alternées. Pour ’hypothese de
décroissance, on commencera par justifier 'identité

= 1 1
R,| = — .
[Ra| Z<n+2p+1 n+2p+2>

p=0
e (<1
Généraliser avec Ry, (a) = > pour tout o > 0.
k=n+1 k

Solution de I’exercice 13. Corrigé en classe.

Exercice 14. (*) On reprend la notation R,, de 'exercice précédent.

tTL

dt.
1+¢

1
a. Pour tout n € N, justifier I'égalité R,, = (—1)"“‘1/
0

-1 n+1 1
b. En déduire le développement asymptotique R,, = % +0 (>
n

c. Qu’en déduit-on ?
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Solution de I’exercice 14. a. Soit n € N. Prenons un entier N > n + 1. On utilise d’abord la linéarité de 'intégrale.

N N N
(-1)* e [t ( k“)
3 = S 0 [ Atar= ST (-uErt) e
k=n-+1 k k=n-+1 A /0 k=n-+1

On reconnait la une somme géométrique finie de raison —t. Cette raison est différente de 1 donc on peut simplifier
cette somme.

N

> (_kl)k :/01 (—(—t)nl_i_j);_?j dt = (1) (/01 lt:t dt — (=1)N-" /01 fit dt).

k=n-+1

L’encadrement

1 tN 1 1
Og/—dtg/tthzi

montre que ce reste intégral tend vers 0 quand N tend vers +o00. Ce passage a la limite donne alors la formule attendue

1
tn
R, = (—1)”“/ — dt.
' o L+t

b. Effectuons une intégration par parties. On primitive t + ¢ en t +— t"T1/(n + 1), qui est de classe C! sur [0, 1].
On dérive t — 1/(t + 1), qui est de classe C! sur [0,1], en ¢ — —1/(t + 1)%. 1l vient

R, = (—1)"+ 1 n 1 /1 g+l y
" 2n+1)  n+1Jy (t+1)2 '

L’encadrement

Logntl ! 1 1 Loynt 1
g/ 7dt</t"+1dt=— donne / dt=0(=].
o (t+1)2 0 n+2 n+1/J, (t+1)2 n?

On observe par ailleurs le développement asymptotique

1
e (0n) —a(re(R) =)
n+l n n n n n n?

) (_1)n+1 1
ce qui donne finalement R, = —— + O ( —

2n n?

-1 n+1 —1)"
c. La série de terme général R,, — % est absolument convergente. La série de terme général )
n

converge

par le théoreme des séries alternées.

Par somme, la série de terme général R,, converge.

Exercice 15. (**) Etudier la nature de la série de terme général u, = sin(rv/n2 + 2n).

Solution de I’exercice 15. Corrigé en classe.

V) - Va=T]

Exercice 16. (**) Soit @ > 0. Déterminer la nature de la série de terme général u,, = —
n

Solution de ’exercice 16. Etant donné un entier & strictement positif, observons les équivalences
Vil =k <= k<Vn<k+1 <= K <n<((k+1)>%

Prenons un entier n strictement positif.

Si n est le carré d’un certain entier k, on obtient alors [\/n] =ket [vVn—1] =k —1donc |y/n|—[vVn—1]=1.
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Dans le cas contraire, en posant k = [/n], on a I'encadrement k% < n < (k + 1) donc k* <n —1 < (k+ 1)? puis

[Vn—1] =ket [v/n] — |[vVn—1] =0.

La série étudiée dans 1’énoncé se réécrit donc . Elle converge si et seulement si o > 1/2.

2
i1 k2

Exercice 17. (¥**) On fixe un entier n supérieur ou égal a 2.

k— nL%J

. Mont la série de t énéral ————=
a. Montrer que la série de terme généra K1)

est convergente.

b. Montrer que sa somme vaut In(n).

k—nly]

n

Solution de I’exercice 17. Pour tout k € N*, posons uj = m

a. Soit k € N*. Notons ¢ et r le quotient et le reste dans la division euclidienne de k par n (ce sont les nombres
notés q // retq % ren Python). On rappelle que ces deux entiers sont caractérisés par les relations

k=gn+r et 0<r<n—-1.

k
On en déduit en particulier Pencadrement gn < k < (¢ + 1)n — 1 donc ¢ < — < ¢ + 1 puis les égalités
n

V:J_q et k—n{kJ—k—qﬂ—T.
n n

k
On en déduit ’encadrement 0 < k —n {J < n—1 puis
n

E—nl®] n-1

< n- L
0S T+ S @

La série Y — est convergente. Par comparaison de séries a termes positifs, on en déduit que la série de terme
S
général uy, est convergente.

b. Comme on I'a vu, le numérateur de uy, est le reste de la division de k par n. On va donc regrouper les termes
des sommes partielles selon la valeur de ce reste. On va pour cela se limiter aux sommes partielles dont le nombre de
termes est un multiple de n.

m
Pour tout m € N*, posons S,, = > ug. Prenons maintenant un élément N de N* et considérons la somme
k=1
partielle S, n.

nN
SnNZ E U .
k=1

On va regrouper ensemble tous les indices k pour lesquels k % n vaut un reste » donné. En particulier, le reste
est nul lorsque k est un multiple de n. On ne va donc garder que les restes compris entre 1 et n — 1. Pour un reste r
donné, les indices k produisant ce reste sont les entiers de la forme gn + r. Il reste

n—1N-1

S"N:Z Z (qn+r)(qn+r+1):Zz(qnﬁ-?")(qn‘f‘r‘f'l)'

r=11<gn+r<nN r=1 g=0

On peut alors permuter les deux symboles de sommation (les bornes sont indépendantes des indices).

N—-1n—-1

SE R DD DY s ey

q=0 r=1
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Décomposons la fraction et faisons apparaitre une différence télescopable

T r r 1 < r—1 T >
- - = + :
(gn+r)(gn+r+1) gn+r qqu+r+1 gn+r gn+r gn+r+1
Reportons cela dans le calcul en cours et effectuons ledit télescopage.
N—1n—1 N—1n-1 N—1n—1 N—1 0 n_1
Sw=2 o+ 33 (2o )XY Y (o o).
prar o 1qn+r prar S qn +r qn+r+1 7Or1qn+r = gn+1 gn+n
11 reste
N—-1n-1 n— 1 1
Suv =22 - Z
o an +r n qg+1
Dans la double somme, le dénominateur gn + r parcourt injectivement les entiers de 1 a nN non multiples de n
Réinsérons ces entiers manquants
N—-1n-1 nN
BB RO IEED I
q=0 r=1 q k=1 q=1 q
m 1
11 est temps d’introduire la notation H,,, = > % et de rappeler le développement asymptotique
k=1

H,, = ln(m) ++ 0(1)7

ou 7 désigne la constante d’Euler.

On obtient alors ’écriture

1 n—1 1
—— = H,x — Hn.
n q:Oqul
—_———
—Hyn

Le développement asymptotique rappelé ci-dessus donne alors, quand N tend vers +o0, la relation
Spny = (In(nN) + v 4+ 0(1)) — (In(N) + v + o(1)) = In(n) + o(1).

“+o0
En faisant tendre N vers 400, il vient > uy = In(n).
k=1

Exercice 18. (***) Soit (uy),cy une suite réelle a termes strictement positifs. On suppose que la série de terme
général u,, est convergente et on note sa somme S.

a. Montrer que la série de terme général (u,,)? est convergente.

b. Trouver toutes les valeurs possibles pour la somme de la série des (uy,)?.

Solution de ’exercice 18.

a. La convergence de la série > u,, donne que u, tend vers 0. On en déduit la relation
(un)2 = o(un).

Le critere de négligeabilité pour les séries & termes positifs permet d’en déduire que la série Y (u,)? est convergente
n=0
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+oo
b. Notons pour commencer I'inégalité > (u,)? = (ug)? > 0.
n=0

Prenons maintenant N dans N* et observons les relations

N 2 N N .
<r;)un> B Z Z w Z ;(un)Q + 2ugu.

n=0m=0 >0

En faisant tendre N vers +o0, il vient

—+o0
Z(Un)2 < S? — 2uouy < sz,
n=0

La somme des (u,)? appartient donc & lintervalle ]0, S?[.
Montrons maintenant que pour toute valeur x de lintervalle 0, S?], il existe un choix de la suite (Un),en POUT
lequel la somme des (u,)? vaut .

Pour cela, on va se cantonner aux séries pour lesquels ont sait calculer les sommes, a savoir les séries géométriques.

Prenons ¢ dans |0, 1] et considérons une suite (uy ),y géométrique de raison ¢g. On a alors
“+o0
> =
Uy, =
n=0 1-

donc il suffit d’imposer ug = (1 — ¢)S pour que la suite (uy), y S0it & termes strictement positifs avec une somme
égale a S.

Pour ce choix, on obtient

+o0o +oo 202
1—¢q)°S 1-—
Z(un)z _ Z(l . q)2S2q2" | : _‘1)2 qsz

n=0 n=0 q 1 ta
Notons f(q) le quotient (1 — ¢q)/(1 + ¢). La fonction f est continue sur ]0,1[. Au bord de cet intervalle, elle
admet les limites 0 et 1. D’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, la fonction f réalise! toutes les valeurs de
I'intervalle ]0, 1[.

La somme des (u,)? peut donc prendre n’importe quelle valeur dans ]0, S?[.

Au final, les valeurs possibles pour cette somme sont exactement les éléments de l'intervalle |0, S?[.

Exercice 19. (***) On considére une série complexe convergente Y z,. On note S,, sa somme partielle de rang n.
£ox Zn
Montrer que la série > , — est convergente.
n

Pour cela, on transformera I'expression de ses sommes partielles en remarquant 1’égalité z, = S,, — S,,_1.

Solution de I’exercice 19. Soit N € N*. Suivons l’indication.

N L

n=1 n=1

Z
Z

Effectuons le décalage k = n — 1 dans la derniére somme et posons simplement & = n dans la précédente.
N N N—-1 S
Zn k k

n=1 0

>
Il

1. Elle les réalise méme bijectivement, mais 'unicité ne présente aucun intérét ici.

Lycée Henri Poincaré — PC" — mathématiques septembre 2020



Chapitre 3 — séries numériques — exercices corrigés page 11

Extrayons des termes pour aligner les bornes des deux sommes.

N N N N
Zn Sk Sk SN o Sk SN
;Z_Zk 25t S°+N+1_n§::1k(k+1) Sot N

n=1 =1

La convergence de la série ) z, entraine que la suite (S,,), ¢y est bornée. On en déduit que le quotient Sy /(N + 1)
tend vers 0 quand N tend vers +oo. De plus, on en déduit la domination

. . o Sk
qui prouve que la série de terme général ———— converge absolument.
k(k + 1)
. N Zn £o0 Sk
Tout ceci prouve que > — tend vers —Sgp + Y. ———— quand N tend vers +oo.
n=1 N n=1 k(k + ].)

. - Zn
Ainsi, la série Y, — est convergente.
n

n
Exercice 20. (**) On considere une suite réelle (uy,), oy & termes strictement positifs. On pose S, = >~ ug.
k=0

Unp

(Sn)?

a. Prouver que la série converge. Pour cela, on observera la minoration (S,)? > S,,S,_1.

U

b. Prouver que la série > S—n a la méme nature que la série > uy,.
n

Pour le cas de divergence, on séparera le cas ol u,/S, tend vers 0 et on exploitera I’équivalent —In(1 —¢) ~ ¢

lorsque t tend vers 0.

Solution de I’exercice 20. a. Soit n € N*. On a les relations
Sn = Snfl + Uy = Snfl >0 donc (Sn)2 = Snsn71~

Ces nombres sont strictement positifs donc

1 < 1
(Sn)2 = Snsn—l.

On obtient ensuite
0< ung< Up, :Sn—Sn,lz 1 _i.
(Sn) SnSn—l Snsn—l Sn—l Sn
On sait que la suite (S,,), >0 est croissante, minorée par Sp. Elle admet donc une limite qui est un nombre strictement
positif ou +oo.

On en déduit que la suite (1/S,,),>0 converge, si bien que la série télescopique associée

converge aussi.

est convergente.

b. Commengons par supposer que la série . u, converge et notons sa somme S.
n=0
L’inégalité S > ug > 0 donne 'équivalent

Lycée Henri Poincaré — PC" — mathématiques septembre 2020



Chapitre 3 — séries numériques — exercices corrigés page 12

LY ’ . s N oy ’ . s . un
Le critére des équivalents pour les séries & termes positifs permet d’en déduire que la série Y —— est convergente.
n=>0 Pn

Supposons maintenant que la série Y w,, diverge. La suite (S,,)n>0 est croissante et divergente donc elle tend vers
n>=0
+0o0.

Cas 2.1. On suppose que la suite (u,/Sy)n>0 ne tend pas vers 0. La série associée diverge alors grossierement.
Cas 2.2. On suppose que la suite (u,/Sy)n>0 tend vers 0.

En exploitant I'équivalent —In(1 —¢) ~ ¢ (quand ¢ tend vers 0), on obtient

Up, Un,
1) e
“< Sn) S
Soit n € N*. Un calcul donne

Un _ Sn — Unp _ Sn—l _ .
—1In (1 — Sn) =—1In (Sn ) = ln( 3 ) =In(S,) — In(Sp—1).

La suite (In(Sy,))n>1 tend vers 400 donc la série télescopique

> (In(Sy) — n(Sp-1))

n=1

est divergente. Le critére des équivalents pour les séries & termes positifs permet de conclure que la série de terme
général u, /S, est divergente.

1
Remarque. Prenons le cas de la suite <) . Dans ce cas, on sait S,, est équivalent a In(n).
N/ p>1

Les résultats de cet exercice prouvent alors que la série > diverge et que la série Y

55 nin(n) S5 n(ln(n))? OTVES

Exercice 21. (***) Soit (a,),,cy une suite réelle.
On suppose que pour toute suite réelle (by,),,c telle que la série > (bn)? converge, la série Y a,b, converge.

Montrer que la série " (a,)? converge. (Raisonner par I’absurde au moyen de I'exercice précédent.)

Solution de I’exercice 21. On suppose que la série > (a,)? est divergente. Pour tout entier N, posons

N

Sx =Y (an)*.

n=0
La suite (Sx)nen tend vers +o0o donc il existe un rang ng tel que

VN > ng, Sy >0.

. an
Pour tout entier n > ng, posons b, = —

n

D’apres la question a de I'exercice 20 avec le choix u,, = a2, on observe que la série > (b,)? est convergente.
n>ngo

On en déduit que la série > anb, est convergente. Néanmoins, son terme général vaut u,/S,, si bien que cette
n>=ngo
série diverge d’apres la question b de I’exercice 20.

Cette contradiction prouve que la série > (a,)? est convergente.
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Exercice 22. (**) Soit (uy), oy une suite réelle positive. Pour tout n dans N*, on pose

P, = I}:[l(l + ug) et Up = ;—Z

a. Montrer que la série > v, converge.
n>1

b. Montrer que sa somme vaut 1 si la série > u, diverge.

Solution de ’exercice 22. Tout repose sur 1’égalité u, = 1 + u, — 1, qui donne

1 -1 1 1
2, Un:( + un) _ =

vn Pn Pnfl Pn

WV

a. La suite (P,,), oy~ est croissante, minorée par P; = 1 + uy, donc elle possede une limite dans [1 4 u;, +00]. On
en déduit que la suite (1/P;,)n>1 posséde une limite finie (éventuellement nulle).

La série des différences ) )
(s 7)

n>=2

est donc convergente, ce qui prouve que la série »_ v, converge.
b. Précisions les sommes partielles. Soit un entier N > 2.

N N
;” n 2::2 (Pnl Pn> P, "B Py P Py Px

On suppose maintenant que la série Y u,, diverge. Montrons que P,, tend vers +oc.
n>=1

Supposons, par I’absurde, que la suite (P,),>1 ne tende pas vers +oo. D’apres le raisonnement de la premiere
question, on en déduit que cette suite converge vers une limite strictement positive £.

Par continuité de t — In(t), la suite de terme général In(P,,) tend vers In(¢). On en déduit que la série de terme
général In(1 4 wuy) est convergente. En particulier, la suite (uy)r>1 tend vers 0 et on en déduit que In(1 + ug) est
équivalent & uy.

Le critere des équivalents pour les séries a termes positifs permet d’en déduire que la série de terme général uy
converge, ce qui contredit notre hypothese.

Cette contradiction prouve que la suite (P,,),>1 tend vers +00. On en déduit ’égalité

+oo
Z v, = 1.
n=1

Exercice 23. (**) On définit une suite réelle (), .y en prenant xo strictement positif et en posant
Vn € N, Tnt1 za:n—i—xi.
a. Montrer que la suite (x,,), .y tend vers +oc.

b. Montrer que la suite de terme général u,, = 27" In(z,,) est convergente (utiliser la série des différences).

c. Montrer que z,, admet un équivalent de la forme exp(2™\) pour un certain A > 0.

Solution de I’exercice 23. a. Pour tout n € N, on observe pour commencer la relation
_ =22 >0
xn—&-l Ty = .’ﬂn = U,

si bien que la suite (z,,),,cy est croissante. Elle admet donc une limite £ dans RU{+o0}. Si on suppose que cette limite
est finie, alors elle vérifie la relation ¢ = £ + 2, donc £ = 0. Mais c’est impossible : la suite (2,),,cy st minorée par
T, qui est strictement positif.

La suite (x,), oy tend vers +-oo.
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b. Soit n € N. On trouve

n 1
Upy1 — Up = 27" 1n <x ;Ll> S <1 + ) .
T

n Tn
On sait que z,, tend vers +oo donc In(1 + 1/z,,) tend vers 0, ce qui donne

Upt1 — Up = O(277).

La série géométrique D 27" est convergente donc la série télescopique Y (un41 — up) converge absolument. On en

déduit qu’elle converge, ce qui prouve que la suite (uy,), oy converge.

c. Notons £ la limite de la suite (u,),cy. Prenons un entier n de N. Pour tout entier N > n + 1, un télescopage

donne
N-1
UN — Uy, = Z(uk-H — Up)-
k=n
En faisant tendre N vers +o0, il vient
“+oo
l—u, = Z(uk+1 — Up)-
k=n

Pour tout entier k > n, remarquons les inégalités

ce qui donne ensuite

donc u, = £+ 0(27"™). On obtient ensuite

In(z,) =€ 27" +0(1) puis @, =ef 2 e

n
donc z,, ~ et 27",
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