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F1GURE 1 — Mouvements de la Terre dans le référentiel héliocentrique et référentiels associés

S

FIGURE 2 — Forces de gravité et forces d’inertie sur un point matériel a la surface de la Terre
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FIGURE 3 — Le seau de Newton : la rotation autour de ’axe vertical déforme la surface
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F1GURE 4 — Calcul du champ de pression dans la Terre
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FIGURE 5 — Etude du bourrelet équatorial de la Terre. h désigne la surélévation par rapport a
une sphere parfaite
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FIGURE 7 — Etude d’un tir d’obus depuis le Pole Nord
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FIGURE 8 — Déviation d’une chute libre par la force de Coriolis
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FI1GURE 9 — Une carte météorologique a ’échelle de I'Europe occidentale
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Vent 10m et isobares pour le 08/07/04 14HOO0 loc

1 barbule = 10 neeuds = 18,52km /h

FI1GURE 10

FIGURE 11 —



PC* — Cours de physique Référentiel terrestre




PC* — Cours de physique Référentiel terrestre

Complément : modélisation cohérente du champ de
pesanteur terrestre

La rotation de la Terre dans le référentiel géocentrique est associée a l'existence de forces
d’inertie d’entrainement qui ont deux conséquences :

i) Le champ de pesanteur comprend, en plus du champ gravitationnel ggay, un terme cen-
trifuge Gie.

it) La Terre n’est pas sphérique mais aplatie aux pdles et bourrelée a 1’équateur. Le champ
gravitationnel Gy s’écarte donc de celui que créerait une planete a symétrique sphérique.
De plus, lorsqu’on se déplace a la surface de la Terre, on mesure ¢ en des points dont la
distance au centre de la Terre n’est pas toujours la méme.

Ces deux effets doivent étres étudiés conjointement, et non pas séparément comme nous 1’avons
fait en cours. On repeére un point de la Terre par ses coordonnées sphériques (r, ). La longitude
 n’intervient pas a cause de l'invariance du probleme par rotation. Un point de la surface est
repéré par r = R+ h avec h < R.

S

Soit un point matériel de masse m situé¢ en M et subissant la force F dérivant de I’énergie
potentielle E,(M) par F = —grad E,(M). On introduit le champ g(M) et le potentiel (M)

associés définis par F' = mg(M) et E,(M) = m®(M). Il sont liés I'un a l'autre par § = —grad .
Ces concepts s’appliquent aussi bien aux forces de gravité qu’aux forces d’inertie.
1. Potentiel de gravitation de la Terre sphérique

Si la Terre était une boule de masse M, de rayon R et de masse volumique moyenne py, le

champ de gravité a la surface vaudrait gy = —go U, avec
. GM o G x %’TFRng o 47TGp0R
PR T T R T 3

(1)

Le potentiel de gravité créé par cette sphere est donné, pour r > R, par &5 = —%. Pour
r = R+ h avec h < R, un développement au premier ordre donne :

GM _GM<1 h)_ GM
R

On retrouve un résultat bien connu : pour des objets proches de la Terre, ’énergie potentielle
de gravité vaut, a une constante pres, mgoh.

2. Potentiel d’inertie d’entrainement

La force d’inertie d’entrainement est donnée par Fj, = mw?H M. Si on utilisait des coor-

données cylindriques, on aurait HM = r i, et F;, = mw?r ii,. On voit que cette force dérive de

I'énergie potentielle F, ;. = —%mr2w2 = —%mH M?w?. Comme nous utilisons les coordonnées

cylindriques, il convient de remplacer HM par rsinf. Le potentiel associé a la force d’inertie
s’exprime donc par

1 1
D, = —§T2w2 sin? ) = —§(R + h)?w?sin® 0

10
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3. Forme de la Terre sans correction gravitationnelle

Dans une premiere approche, nous supposons que la déformation de la Terre n’affecte pas
le potentiel gravitationnel. Le potentiel total est donc donné par

1
O(h,0) = o+ D;. = Po(R) + goh — 5(R + h)?w?sin®6 . (2)

On traite la Terre comme un volume de fluide en équilibre. Selon un théoreme usuel de statique
des fluides, sa surface est un ensemble de points tels que ® = C'ste, ce qui permet en principe
d’exprimer h en résolvant une équation du second degré. Pour éviter ces lourds calculs, on se
contente d’un résultat approché. Si w était nul, la Terre serait parfaitement sphérique et on
sait d’ailleurs que c’est « presque » le cas. L’effet de la force d’inertie est assez modéré parce
que Paccélération d’entrainement, voisine de Rw?, est trés inférieure & go. On le voit mieux en
calculant le nombre sans dimension
Ruw? 1

= ~346.10%~ —
1= 0 =9 290

En remplagant w? par qgo/R, on a

O(h,0) = Bo(R) + goh — qug(R + )2 sin 0
Les approximations consistent a chercher h au premier ordre en ¢, sous la forme h = Rf(q)
avec f(q) = O(q) = o(1) (c’est a dire h < R). Dans la suite, on n’écrit pas les o() mais on
abandonne les termes négligeables. Dans le dernier terme de ® par exemple, ¢ se trouve en
facteur donc on peut au premier ordre remplacer R + h par R pour écrire

®(h,0) ~ Bo(R) + goh — %Rsnﬁ 0

En écrivant ®(h,#) = Cste, on obtient 'expression de h définissant la forme de la Terre :

R R
7(](:0829 avec K' = K+—q

h(@):%sin20+K:K'— 5

Dans ces expressions, les constantes K et K’ s’'interpretent comme les valeurs de h pour € = 0
et § = m/2, au pole et a I'équation respectivement. Numériquement, on trouve heq — hpole =
Rq/2 = 11 km, bien éloigné de la valeur réelle de 21,5 km.

4. Conservation du volume

Telle qu’elle a ét¢é introduite, la constante K semble arbitraire. En réalité, on peut la trouver
si on se fixe le volume total Vj de la Terre. Si la Terre était parfaitement sphérique, on aurait
Vo = %WR?’. Bien que déformée en un ellipsoide de révolution, la Terre doit renfermer le méme
volume de matiere. En coordonnées sphériques, un élément infinitésimal situé dans la Terre
a pour volume dV = r?sinfdfde dr avec 6 € [0,7], » € [0,27] et r € [0, R + h(§)]. D’on

I’expression du volume
R+h(0)
/ d(p/ d@/ drr?®sin g

= 27?/ d@w sin 0
0 3

o /” R® 4+ 3R*h + 3h*R + h?
0

sin 6 df
3

11
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Comme h < R, on néglige les termes d’ordre 2 et 3 en h?R et en h3.

2 T iy
Vo~ %R?’ / sin 0d + 27 R2 / b sin 06
0 0
4 s
= §7TR3 + 2T R? / h sin 0d6@
0

La condition de conservation du volume V' =V, impose donc [ h(6) sin df = 0. Avec h() =
1qasin? 0 + K et en utilisant [ sin®0df = 4/3, on en déduit K = —gR/3 et donc

h:@ <sin29—g>
2 3

5. Correction du potentiel gravitationnel

Qualitativement, I'expression de h trouvée ci-dessus décrit bien la réalité, mais la différence
qR/2 = 11 km entre le rayon équatorial et le rayon polaire est largement sous-estimée. Il parait
donc légitime de postuler que h est de la forme

9
b= hy (sin29 _ g)

en cherchant la valeur de hg avec plus de rigueur. Il faut pour cela tenir compte du fait que la
Terre non sphérique crée un potentiel gravitationnel ®,,,, qui n’est pas exactement ®,. Pres
des poles, la surface de la Terre aplatie est plus proche de son centre et il « manque » en quelque
sorte de la matiere ; pres de I'équateur elle en est plus éloignée et il y au contraire un « surplus ».
On peut voir la distribution de matiere associée comme la superposition de la boule idéale de
rayon R et d'une couche d’épaisseur |h|. Dans la région ou h > 0, on attribue a cette couche
la masse volumique p; des roches situées pres de la surface. Dans la région ou A < 0, on lui
attribue la masse volumique —p;.
—P1

épai h
palsgeur |h
P1

+ .

—P1

Selon le principe de superposition, le potentiel gravitationnel s’écrit
Dyrav (M) = Bo(M) + 1 (M)

Le terme ®; n’est pas facile a obtenir : la distribution de masse correspondante ne possede
pas la symétrie sphérique donc on ne peut pas appliquer commodément le théoréeme de Gauss.
Nous admettons ' ici que

2

_M <sin20 — _)
3

On voit apparaitre dans cette expression les facteurs hg et (sin®6 — 2/3) déja présents dans
I'expression de h. D’apres la relation (1), on peut aussi remplacer 4mG R par 3go/po pour écrire

_ 3g0p1 R?

h
5por3

o, =

1. Une démonstration de ce résultat est proposée en annexe.
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6. Nouvelle détermination de P’aplatissement
Pour obtenir le potentiel, il suffit de modifier la relation (2) en ajoutant le terme ®;.

O(r,0) = $o(r,0) + O1(r,0) + Dye(r, 0)
(3)

Pour r = R + h, on obtient

390 R qgo

O(R+ h,0) = Pg(R h— ————

(R+ h)*sin®0 . (4)

Comme plus haut, h < R donc on peut, au premier ordre en ¢, confondre (R+ h) avec R dans
les deux derniers termes.

3
O ~ Oo(R) + goh — JoPL 990 pgin2 g
5p0 2

3p0 490 .92
~ O4(R ——|h—=—R 0
0( ) + 9o < 5p1> 2 sin

La surface de la Terre est un ensemble de points M tels que ®(M) = Cste, d’ou on déduit

Rq

3
2(1 = 55%)

h(0) = hgsin?6 + K" avec hg =

La conservation du volume permet d’éliminer K” pour écrire
L, 2
h(0) = ho (sin“ 6 — 3

La longueur hg représente I'écart Req — Rpole entre le rayon équatorial et le rayon polaire.

7. Application numérique

On prend py, = 5,512t.m3, masse volumique moyenne de la Terre. La valeur de p; est
plus mystérieuse : dans ce modele, c’est la masse volumique d’une couche déformable située
en surface avec une épaisseur de 'odre de quelques dizaines de kilometre. La masse volumique
de la crofite terrestre? est de 3t.m™3, celle du manteau supérieur de 4,1t.m™3. En prenant

p1 = 3,5t.m3, on trouve
h() = 18km

Ce résultat est assez proche des 21,5km mesurés. On reproduit plus précisément cette valeur
expérimentale en choisissant p; = 4,5t.m™3, ce qui n’est pas trés clair d’'un point de vue
géologique. Dans la suite, c’est cette valeur qui sera utilisée.
8. Retour au champ de pesanteur

L’expression de hy étant maintenant connue, réécrivons le potentiel en tenant compte de

(I)O = —GM/T

_GM B 47Tp1GR4h0
r 5r3

O(r,0) = (sin2 6 — g) — %7’%}2 sin® 0

Le champ de pesanteur s’en déduit par

9o . 10D o
— Uy — ——— Ug = ¢, Uy U
or o0 Y gee

2. http ://www.astronoo.com/fr/articles/structure-de-la-terre.html

§:—gradq): —

13



PC* — Cours de physique Référentiel terrestre

La composante radiale contient le terme gravitationnel gg, tres supérieur aux autres termes qui
sont d’ordre ¢g. Dans ces conditions, on montre facilement? que la norme du champ est presque
donnée par g = |g,|.

0 . GM 9p1h033g0 ( . 92 2) q9o
— — = sin“ 0 — —

.2
=L 990, 5in? g
g or 72 5  port + e

R

Dans le second terme, on a remplacé 47G R par 3go/po et dans le troisiéme w? par qgo/R. Pour
avoir le champ de gravité a la surface de la Terre, on 'évalue en r = R + h. Comme le second
et le troisieme termes sont proportionnels a hgy et ¢, on obtient une réponse au premier ordre
en ¢ en y remplagant R + h par R. Pour le premier terme,

GM GM 1 GM 2h 2g0h 2900 [ . 5
(R+ h)? R? (14 h/R)? R2 ( ) got R Jgo+ I (sm /3)

R

On voit que 'évaluation du terme & symétrie sphérique a la distance R + h (et non pas R)
contribue a la variation de g. En ajoutant les deux derniers termes, on obtient finalement

4hy  6pihg 2ho  9p1ho\ . 5
r— 1 - - 0
I g°< T3R T Eper) TP\ TR TSR )T

Le premier terme est constant et s’écarte légerement du champ gravitationnel sphérique gq.
Le second terme dépend de # et montre que le champ est plus fort aux poles qu’a I'équateur.
Avec p; = 4,5t.m™3 on obtient la courbe représentée ci-dessous, qui ne s’écarte pas de plus de
1073 m.s~2 des relevés expérimentaux. L’écart entre le champ maximal (environ 9,83 m.s™2 aux
poles) et le champ minimal (environ 9, 78 m.s™2 a I'équateur) est de 0,052 m.s~2. Aux latitudes

francaises (6 ~ 45°), g est légérement inférieur a 9,81 m.s 2.

—— modeéle

9.83 exp

9.82 A 9o
cf? 9.81 -
v
£
(@)

9.80 -

9.79 A

9.78

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

colatitude 6 (degrés)

3. Nous 'avons vu en cours
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9. Annexe : détermination du potentiel ®; (avec notions hors programme)

La couche d’épaisseur |h(#)| portant la matiere de masse volumique £p; crée un potentiel
gravitationnel ®;(r,d). Comme |h| < R, on la décrit comme une répartition surfacique de
matiere couvrant la sphere de rayon R. Le passage de la description volumique a la description
surfacique est donné par

2
a(0) = p1h(0) = p1ho <sin2 0— g)
La masse surfacique o, en kg.m~2, est négative prés des poles et croit progressivement en
direction de I’équateur ou elle est positive.

<0

>0

Pour la suite, il est fondamental de remarquer que

sin 0 — 2_1 cos? 0 = 2 (§ cos? 0 — 1) = —gPQ(cosﬁ) avec Py(X) = §X2 21

3 3 3\2 2 3 2 2
On appelle P, « polynéme de Legendre de degré 2 ». En physique mathématique, la fonction
6 — P,(cosf) est bien connue : il s’agit de ’harmonique sphérique Y5 () et elle fait partie
de la grande famille des harmoniques sphériques Y ,,. Il n’est pas question ici de proposer un
cours sur ces fonctions, mais simplement d’utiliser deux de leurs propriétés.

— Toute fonction des coordonnées sphériques (r,#) présentant un Laplacien nul sur un do-
maine ouvert peut s’écrire sous la forme

> Yeol) (Arf + Br=t1)
=0

— Lorsque la répartition de masse présente des variations angulaires décrites par une seule
harmonique sphérique, le potentiel est lui méme proportionnel a cette harmonique sphé-
rique. La somme précédente ne contient donc qu’'un seul terme.

Dans le cas qui nous occupe, I'équation de Maxwell-Gauss gravitationnelle A® = —47Gp, écrite
dans le vide, montre que le potentiel ®;(r,#) vérifie 'équation de Laplace pour r < R et pour
r > R. Comme o est proportionnelle a Ps(cosf) = Y54(6), 1 lui est aussi proportionnel sur
chacun des deux domaines. Il existe donc 4 constantes A;, By, As et By telles que?

A 2
pour r< R, & = (—31 + Blfr2> <sin2 — —>
T 3

A 2
pour r >R, &= (—32 + BQT2> <sin2 60— —>
r 3

Le potentiel est défini en 0, donc A; = 0. Le potentiel est borné pour r — oo, donc By = 0. Le
potentiel est continu en r = R donc
Ay

2 A 2
V0, B\ R? (sin2«9 — g) = R_§ (sin29 — §) donc B; = g

4. oups, j’ai inversé les variables A et B!
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Enfin, la présence de masse surfacique en r = R entraine une discontinuité de la composante
radiale gy, du champ g = —V®;. L’expression de cette discontinuité est donnée par un résultat
hors programme® :

glr(R+) - glr(R_) = —4nGo
Comme ¢y, = —0®,./0r, on en déduit

3A . 2 . 2 . 2
R—f (sm2 60— §> + 2B R <s1n2 0 — g) = —4AnGp1hg <sm2 60— g)

On élimine B au profit de Ay pour finalement obtenir

2

4GhyRA
_ 2ot Pu sin29—§) pour r >R

Ay = -

. 47TGR4p1h0 (
puis ¢ = ———7——

53

Référence :
B. Lautrup, Physics of continuous matter

5. On rencontre la méme idée en électrostatique.
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