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Déterminant de Vandermonde

Matrice de Vandermonde

Etant donné des nombres complexes a1, ..., an, on leur associe la
matrice de Vandermonde

V(ar, ..., an) = ((aY Hi<ijcn-
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Déterminant de Vandermonde

Matrice de Vandermonde

Cette matrice s'écrit

1 a a% e a{’fl'
1 a a - art
V(al) 9 an) —
2 n—1
1 an-1 dp 9h1
11 a, af, ag_l_
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Déterminant de Vandermonde

Matrice de Vandermonde

1 a a% af_l'

1 a a% ag_l
V(ai,...,an) = |: :

2 n—1

1 oap1 a, a1

L1 a, a,2, aj,’*l_

C'est la matrice canoniquement associée a

e  Chq[X] — c"
P —  (P(a1),...,P(an)).
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Déterminant de Vandermonde

Matrice de Vandermonde

Remarque. Si ay, ..., a, sont tous distincts, alors leur matrice de
Vandermonde est inversible.
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Déterminant de Vandermonde

Matrice de Vandermonde

Remarque. Si ay, ..., a, sont tous distincts, alors leur matrice de
Vandermonde est inversible.

Démonstration. Reprenons |'application linéaire

e Chq[X] — Cc"
P —  (P(a1),...,P(an)).

et considérons P € Ker(y). Les nombres ay, ..., a, sont alors des
racines de P.
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Déterminant de Vandermonde

Matrice de Vandermonde

Remarque. Si ay, ..., a, sont tous distincts, alors leur matrice de
Vandermonde est inversible.

Démonstration. Reprenons |'application linéaire

e Chq[X] — Cc"
P = (P(a)..., P(an).
et considérons P € Ker(y). Les nombres ay, ..., a, sont alors des
racines de P.

Le polyndme P est de degré au plus n — 1 et il possede au moins n
racines donc il est nul.
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Déterminant de Vandermonde

Matrice de Vandermonde

Remarque. Si ay, ..., a, sont tous distincts, alors leur matrice de
Vandermonde est inversible.

Démonstration. Reprenons |'application linéaire

e Chq[X] — Cc"
P —  (P(a1),...,P(an)).

et considérons P € Ker(y). Les nombres ay, ..., a, sont alors des
racines de P.

Le polyndme P est de degré au plus n — 1 et il possede au moins n
racines donc il est nul.

L'application linéaire ¢ est donc injective. Or les espaces vectoriels
Cp-1[X] et C" ont la méme dimension donc ¢ est un
isomorphisme.
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Déterminant de Vandermonde

Déterminant de Vandermonde

Théoreme.
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Déterminant de Vandermonde

Déterminant de Vandermonde : démonstration

La remarque fondamentale est la suivante : étant donné un

n—1
polyndme P = 3" p X de C,_1[X], on a

k=0
1oa & A T ] [ Par) ]
1 » & 8y p1 P(a2)
: : X = :
2 n—1
1 ap1 a,q - a3 Pn—2 P(an-1)
|1 a, a% ag_l_ | Pn—1 _'D(an)_
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Déterminant de Vandermonde

Déterminant de Vandermonde : démonstration

La remarque fondamentale est la suivante : étant donné un

n—1
polyndme P = 3" p X de C,_1[X], on a

k=0
1oa & A T ] [ Par) ]
1 » & 8y p1 P(a2)
Lo . X = :
2 n—1
1 ap1 a,q - a3 Pn—2 P(an-1)
|1 a, a% ag_l_ | Pn—1 _'D(an)_

On applique ¢a au polyndéme P, = (X —a1)--- (X — ap—1), qui
produit une colonne presque nulle.
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Déterminant de Vandermonde

Déterminant de Vandermonde : démonstration

n—2
On applique I'opération C, <— C, + > pxCis1. Le déterminant de
k=0
la matrice V(a1,...,a,) est égal a
1 o af e affz 0
1 a a% e 3572 0
: : -
1 a1 a2, E 0
1 a, a2 a"2 Py(an)
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Déterminant de Vandermonde

Déterminant de Vandermonde : démonstration

En développant selon la derniére colonne, il vient

dét(V(a1,...,an)) = Pn(an) x dét(V(a1,...,an-1))-

Novembre 2020 Déterminant



Déterminant de Vandermonde

Déterminant de Vandermonde : démonstration

En développant selon la derniére colonne, il vient
dét(V(a1,...,an)) = Pn(an) x dét(V(a1,...,an-1)).

On itere.

dét(V(a1,...,an)) = Pn(an) X Pn—1(an—1) x dét(V(a1,...,an—2))

= P,,(a,,) X Pn_l(a,,_l) X e X Pg(ag)dét( V(al)).
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Déterminant de Vandermonde

Déterminant de Vandermonde : démonstration

En développant selon la derniére colonne, il vient
dét(V(a1,...,an)) = Pn(an) x dét(V(a1,...,an-1)).

On itere.

dét(V(a1,...,an)) = Pn(an) X Pn—1(an—1) x dét(V(a1,...,an—2))

= P,,(a,,) X Pn_l(a,,_l) X e X Pg(ag)dét( V(al)).

La matrice V/(a1) s'écrit (1) donc son déterminant vaut 1.
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Déterminant de Vandermonde

Déterminant de Vandermonde : démonstration

Il reste

dét(V(ar,...,an)) = [ [ Pi(a)))
j=2

en ayant posé
j-1

Py =1IXx - a)

i=1
donc

dét(V(a1,...,an)) = H H(aj —aj) = H (aj — aj).
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Déterminant de Vandermonde

Un exercice

Exercice 26. Soit (a, b, c) € K>.
a+b b+c c+a

Calculer |22+ b2 b2+ 2 2+ 22.
A4+b PPy 3+8
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Déterminant de Vandermonde

Un exercice

Pour déméler les symboles a, b, ¢, on effectue par exemple
G—-G+G-G.

a+b b+ c c+a 2a b+ c c+a

Z24+b2 PP+ 2+ =222 b2+c?2 2422
a+b PP+c3 3+43 223 B3+ 3 B4 48
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Déterminant de Vandermonde

Un exercice

On met le 2 en facteur puis on finit de déméler les lettres en
effectuant G3 < C3 — C; puis G +— G — Gs.

a+b b+ c c+a a b c

a4+ b2 PP+c? 242 =2]a% B ¢
B+ B+ 3+38 a3 B 3
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Déterminant de Vandermonde

Un exercice

On factorise par a, par b et par ¢, ce qui fait apparaitre un
déterminant de Vandermonde.

at+b b+ c c+a 1 1 1
a2+ b> bPP+c? ?+a%=2abcla b c],
B+ BB+ 3+83 a2 b? 2

ce qui fait 2abc(b — a)(c — a)(c — b).

Novembre 2020 Déterminant



Déterminant des matrices par blocs

Plan

© Déterminant des matrices par blocs

Novembre 2020 Déterminant



Déterminant des matrices par blocs

Matrice triangulaire par blocs

Théoreme. Le déterminant d’'une matrice triangulaire par blocs
est le produit des déterminants de ses blocs diagonaux.

Al Aip - Air
0 Ap - A r
det | | . 7 | = T dét(An)-
: R k=1
0 - 0 A,

)
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Déterminant des matrices par blocs

Matrice par blocs

Exercice 29. Soient A, B, C des éléments de M,(K). On pose

M:[g é‘}

Calculer dét(M).
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Déterminant des matrices par blocs

Matrice par blocs

Exercice 29. M = {0 A]

B C|
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