Chapitre 12 — intégrales dépendant d’un parameétre — exercices page 1

Exercice 1. (*) Soit f € C*°(R,R). On pose g(z) =

M pour tout z € R* et g(0) = f(0).

Vérifier 1’égalité fol f'(xt) dt = g(z) pour tout x réel. En déduire que la fonction g est de classe C*° sur R.

Solution de ’exercice 1. Un premier calcul donne

1 1
/ £1(0 % 1) dt = / £(0) dt = £(0) = g(0).
0 0
Soit z € R*. Un deuxieme calcul donne

/01 o i — {f(xt)rl _f@ =10 _ o,

T Jt=0
1
Pour tout n € N, définissons la fonction F,, :  — / 2" (D (zt) dt de R dans R.
0

Soit n € N. On définit la fonction h,, : (z,t) — ™ £+ (2t) de R x [0,1] dans R.
Pour tout z € R, la fonction ¢ — hy,(z,t) est continue et intégrable sur [0, 1].

Pour tout ¢ € [0,1], la fonction = +— h,(z,t) est de classe C! sur R, de dérivée

v %@7 t) = &™) ().

Pour tout x € R, la fonction ¢t — 8{;;” (z,t) est continue sur [0, 1].

Soit R > 0. La fonction f("*2) est continue sur le segment [~R, R] donc elle est bornée sur ce segment.
Pour tout « dans [—-R, R] et tout ¢ dans [0, 1], le produit zt est dans [-R,R]. On obtient donc la domination

on,

Y0 € R X 0.1] |5 0] < 1

La fonction constante t — Hf(”“)HOO’[_R_’R] est continue et intégrable sur [0, 1]. Elle est également indépendante
du parametre z.

1
Le théoreme de dérivation sous l'intégrale donne que la fonction = — / hy(z,t) est de classe C! sur [-R, R]. Cette
0
fonction est la fonction F,,.

C’est vrai pour tout R > 0 donc la fonction F,, est de classe C' sur R. De plus, sa dérivée est donnée par
1
VreR, Fl(z)= / 2L (1) At = Fpoyq ().
0

On a montré ainsi que pour tout n € N, la fonction F,, est de classe C* sur R, de dérivée F, ;.

La fonction Fy étant la fonction g, on en déduit que pour tout n € N, la fonction g est de classe C™ sur R, de
dérivée n-ieme égale a F,.

La fonction g est donc de classe C* sur R.

—z2(14t2)

1
Exercice 2. (*) Pour tout x réel, on pose f(z) = / ¢
0

z 2
- dtet g(z) = / et dt.
1412 o

a. Dériver la fonction f. En déduire une relation entre f et g.

“+oo
b. En déduire la valeur de l'intégrale / et dt.
0
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Corrigé en classe.

20 Arctan(t
Exercice 3. (**) On pose F(z) = / rctan(tz) dt quand c’est possible.

0 t(1+ t2)
a. Montrer que la fonction F est définie sur R.

b. Montrer que la fonction F est de classe C! sur R.

c. Exprimer F/(z) pour tout = dans ]0, 1{U]1, +o0] puis pour tout z € [0, +oo].

d. Obtenir finalement une expression de F(z) pour tout x réel.

Corrigé en classe.

Exercice 4. (*) Pour tout (a,b) € (]0, +oc[)?, montrer I'existence de I'intégrale.

+oo —at _ ,—bt
I(a,b) = / ¢ T 4
0 t

Calculer cette intégrale. Pour cela, on pourra fixer a et dériver par rapport a b.

Corrigé en classe.

—t+itz
Vit

a. Montrer que la fonction J est définie sur R.

e

+oo
Exercice 5. (**) On pose J(z) = / dt quand c’est possible.
0

b. Montrer que la fonction J est de classe C' sur R.

c. Trouver une équation différentielle d’ordre 1 vérifiée par J puis trouver une expression simple de J(z).

—t+itx

Vit

e

Solution de I’exercice 5. Pour tout (x,t) € Rx ]0,4+00[, on pose f(z,t) =

a. Soit x € R. La fonction ¢ — f(z,t) est continue sur |0, +oo].

Pour tout ¢ €]0,1], on trouve |f(x,t)| = <.

N
On sait que la fonction ¢ — 1/4/1 est intégrable sur |0, 1]. La fonction ¢ + f(x,t) I'est donc aussi.

—t
Pour tout ¢ > 1, on trouve |f(z,t)| = ¢ <et.

Vit
On sait que la fonction ¢ — e~ " est intégrable sur [1,+o00|. La fonction ¢ — f(z,t) I'est donc aussi.

Ainsi, la fonction ¢ — f(x,t) est intégrable sur ]0, +oo[, ce qui donne en particulier I'existence de J(z).

b. Comme on vient de le voir, pour tout z € R, la fonction ¢t — f(x,t) est continue et intégrable sur |0, +ool.

Pour tout ¢ > 0, la fonction o — f(x,t) est de classe C* sur R, de dérivée

T = g—i(m,t) = iv/te 1Tzt

Pour tout z € R, la fonction t — %(x, t) est continue sur ]0, +-o00|.
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Pour tout (z,t) € Rx]0,400[, on remarque 1’égalité
0
’af;(x,w‘ = Vie™,

ce qui est indépendant de x.
La fonction ¢ : t —+ y/te™* est continue sur [0, +o0l.
On sait que vte~*/2 tend vers 0 quand ¢ tend vers 400 donc ©(t) est négligeable devant e t/2,
la fonction ¢+ e~*/2 est intégrable sur [0, +oo[ donc la fonction ¢ I'est aussi.

Le théoreme de dérivation sous I'intégrale donne alors que la fonction J est de classe C! sur R, avec
+oo

VreR, J(z)=i Vie tHte gt
0

c. Soit x € R. Soient a > 0 et b > a. On effectue une intégration par parties.
La fonction ¢ — v/t est de classe C! sur le segment [a, b], de dérivée t — 1/+/%.
La fonction t — e~ !T1'* admet pour primitive sur [a,b] la fonction t — e~ tT1% /(—1 +ix), qui est de classe C'.

b b
. 1 . : 1 1 ;
t —t+itx dt ( b —b+ibx 7a+1a:v) . —ttitx dt.
/a, Vie —1+ix Voe Vae —1+iz J, 2\/73e

On trouve ’\@e_b‘*‘ibm = Vbe~?. Par croissances comparées, ceci tend vers 0 quand b tend vers +oo.

On trouve ’\/Ee’““‘”ﬂ = y/ae™®. Ceci tend vers 0 quand a tend vers 0.

On effectue ces passages a la limite et on multiplie par i. Il vient

T (z) = mﬂx).

—i —i(—1 —iz) —+i
P t t 6 R’ t " = . N = .
o RO = OO T i)~ 21 i) (—1—iz)  2(1+4?)

Ainsi, une primitive sur R de la fonction £ — ————
2(—1+ix)

1 .
est z — . In(1 + 22) + %Arctan(m).

Il existe donc une constante ¢ € C telle que
1 oo
Ve e R, J(x)=cexp ~1 In(1+2°) + 3 Arctan(z) | .
La constance ¢ vaut J(0), c’est-a-dire I'(1/2), c’est-a-dire y/m. On a donc

ﬁ i Arctan(z
Vr € R, J(x):meA tan(s )/2

Exercice 6. (***) Pour tout n dans N et tout « dans [0, +00[, on pose

(n+1)m s
wnfe) = [ I e gy

T

a. Pour tout x dans [0, +oo[, justifier 'existence de l'intégrale

+oo 1

t

/ w e Tt dt.
0 t

La valeur de cette intégrale est notée F(x).

b. En déduire que la série de fonctions > u, converge simplement sur [0, 4+o0].

Lycée Henri Poincaré — PC" — mathématiques janvier 2021



Chapitre 12 — intégrales dépendant d’un parameétre — exercices page 4

c. Prouver que la convergence est uniforme. On pourra remarquer qu’a z fixé, la série > u, () est alternée.
d. Prouver que la fonction F est continue sur [0, 400 et qu’elle tend vers 0 en +oco.
e. Prouver que la fonction F est de classe C! sur ]0, +oo[ et calculer sa dérivée.

f. En déduire une expression de la fonction F sur [0, +o00[. Que vaut F(0)?

sin(t)

Solution de l’exercice 6. a. Pour tout x dans [0, +oo[ et tout ¢ > 0, on pose f(z,t) = Te*“.

Pour tout z > 0, la fonction ¢ — f(x,t) est définie et continue sur ]0, +oo].
Etude en 0. Soit 2 > 0. La fonction ¢ — f(x,t) admet la limite 1 en 0 donc elle est intégrable sur 0, 1].

Etude en +00. Soit 2 > 0. Pour tout ¢ > 1, on observe la domination |f(z,t)| < e~*t. La fonction ¢ — e~** est
intégrable sur [1, +oo[ donc la fonction ¢t — f(z,t) 'est aussi.

Le cas © = 0 est plus délicat. On a vu dans 'exercice 13 du chapitre 4 que la fonction ¢ — f(0,¢) n’est pas intégrable
sur [1,+o0o[. On va donc se contenter de prouver 'existence de F(0) en exploitant la méthode utilisée dans 1’exercice 5

du chapitre 4.
Fixons a > 1. Une intégration par parties que je ne détaille pas donne

“sin(t) . —cos(a)  cos(l) [ cos(t)
/1 dt + /1 dt.

t a 1 t2

cos(a)

a

1
La domination < — montre que cos(a)/a tend vers 0 quand a tend vers +oo.
a

cos(t 1 T cos(t
t2()‘ < 7] montre que l'intégrale / t2( ) dt converge absolument.
1

La domination

cos(l) 4o cos(t)

in(t
sin(?) dt tend vers ———=
2 1 t2

dt quand a tend vers +oc.

a
On en déduit que /

1
L’existence de F(0) est alors prouvée.

b. Soit > 0. Pour tout N € N, la relation de Chasles donne

N (N+1)m
n = ,t) di.
gu (2) /O Fo.t) dt

Ceci tend vers F(z) quand 'entier N tend vers +oo. Ainsi, la série de fonctions Y u, converge simplement sur
Iintervalle [0, +00[ et sa somme est la fonction F.

c. Soit z € [0, +oo[. Soit n € N. Effectuons le changement de variable u =t — na.

i () = / sin(u + n) e—z(utnm) g, — (—1)"/ sin(u) o=t (utnm) du,
0 0

u+nm u+nm

La fonction u Me*g”(““”) est positive sur |0, 7] donc u,(z) a le signe de (—1)™. Posons v, (z) = |uy(x)].

U+ nm

Pour tout u €10, 7], on observe les inégalités

0 <sin(u), 0< 1 < 1 0 < e ButmtDm) o g—alutnm)
u+(n+)m " utnm

On en déduit I'inégalité v, 41(z) < v, (x). La suite (v, (z))n>0 est décroissante.
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Enfin, la convergence de la série > u,(z) prouve que la suite (un(x))n>0 converge vers 0. La suite (v, (2))n>0
converge donc vers 0 également. Cette suite vérifie donc les hypotheses du théoreme des séries alternées.

—+oo +oo

Pour tout N € N* posons Rx(z) = Y. un(z), c’est-a-dire Rx(x) = > (=1)" v, ().
n=N n=N

Le théoreme des séries alternées donne

T osin(u) _, 1 1
Rn(z)| < — [ 2(u+Nm) g g/ du— L
R (2)] < un(2) /0 u—|—N7re u , Nr U=X

Ce majorant est indépendant de x, ce qui donne que la fonction Ry est bornée sur [0, +oo, avec

1
RN oo, [0,400] < N

On en déduit que ||RN||oo,[0,400] tend vers 0 quand N tend vers +o0, ce qui prouve que la série de fonctions ) uy,
converge uniformément sur [0, +ocol.

d. Soit n € N.
Pour tout « > 0, la fonction ¢t — f(z,t) est continue sur I'intervalle |nr, (n + 1)x].
Pour tout ¢ > 0, la fonction x +— f(x,t) est continue sur R.

Pour tout ¢ > 0 et tout > 0, on a la domination

[sin(?)]
t

|f(@,t)] < =[£(0,)].
La fonction ¢ — |f(0,1)| est indépendante de x, continue et intégrable sur |nz, (n 4+ 1)x].

Le théoréme de continuité sous l'intégrale permet d’en déduire que la fonction w, est continue sur [0, +oo.

La convergence uniforme de la question précédente permet alors de conclure que la fonction F est continue sur
I'intervalle [0, +oo].

Pour la deuxiéme partie de la question, j’utilise, sans en rappeler la démonstration, la majoration |sin(t)| < ¢, qui

permet d’obtenir
+oo | o3 +oo
t , 1
Ve >0, [F(z)|< / Me_m dt < / et dt = —.
0 0

t T

Cette majoration prouve que la fonction F admet une limite nulle en 0.

e. Pour tout > 0, la fonction ¢ — f(z,t) est continue et intégrable sur |0, +oo].

Soit ¢ > 0. La fonction = +— f(z,t) est de classe C! sur |0, +oc[, de dérivée

x %(w,t) = —sin(t)e "

0
Pour tout > 0, la fonction ¢ — a—f(x, t) est continue sur ]0, +00[.
x
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Soit a > 0. On obtient la domination

Vz € [a,+oo[, Vt>0, gi(x,t)' <e .

La fonction ¢ — e~ est indépendante du parametre z, continue et intégrable sur |0, +oo.

Le théoréme de dérivation sous I'intégrale donne que la fonction F est de classe C! sur [a, +oo[. C'est vrai pour
tout a > 0 donc la fonction F est de classe C! sur |0, +o0|. Sa dérivée est donnée par

+o0
Vo >0, F(z)= —/ sin(t)e™** dt.
0
Fixons z > 0 et prenons b > 0. On trouve alors

b b . e(faH*i)b -1
/ sin(t)e” " dt = Im / =Tt gt | =Im () .
0 0 —x +1

Le module de e(=#1D vaut =2 11 tend vers 0 quand b tend vers +o00. On obtient donc

1 —x —1i -1
Fl(x)=1 =1 = .
() m(—x+i> m<x2—|—1) z2+1

f. Il existe donc une constante réelle C telle que

Vo >0, F(z)=C— Arctan(x).

Le fait que F tende vers 0 en 400 donne C = 7/2. La continuité de F en 0 donne finalement F(0) = 7/2, c’est-a-dire

+oo o
/ sin(t) g
0 t 2

Exercice 7. (*) Soit f une fonction continue et bornée sur [0, +oo[, telle que f(0) # 0.

+oo
t
Pour tout n € N*, montrer ’existence de l'intégrale / @

o Vi

e~™ dt. On note sa valeur I,.

Trouver un équivalent de I,, quand n tend vers +oo0.

Solution de ’exercice 7. a. Soit n € N*. La fonction f,, : t = f(t)e~™!/\/t est définie et continue sur |0, +o0[.
Etude en 0. Pour tout ¢ €10, 1], on a la domination | f,, (t)| < ||f||ee/ V.
La fonction ¢ + 1/+/% est intégrable sur ]0, 1] donc la fonction f,, 1'est aussi.
Etude en +oo. Pour tout ¢ € [1, 400, on a la domination |f,,(t)| < ||f]lsce™ ™.
La fonction ¢ — e~" est intégrable sur [1, +o0o[ donc la fonction f, 'est aussi.

La fonction f,, est intégrable sur |0, 4+o00[, ce qui donne Pexistence de I,,.

b. La fonction ¢ + nt, définie de |0, +o0o[ vers 400, est bijective, strictement croissante et de classe C'. On peut
donc effectuer le changement de variable u = nt, qui donne

[T fu/n) 1 1t uy e
In—/o \/16/76 Edu_%/o f(ﬁ)ﬁdu

Pour tout n € N*, on définit la fonction g, : u — f(u/n)e™"/\/u de ]0,+oo[ dans R.
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Pour tout n € N*, la fonction g,, est continue sur I'intervalle ]0, +ool.

Par continuité de f en 0, la suite de fonctions (g, )n>1 converge simplement sur |0,+oo[ vers la fonction
g:ur f(0)e™/y/u, qui est continue.

On remarque la domination

u

o
Vn e N, Vuel0,+o0f, [gn(u)] < Hf\loo*\/a-
e*’LL
La fonction u +— || f HOOT est continue et intégrable sur |0, 4+o0o[ (cas particulier de la premiere question).
u

e} +o0o
D’apres le théoréeme de convergence dominée, la suite de terme général / gn(u) du converge vers / g(u) du,
0 0

ce qui donne

+o0 e~ U
dim_l, = / F0) = du = 1(0) x T(1/2) = FOIVF

On obtient finalement I'équivalent I,, ~ f(0)//n.

Exercice 8. (***) Soit g € C°([0,d],C). Pour tout ¢t € R, on pose

d
g(t) :/ te " g(x) da.
0
Montrer que §(t) tend vers g(0) quand ¢ tend vers +oo.

On utilisera la caractérisation séquentielle de la limite.

Solution de I’exercice 8. Soit ¢ > 0. On applique le changement de variable u = tx.

g(t) = /Odt e g (%) du.

Soit (tn),,cy une suite d’éléments de ]0, +oo[ qui tend vers +-o0. Pour tout n € N, on définit une fonction de [0, o0
dans R en posant

Ft) = { e ug(u/t,) siu € [0,dty)

B 0 siu > dt,

de sorte que g(t,) = f0+oo fa(t) dt.
Pour tout n € N, la fonction f,, est continue par morceaux sur [0, +o0.

Soit u € [0, +-o00[. La suite (¢,)n>0 tend vers +oo donc il existe un entier n, tel que
Yn € [Ny, +oof, dt, > u.

Pour tout entier n > n,, on a alors f,(u) = e~ "g(u/t,). Par continuité de g, on en déduit que la suite (fp(©))n>n,
converge vers e~ “g(0).

Ainsi, la suite de fonctions (fy,)n>0 converge simplement sur [0, +oo[ vers la fonction f : u — e *g(0), qui est
continue.

Soit n € N. Soit u € [0, +00].
Stdtn 2> u, alors | fy(u)| = [e™"g(u/tn)] < |glloo.f0.q¢™ "
Si dt, < u, alors |fp(u)] =0 < ||g]|sc,j0,a10™"

On a donc obtenu la domination

VneN, Vuel0,+0of, [fu(u)] <lgllos,0,a¢™"
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ot la fonction u + ||g|[c,j0,qj¢™" est indépendante de n, continue et intégrable sur [0, +oo].

—+oo —+oo
Le théoréme de convergence dominée donne que / fn(u) du tend vers / f(u) du quand n tend vers +oo.
0 0

On trouve donc

+oo +oo
lim §(ta) = / f(u) du = / g(0)e™" du = g(0).

n—-+o0o

Ceci est vrai pour toute suite (%), de limite +oo donc, par la caractérisation séquentielle de la limite, la fonction
g admet la limite g(0) en +oo.

+oo

Exercice 9. (**) On considére une série ) a, absolument convergente et on pose S(z) = Y
n=0 n=0

An

n!
a. Montrer que S est définie sur R.

b. Prouver ’égalité

+oo +oo
/ S(z)e™™ da = Z -
0 n=0

—+oo
Solution de P’exercice 9. Dans cet exercice, j’admets que pour tout n € N, l'intégrale / z"e™ " dx existe et
0

vaut n!, ce qu'on peut par exemple démontrer par récurrence.

a. La série ) a,, converge donc la suite (ay), oy converge vers 0. Soit z € R. On a alors

n
. s T Jep s - (427 .
On sait que la série > — converge absolument. Par négligeabilité, la série —'x” converge absolument aussi,
n! n!
n=0 n>0

si bien qu’elle converge.
La fonction S est définie sur R.
b. Pour tout n € N, on définit la fonction f, :  — a,2™e™*/n! de [0, +oo] dans C.

Pour tout n € N, la fonction f,, est continue et intégrable sur [0, 4+o0].

La série de fonctions Y f,, converge simplement sur [0, +oo[. Sa somme est la fonction x — S(z)e™?.

n=0

La fonction S est développable en série entiere sur R donc elle est continue sur R. En particulier, la fonction
x +— S(z)e™® est continue sur [0, +oo].

+oo
Pour tout n € N, on a / | fn(x)| do = |an], ce qui est le terme général d’une série convergente.
0

D’apres le théoreme d’intégration terme & terme, la fonction x — S(z)e™® est intégrable sur [0, +oo[ et on obtient

+oo +oo +oo —+o0 +oo +oo
/ S(x)e™ da = Z/ fn(x) dz = Z/ apx”e™ " do = Z .
0 n=0"0 0 n=0

n=0

Exercice 10. (**) On pose ag =1 et

1
Vn € N*, an:i/ tt—1)---(t—n+1) dt.
n! Jo
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Pour tout z €] — 1, 1], prouver la convergence de la série > a,z” et calculer sa somme.
n=0

Préciser ensuite le rayon de convergence de cette série entiere.

Solution de I’exercice 10. Soit n € N*. Pour tout ¢ € [0, 1], on a alors
[tt—1)--(t—n+1)|=t1-t)2—-t)---(n—1—-t) <1x1Ix2x---x(n—1)=(n—-1)!
si bien que
e 1
lan] < 7/ (n—1)ldt = L.
n! Jo n
On en déduit I'inégalité

l.’l’b
rayon Zanx" > rayon Z— = rayon Zx" =1.
n

n=0 n>=1 n>=1
“+o00
En particulier, pour tout z dans | — 1, 1], on peut poser f(z) = Y a,z™.
n=0
Soit x €] — 1, 1[. Pour tout n € N*, on définit la fonction g, : t — z"t(t — 1) --- (£ —n + 1)z" sur [0, 1].
On définit également la fonction go : ¢ +— 1.

Pour tout n € N, la fonction g, est continue sur le segment [0, 1].

Soit n € N*. Le calcul précédent donne

ve), g < D

n
Ce majorant est indépendant de ¢ donc ||gn|[sc,0,1] < ﬂ
n

On sait que la série de terme général |x|™/n converge. On en déduit que la série de fonctions > g, converge
normalement (donc uniformément) sur le segment [0, 1].

Ces vérifications permettent d’intégrer terme a terme.

1 +00
flz) = A <1 n Z tt—1)- n('t —n+ l)x”> do — /1(1 ‘o) dom /1 ) g
n=1 :

0 0

On obtient en particulier f(0) = 1. Si « est non nul, il vient

et In(1+4z) :|t_1 eln(1+:1c) -1 T
t=0

In(1+ x) -

fz) = { In(l+z)  In(l+z)

Exercice 11. (**) ’Intégrale de Fresnel complexe‘

1. On considere un élément z de C\ R. On pose a = Re(z) et b = Im(z).

1.a. Trouver une primitive sur R de la fonction ¢ — .
-z

+oo
1.b. Prouver la convergence de 'intégrale / 22 et préciser sa valeur.
o -z
Foo o—a®(i+t?)
2. Pour tout > 0, on pose f(z) = —— dt.
, on pose f(x) /0 e
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2.a. Montrer que la fonction f est bien définie sur ]0, 4+o0].
2.b. Calculer f(0) et montrer que la fonction f tend vers 0 en +oco.

2.c. Montrer que la fonction f est de classe C! sur ]0, +o0[ et calculer sa dérivée.

—+oo
2.d. En déduire que l'intégrale / e~ dt existe et préciser sa valeur.
0

Solution de ’exercice 11.

1.a. Pour tout t € R, on trouve

1 t—z (t—a)+1ib t—a +i>< 1
t—z ft—zP (t-a?+8 (t-a)+0? b (=e)’

est donc

Une primitive sur R de la fonction ¢ +— ;

t %ln((t —a)? +b%) +iArctan <t _b a) .

1.b. Soit t € R. On trouve

= X — = —
12 — 22 (t—2)t+2) 2z 2z

t—z t4+z

1 (t+2)—(t—z) 1 1< 1 1 )

En changeant (a,b) en (—a, —b) dans la formule de la question précédente, une primitive sur R de ¢ — ;

1 1
t 5 n((t+ a)® +b*) + i Arctan (t +ba> — S n((t+ a)2 + 1) — i Arctan (t + a) .

b

Une primitive sur R de ¢ — R est donc la fonction F, suivante

— 2

1 /1 (t —a)? +b? ) t—a t+a
FZ t = 272; (2 ln <(t—~—a/)2—|—b2 +1 Arctan T JrArCtan b .

La partie logarithmique ci-dessus tend vers 0 quand ¢ tend vers +oc0, ainsi que quand ¢ tend vers —oo.

Chacune des arctangentes ci-dessus tend vers signe(b) x 7 quant ¢ tend vers +oo et vers 'opposé de cela quand ¢
tend vers —oo.

Too g 1 o m  imsigne(b)
——— est convergente et que sa valeur est 2, % 4 xixsigne(b) x S

On en déduit que l'intégrale /
2 —z z z

— 00

efa:2(1+t2)

2.a. Pour tout z € R et tout ¢ € [0, +-00[, posons g(x,t) = e
i

Pour tout x € R, la fonction ¢ — g(z,t) est continue sur [0, +o00[.

Pour tout ¢ € R, la fonction x — g(z,t) est continue sur [0, +oo.

Pour tout « € R et tout ¢ € [0, +00[, on observe les relations

—22¢? 1

[§]
z,t)| = < .
l9(, )] VI+th T V148
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La fonction v : t — est continue sur [0, +o00[, indépendante du parametre z.

1
VI+tt

Quand t tend vers +oo, on voit que v(t) est équivalent & 1/t2.
On sait que la fonction t — 1/t? est intégrable sur [1, +oo[ donc la fonction v Pest aussi.

Le point donne que pour tout x réel, la fonction t — g(z,t) est intégrable sur [0,4o0o[. En particulier, le
nombre f(x) est bien défini.

Les trois points permettent d’appliquer le théoréeme de continuité sous l'intégrale, qui donne que f est continue
sur R.

2.b. Le calcul donne (par parité de 'intégrande)

oo gt 1 [T dt
f(O) = / o == */ T
0 41 2 ) tt+i

2 = —j. Ce nombre s’écrit aussi sous la forme

On choisit z = €!37/4, de maniére & avoir z
1 . i
V2 V2

La partie imaginaire de z est strictement positive. La formule de la partie 1 donne donc

z =

1 im T (1 —1)
0) = = i _ Da—im/4 )
f( ) 2 x e137r/4 26 2\/5

Prenons maintenant x > 0. Une majoration directe donne

+oo oo —at? +o0 2p2
)| < x,t dtg/ — dté/ e T dt
f@i< [ lgenias [ S |

Le changement de variable u = zt (détaillé & la question suivante) donne ensuite

+o0 1 [t
/ et = — / e du dome  |f(2) < L.
O 0

T 2x

Cette majoration prouve que f(z) tend vers 0 quand z tend vers +oo.

2.c. | 1| Pour tout x réel, la fonction ¢ — g(z,t) est continue et intégrable sur [0, +o0[, comme on I’a vu en 2.a.

Soit ¢ € [0, 4+00[. La fonction z +— g(x,t) est de classe C! sur R, de dérivée

T %(m,t) = —2ge " (4%,

7]
Pour tout x réel, la fonction ¢ — 879(% t) est continue sur [0, 400
x

Soit un segment [c, d] contenu dans |0, +o0].

V(1) € [e,d] x [0, +00], ’gggc(flnt)‘ =2z¢ " < 2de .

noté ¢(t)

La fonction ¢ est continue sur [0, +oo[. Les croissances comparées donnent que ¢(t) est négligeable devant 1/t
quand ¢ tend vers +o0. On sait que la fonction ¢ — 1/t? est intégrable sur [1, +oo[ donc la fonction ¢ l'est aussi. Elle
est donc intégrable sur [0, +o0].
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D’apres le théoréme de dérivation sous l'intégrale, la fonction f est de classe C! sur [c,d]. C'est vrai pour tout
segment [c, d] contenu dans ]0, +oo[ donc la fonction f est de classe C! sur ]0, +ool.
On a de plus

“+oo
Vz €]0,4o0], ¢'(z)= —2gei*" / e =’ gt
0

Soit z > 0. La fonction t — xt, définie de [0, +-o00[ vers [0, +-00], est bijective, strictement croissante et de classe C!.
On peut donc effectuer le changement de variable v = xt, qui donne du = z dt, puis

a2 +oo 2 a2
o'(z) =2 / e du=—yme .
0

2.d. Prenons =z > 0 et s > 0. Le théoreme fondamental de I'intégration donne

Fa) = 6+ [ £ du=f) - V7 [ e du.

La continuité de f en 0 donne alors

771—(1_1)7 T wefiu2 U
fa) =T f/o du,

2v/2

xT
Le fait que la fonction f ait une limite nulle en +o00 donne que / e " du tend vers quand z tend
0

vers +00.

+oo :
. m(l—1i
On a donc prouvé que l'intégrale / e " du existe et vaut L

0 2v/2
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