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Exercice 1. (*) Déterminer le rayon de convergence de la série entiere Y a, 2™ dans les cas suivants

Up = — : ap= (\/ﬁ)—\/ﬁ Coa, = ei In(In(n)) Coa, = eXp(na) Coa, = e(n+1)2 _ e(n—l)2 - n(—l)n.

Solution de ’exercice 1. Corrigé en classe.

Exercice 2. (*) Prouver I'égalité rayon (3" u,,2") = min(rayon(}" uspz?P), rayon (Y ugpi122P71)).

Solution de ’exercice 2. Corrigé en classe.

Exercice 3. (*) On fixe a et b dans R avec 0 < a < b. Pour tout p dans N, on pose
cop = aP et Copy1 = bP.

Déterminer le rayon de convergence de la série entiére . ¢, 2" puis exprimer sa somme.
n=0

Solution de I’exercice 3. Corrigé en classe.

Exercice 4. (*) Pour tout n dans N*, on note 7(n) le nombre de nombres premiers dans U'intervalle [1, n].

Déterminer le rayon de convergence de la série entiere Y. /7(n)z™.
n>1

Solution de I’exercice 4. Corrigé en classe.

n 1
Exercice 5. (**) On pose H,, = > 7 pour tout n € N*.
k=1

a. Encadrer H,, entre deux puissances de n et en déduire le rayon de convergence R de la série entiere Y. H,, z™.
n>1

b. En reconnaissant un produit de Cauchy, exprimer sa somme sur | — R, R][.

c. On rappelle que la suite de terme général v, = H,, — In(n) posseéde une limite finie, notée v. En déduire un

+oo
équivalent de > In(n) 2™ quand z tend vers 1.
n=1

Solution de I’exercice 5. Corrigé en classe.

2
Exercice 6. (*) Déterminer le rayon de convergence et la somme de la série entiére Y — 2" Idem avec ) — "
n>0 T n>0 T

Solution de I’exercice 6. Corrigé en classe.

Exercice 7. (**) Déterminer le rayon de convergence et la somme de la série entiere Y . Généraliser.

Solution de I’exercice 7. Soit p € [0, +oco[. On sait que la suite (2¥/k!)x>¢ converge vers 0 donc sa suite extraite
(23" /(3n)!) >0 converge également vers 0.

Le rayon de convergence de la série entiere considérée est donc infini. On fixe z € C pour le reste de l'exercice et
on note f(z) la somme & exprimer.

On définit une suite réelle (dx)xen en posant

VneN, 03, =1, 63p41=0, 342 =0.

+oo Zk
On a alors f(z) = 3 0k
k:O ko

Lycée Henri Poincaré — PC" — mathématiques décembre 2020



Chapitre 10 — séries entieéres — exercices corrigés page 2

On observe la relation de récurrence ;43 = 5. L’équation caractéristique associée & cette relation est > = 1. Ses
solutions sont 1,j et j%. On s’attend donc! & ce qu'il existe des constantes complexes a, b, ¢ telles que

VkeN, 6, =a+bj*+cj?

Analyse. On suppose que de telles constantes a, b, ¢ existent. On a alors les égalités

1 = a+b+c
0 = a+bj+c?
0 = a+0bji*+dj.

Grace & 1'égalité 1+ j +j? = 0, on tire les égalités
1

a=- .

3’7 3 3
+

1
Synthése. Pour tout k£ € N, posons v, = L

3 .
L’étude des trois cas donne pour tout k € N I’égalité -y, = 0. On en tire le calcul de f(z).

+oo -k 2k . -2
14+i%+] exp(z) +exp(Jz) +exp(J”z
=3 b _ exp(2) + exp(jz) + exp(j®z)

3
k=0
121
Généralisation. Prenons un entier p > 2 et posons w = €'27/?. Pour tout k € N, posons 85 = — 3wk,
P s=0

On observe alors que §; vaut 1 si k est un multiple de p et que d; vaut 0 dans le cas contraire. On en tire 1’égalité

+oo +oo k

Zk' = — Zexpwz.

n:O

Par exemple, dans le cas p = 4, on obtient

+oo Z4n 1 . .
_ —(nZ iz —z —iz
Z(4n)! —4(6 +e%+eF+e ).
n=0
+o00 Z41’L+1
Généralisons encore. Comment calculer >, ———— 7
On observe que k est de la forme 4n+ 1 si et seulement si k — 1 est un multiple de 4, ce qui revient a avoir d;_; = 1.
— gt k=1 k-1 k—1 1 i i
. N\k— R SV -7 s a—iz
nz()(4n—|—1 Zk"“ 4Zk' (LI (P ()7 = g (oF — e — o™ ™).

n n

x x
Exercice 8. (*) Déterminer le rayon de convergence et la somme de la série entiere > ——. Idem avec 3 ———
Solution de ’exercice 8. Corrigé en classe.
. K\ Qs , . L. . cos(nb)
Exercice 9. (**) Soit € R. Déterminer le rayon de convergence et la somme de la série entiere y, ——=z".
n>1 n

Solution de ’exercice 9. Corrigé en classe.

—+o0
Exercice 10. (*) Déterminer I’ensemble de définition de la fonction f : z + 3 — d'une variable réelle.
-1 N

N

Exprimer la fonction f’ a I’aide de fonctions usuelles puis exprimer f(z) & l'aide d’une intégrale.

1. Comme je ’ai signalé dans le cours sur la diagonalisation, ce fait est vrai mais n’est pas explicitement & notre programme. On peut
refaire la démonstration compliquée mais je propose ici une autre approche.
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Solution de ’exercice 10. Le rayon de convergence est donné par

n n
T x "
rayon g — | =rayon E — | =rayon g z =1.
n? n

n>1 n>1 n>1

L’ensemble de définition D vérifie donc les inclusions | — 1, 1[{C Dy C [—1,1].

_1)n
5 est convergente, ce qui donne également la convergence absolue de > ( 2)
n

De plus, la série de Riemann
n>1 T

n>1
L’ensemble de définition de f est donc [—1,1].

Le rayon de convergence étant égal & 1, la théorie nous permet d’affirmer que la fonction f est de classe C! sur
Pintervalle ouvert | — 1, 1] et que sa dérivée s’obtient en dérivant terme a terme.

“+o00
VIE}*l,l[, f/(ZE):

n=1

xnfl

n
En particulier, pour tout # non nul dans | — 1, 1[, on obtient 1'égalité
In(1—x)
flay= 2220

T
La fonction f s’annule en 0, ce qui donne

t

* “In(l—t
veel - LN S = [ rwa=- [ 2
0 0
En posant f,, : z + 2" /n?, on obtient
1
||fn||oo,[fl,1] = ﬁ
ce qui est le terme général d’une série convergente. Ainsi, la série de fonctions »_ f,, converge normalement, donc
uniformément, sur le segment [—1, 1]. Bien siir, les fonctions f,, sont continues sur ce segment. Le théoréme de continuité

pour les sommes de séries de fonctions permet d’en déduire que la fonction f est continue sur le segment [—1, 1].

La formule intégrale ci-dessus est donc valable également pour z = 1 et pour z = —1

1
Exercice 11. (**) Pour tout n dans N, on pose a,, = / (1+ %)™ dt.
0

a. Pour tout ¢ dans ]0, 1[, prouver la minoration a,, > (1 —¢)(1 + ¢?)™.
b. Trouver le rayon de convergence de la série entiere > a,z™.

c. Exprimer sa somme sur 'intervalle ouvert de convergence.

Solution de I’exercice 11. a. Soit n € N. La fonction ¢ + (1 +¢?)™ est croissante et positive sur [0, 1], ce qui donne
les minorations

Vte[0,d, (1+t)" >0, Vteel], (A+t)">(1+)"
On en déduit la minoration

c 1
an>/ Odt+/ (14cAH"dt =1 —c)(1+ )™
0 c
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b. Posons
R, = rayon g anpz”
n=0

La majoration précédente donne I'inégalité

R, < rayon Z(l —o)(1+AHma™ | =

14¢2
n=0 +

Par ailleurs, une majoration brutale donne
1
Vn € N, ang/ 2™ dt = 2™
0

puis

1
Ry > rayon Z 2n " | = 5
n=0

1
L’encadrement 3 <R, < est valable pour tout ¢ dans |0, 1].

1+ c2

1
donc R, = —.
onc 5

| =

1
En faisant tendre ¢ vers 1, il vient 3 <R, <

c. Prenons x dans | — 1/2,1/2].
400 1
f(z) = Z/ (1 + %)™ dt.
n=0"0
Pour tout n € N et tout ¢ € [0, 1], posons g, (t) = (1 + t?)"™. On obtient

HgnHoo,[O,l] = |2x|n

L’inégalité |2x| < 1 donne la convergence de la série géométrique > |2z|™. La série de fonctions g, converge
normalement donc uniformément sur le segment [0, 1], ce qui permet d’intégrer terme & terme.

1 [+ 1
f(x):/o (Z(x(1+t2))7l> dt:/o inwtg

n=0

Arrive la partie la plus technique de l'exercice, & savoir le calcul de cette intégrale. On trouve directement f(0) = 1.

Prenons maintenant x dans | — 1/2, 0] et posons y = T . On obtient alors
-z
1t dt 1 1 —
flz) = / 53 = Arctan(y) = ——= Arctan ( * > .
11—z Jy 1+y%t y(l—x) —z(1—x) -z
Prenons maintenant  dans ]0,1/2[ et posons z = 1 Y . On obtient alors
-

1 Lo
f) = 1—x/0 1— 222"

(1 —zt) 4+ (14 =t)

L’identité 1 = donne

11 1 N 1
1—22t2 2\1+42t 1-—zt
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puis

_ 2(11_33) (ln(lz-i-Z) - ln(lz— z)) _ 2\/x(117$)1n(1jz> _ 2\/ﬁln <m>

Exercice 11 bis. Soit f : [a,b] — R une fonction continue, positive, différente de la fonction nulle. Pour tout n € N,
on pose

L= [ a

Déterminer le rayon de convergence de la série entiere . I,,2™ ainsi que sa somme.
n=0

Solution de I’exercice 11 bis. On suit le méme schéma qu’a I’exercice précédent. Notons R le rayon de convergence
a trouver et posons

M= sup [f(t)].

a<t<b
Pour tout n € N, on a directement
0<I, <(b—aM",
ce qui donne

R >

=~

La fonction f étant continue (et positive) sur le segment
segment [a,b]. Notons tg un tel élément.
Prenons ¢ dans ]0, M[. La continuité de f permet de considérer i > 0 tel que

a, b], elle atteint la valeur M en au moins un élément du

Vit € [to—ﬁ,to-’-’f}]ﬂ[a,b], f(t)ZM—g
Notons d la largeur du segment [to — 1,%0 + 1] N [a, b]. On a alors
L, >dx (M-eg)",

ce qui donne

1
R < .
M-¢
1
On a obtenu l’encadrement Vi < R < ——— pour tout € dans ]0, M.
—€
. . 1 1 1
En faisant tendre M vers 0, on obtient ’encadrement M <R M donc R = N

11 suffit alors d’appliquer le méme théoréeme d’intégration terme a terme que dans ’exercice précédent pour obtenir

11 = L@
o= La"= [ —— .
\M] MM{ 2 e L

xr
Exercice 12. (*) Montrer que la fonction f : z +— e’ /2 e /2 dt est développable en série entiere sur R puis

0
déterminer son développement au moyen d’une équation différentielle.

Solution de ’exercice 12. Corrigé en classe.

Exercice 13. (**) On considére deux séries entieéres Y a,z"™ et . b,z", dont on note R, et Ry les rayons de
n>0 n>0
convergence respectifs.

Montrer que le rayon de convergence R de la série entiere > a,b,2™ vaut au moins R, Ry.
n=0

Donner un exemple ou R vaut R,Ry et un exemple ou ¢a n’est pas le cas.
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Solution de I’exercice 13. Prenons p; dans [0,Rg[ et p2 dans [0, Ry[. On sait alors que a,,(p1)™ et by (p2)™ tendent
vers 0 quand n tend vers 4+o0o. Par produit, on en déduit que a,b,(p17ho2)™ tend vers 0 également, ce qui donne
I'inégalité
p1p2 < R.
On fait tendre p; vers R, puis p2 vers Ry, ce qui donne R Ry < R.

Ezemple 1. Pour tout n € N, on pose a,, = 1 et b,. Les rayons R,, Ry, R valent alors 1 donc I'égalité R = R Ry est
vraie.

Ezemple 2. Pour tout k € N, on pose
agy, =1, agky1 =0, by =0, boyp1=1

La suite (anbp)n>0 est alors nulle, ce qui donne R = +o00, alors que R, et Ry valent 1.

2

1
Exercice 14. (*) On définit la fonction f : z — :173 I T
x

de R\ {—1} dans R.

Calculer f((0) pour tout entier naturel n.

Solution de I’exercice 14. Pour tout z dans | — 1, 1], le nombre —z3 est dans | — 1, 1[, ce qui permet d’écrire
1 - 3\n ~— n,.3n . _ = n,.3n -« n,.3n+2
T = ) = D k() = 3o ()
La fonction f est donc développable en série entiére sur | — 1, 1[. Elle vérifie donc la formule de Taylor
Ve el —1,1], Z f M

L’unicité du développement en série entiere donne alors

vneN, fO0)=(-1)"@3n), fCY0)=0, FO"*20)=(-1)"(3n+2)!

Exercice 15. (**) Pour tout p dans N, montrer la propriété suivante

lim ( p+1 Z nPz"

a:~>1_

On procédera par récurrence.

Solution de l’exercice 15. Pour tout p € N, le rayon de convergence de la série entiere > nP z™ vaut 1.
n>=0

Ce fait peut étre obtenu par divers moyens (l'une ou l'autre des définitions avec une borne supérieure, regle de
d’Alembert, rayon de la série dérivée). Il permet de définir sur Uintervalle | — 1, 1] les fonctions

+oo
fp:xHanx" et gp x> (1—2)PT f ().

n=0

Soit p € N*. Soit « €] — 1, 1[. Un simple développement donne

“+ o0
(1—2z)fp(z anm Zn’%‘"“.
n=0

Décalons 'indice dans la deuxieme somme et oublions le terme d’indice 0 dans la premiere.

—+o0

(1—2)fp(z ka Z — 1)Pzk

k=1
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On applique alors la formule du binéme, pour écrire
D p p—1 D
kP — _1\P — P _ _1\P—ipt _1\p—1—1i i.
(k—1)? =k Z(J( 1P~k Z(Z>( 1) k
1=0 1=0
On en tire les relations
p—1 D p—1 D
(-2 =3 () he w g =3 (7))
i=0 =0
La fonction gg est constante, égale a 1 donc elle admet la limite 1 en 1.
Prenons p dans N* et supposons que pour tout k € [0,p — 1], la fonction g; admet la limite k! en 1. La relation de
récurrence ci-dessus permet d’en déduire que la fonction g, admet en 1 la limite (pf 1) (p — 1), c’est-a-dire p!, ce qui
fournit I’hérédité.

Par récurrence, pour tout p dans N, la fonction f, tend vers p! en 1.

Remarque. On peut montrer que pour tout p € N, la fonction f, est une fonction polynomiale de degré p.

Exercice 16. (**) Soit f une fonction dérivable de R dans R. On suppose qu’il existe A dans ]0, 1] tel que
Vz € R, f(z) = f(\x).
a. Montrer que f est de classe C* sur R et calculer f*)(0) pour tout k dans N.

b. A l'aide de la formule de Taylor avec reste intégral, montrer que f est développable en série entiere sur R.

c. Pour tout @ > 0, montrer les relations z® = o (f(x)) et f(x)= o (e**).
T— 400 T—r+00

Solution de I’exercice 16. a. Soit k € N. Si f est k fois dérivable, on en déduit que f’ Iest aussi, si bien que f est
k + 1 fois dérivable. Par récurrence, la fonction f est dérivable a tout ordre.

En dérivant 'identité de départ, on obtient
Ve e R, f’(x)=Mf'(\x) = \f(\’z).
En dérivant a nouveau, on obtient
Ve € R, f"(z) =X x X2 f"(\x) = NP2 f(\Pa).

On peut encore itérer ce calcul et arriver rapidement & la formule f®)(x) = XTI+ +* f(\Fz) qui se démontre
alors par récurrence. On obtient donc en particulier

Ve eN, fH(0) = \ETD2¢(0).

b. Soit z € R. Soit n € N. Sous forme littérale, la formule de Taylor avec reste intégral s’écrit

" fk) z o )P
f(x) = f(()) Z f k|(0) 2k +/ f("-H)(t)Q dt.
k=0 ' 0

n!

Les calculs de la question précédente donnent alors

n )\k(k+1)/2 T (JJ _ t)n
f l‘) _ l‘k _|_/ /\(n+1)(n+2)/2f An+1t
(@)= ——="+ (AL

dt.
n!

noté R, (z)
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Placons-nous dans le cas ol x est positif. En utilisant le fait que A soit dans ]0, 1], les nombres de la forme A"*'¢
sont dans [0, z] donc |f(A"T1)| < 11 f1lo0,[0,2]

Tlx—t)" L
R0 < W lotom | o dt =11l X oy
Cette majoration montre que R,,(z) tend vers 0 quand n tend vers +oo.
Dans le cas ou x est négatif, un raisonnement similaire donne
R, (7)] < Ty, =™
IR (7)] < \|f\|oo7[x70] X A —a = Hf||oo,[z,0] X m,

ce qui mene a la méme conclusion.

On en déduit que la série de Taylor de la fonction f converge simplement sur R et que sa somme est la fonction f,
ce qui s’écrit
T \k(k+1)/2

Ve e R, f(x)= f(0) Z Txk.
k=0 '

c. Pour cette derniére question, il manque 'hypotheése f(0) # 0. Pour simplifier, plagons-nous dans le cas ot f(0)
vaut 1, ce qui donne

too Ak(k+1)/2
Ve eR, f(z)= Z Tazk
k=0 ’

Prenons o > 0. Posons n = 1 + |a]. Pour tout z positif, observons la minoration

/\7L(n+1)/2

f(z) > ——a™.

n!

Quand z tend vers +o00, on sait que x® est négligeable devant ™ donc z® est négligeable devant f(x).

Passons a l'autre relation de croissances comparées.
On sait que A®T1/2 tend vers 0 quand n tend vers +oo donc on peut choisir ng € N tel que

Vn >ny, ATD/2 < a/2.

Pour tout x positif, on en tire la majoration

no—1 “+o0
An(ntL)/2 n (a/2)n n ox
0< f(2) < Y S——al+ Y a" <P(a) e/,
n=0 n=no
noté P(x)

On en déduit la majoration
0 < f(x)e @ < e P(z) + e~ /2,

la fonction P est polynomiale donc le majorant a une limite nulle quand z tend vers +oo. On en déduit que le
produit f(z)e™** tend vers 0 également. En d’autres termes, on a démontré que f(x) est négligeable devant e®*
quand x tend vers +oo.

Les fonctions considérées dans cet exercice fournissent donc une échelle intermédiaire de croissances entre les
fonctions puissances et les fonctions exponentielles.

Exercice 17. (***) Etant donné une suite complexe (ay) montrer que les deux propriétés suivantes sont

équivalentes

0 V=0 ():

neN?
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(ii) la série entiere Y. nla,z™ a un rayon de convergence strictement positif.
n=0

Solution de ’exercice 17. Faisons I’hypothese (i). Il existe donc un entier ng > 1 et une constante ¢ > 0 tels que

c
Yn = ng,  V|an| < e

On en tire la domination
n ol n ol
c"n! . " n!

Yn = ng, nlla,| < — puis rayon E nla,z"™ | > rayon E —a" | =ec>0.
n
n=0 n=1

Ce dernier rayon est obtenu par exemple avec la regle de d’Alembert. On a prouvé que (i) implique (ii).

Réciproquement, faisons 'hypothese (ii). Il existe donc r > 0 tel que la suite (n!a,r™),en soit bornée. Posons
¢ =sup |nla,r"|.
neN

.
(nh)1/n

Pour tout n € N*, on en déduit alors la majoration |a,|"/™ <

Posons g, = n!/(n"e~"+v/27mn). On sait que ce quotient tend vers 1 et on obtient
(n))~Vn = £ x (2mn) "V,
n

—1/n

Le facteur (27n) tend vers 1 quand n tend vers +oo donc on obtient la relation

n n

On a alors montré que (ii) implique (i). Ces deux propriétés sont donc équivalentes.

Exercice 18. (**) Pour tout n dans N*, on note I,, le nombre d’involutions de I’ensemble [1, n], ¢’est-a-dire le nombre
d’applications f : [1,n] — [1,n] telles que f o f =Id. Par convention, on pose Iy = 1.

a. Calculer 1,15, 13.

b. (***) Pour tout entier n > 3, prouver la relation I, = I,,_1 + (n — 1)I,_o et vérifier qu’elle est valable pour
n=2.

c. Pour tout n dans N, prouver la majoration I,, < n! et en déduire que la fonction
+oo In .
fiz— Z i
n=0
est définie sur | — 1,1[.

d. Pour tout = dans ] — 1, 1], trouver un lien entre f'(x) et f(x).

e. En déduire une expression de f(x) puis une expression de I,, sous forme d’une somme.

Solution de I’exercice 18. Corrigé en classe.
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