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PC* — mathématiques lundi 28 juin 2021
Evaluation de connaissances durée : environ trois quarts d’heure
Prénom : Nom :

n
Exercice 1. Pour tout n € N, on pose u, = _ (—1)""*k2.
k=0

a. Pour tout n € N*, simplifier 'expression u, + t,_1.

n(n+1).

b. Pour tout n € N, en déduire ’égalité u, = 5

Solution de ’exercice 1. a. Soit n € N*. On écrit

n—1 n_1 ne1l
Up = Z(_l)nikk2 + n2 et Up—1 = Z(_l)nflfkk2 - _ Z(_l)n*ka
k=0 k=0 P

Par somme, il reste u, + u,_1 = n>.

b. Pour tout n € N, notons A,, I'égalité u, = n(n+1)/2.

0
On trouve ug = > (—=1)7%k%2 =0 et 0(0 4+ 1)/2 = 0 donc Ag est vraie.
k=0

Soit n € N*. On suppose que A,,_; est vraie, ce qui s’écrit u,—1 = (n — 1)n/2. La relation de la premiere
question donne alors
5 nn—=1) n ~ n(n+1)

un:nQ—un,lzn—T:§(2n—(n—1))— 5

si bien que A,, est vraie.

n(n+1)

5 est valable pour tout n dans N.

Par récurrence, I'égalité u,, =

Remarque. Si on pense a lire I’énoncé en entier, on peut avoir I'idée d’effectuer le calcul

(n—1n nn+1)
5 T g T

Sachant cela, I’énoncé de la premiere question devient : démontrer que u, + u,—1 = n?, ce qui peut

guider le calcul.
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Exercice 2. Pour tout P € R4[X], on pose f(P) = XP’ 4 (X? — 1)P”, ce qui définit un endomorphisme f
de Rq[X].

a. Déterminer la matrice de f dans la base canonique de R4[X].

b. Déterminer une base de Ker(f — 161d).

Solution de I’exercice 2. a. Le calcul donne f(1) =0 et f(X) = X puis
Vk e [2,4], fXF) =X x EXFL 4 (X2 - 1) x k(k — 1)XF2 = k2XF — k(k — 1)XF2,

La matrice de f dans la base B = (1,X, X2, X3, X*%), notée A, est donc

00 -2 0 0
01 0 -6 O
A=10 0 4 0 -12
00 0 9 0
00 0 0 16

b. La matrice de f — 16Id dans la base B vaut

0o -15 0 -6 0
A — 165 = 0 0o -12 0 -12
0 0 0 -7 0
0 0 0o 0 0
uo
U1
Soit U= | ug | € M51(R). L’appartenance de U & Ker(A — 16I5) équivaut au systeme (S) suivant
u3
(1
—16u0 — 2U2 = 0
— 15u1 — GU3 = 0
— 12u9 — 12uy = O
— 7U3 = 0.

Apres deux étapes, que je ne détaille pas, ce systéme équivaut a

uy = 0

U2 = —8UO

ug = 0

Uy = 8UO.
1
0

Le noyau de A — 1615 est donc la droite vectorielle engendrée par | —8

0
8

On en déduit que le noyau de f — 16Id est la droite vectorielle engendrée par 1 — 8X? 4 8X*.
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Exercice 3. Pour tout n € Z, on définit l'intervalle I,, = —g + nm, g + nmw [ On pose I = U I,.
nez

On définit la fonction f : z — tan(z) — z de I dans R.

a. Pour tout n € Z, montrer que la fonction f s’annule en exactement un point de I,, (ce point d’annu-
lation est noté x,, dans la suite).

b. Pour tout n € Z, prouver I’égalité =, — nm = Arctan(zy,).

c. Trouver un équivalent simple de x,, puis de xz,, — nm — 7/2 quand Uentier n tend vers 4oo.

Solution de ’exercice 3. a. Soit n € Z. La fonction f est continue sur l'intervalle I,,, a valeurs réelles,
avec pour limites —oco en —7/2 + n7 et +00 en m/2 + nw done, par le théoreme des valeurs intermédiaires,
la fonction f s’annule au moins une fois dans cet intervalle.

La fonction f est également dérivable sur U'intervalle I, de dérivée f’ : x + tan?(x). Cette dérivée est
positive et s’annule en un seul point (en nm) donc la fonction f est strictement croissante sur I'intervalle I,,.
Elle s’annule donc une seule fois dans cet intervalle.

b. Le nombre x,, — nm est dans } —g, g [ et sa tangente vaut
tan(x,, — nm) = tan(z,) = o,
donc x,, — nm = Arctan(zy,).

c. Pour tout n € Z, on en déduit la majoration |Arctan(z,)| < 7/2 donc Arctan(z,) est négligeable
devant n quand n tend vers 4oc0.
On en déduit la relation z,, = nm + o(n), qui donne 1’équivalent x,, ~ nx.

Soit n € N*. Le nombre z,, est strictement positif donc Arctan(z,) — /2 = — Arctan(1/z,), ce qui
donne
T 1
T, —nmT — — = — Arctan <> .
2 T,

Quand n tend vers +oo, le quotient 1/x,, tend vers 0 donc Arctan(1/z,,) est équivalent & 1/x,, ce qui

donne finalement
T 1 1
Ty — N — — ~ —— ~ ——,
2 Ty nm
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Exercice 4. Soit (£2,P) un espace probabilisé fini. Soit n € N*. Soit p €]0, 1[. Soit X une variable aléatoire
sur (2, P) suivant la loi binomiale de parametres n et p.

a. Rappeler en formules en quoi consiste cette loi.

b. Décrire un cas typique d’expérience dans laquelle une grandeur est modélisée par une variable aléatoire
de méme loi que X.

1
X+1°

c. Calculer I'espérance de

Solution de 1’exercice 4. a. La loi de X est donnée par

X(Q) = [[O7n]]7
Vke[0,n], P(X=k) = <Z>pk(1 — p)nk,

b. On considére une suite de n expériences identiques et indépendantes, dont la probabilité de succes
vaut p. La variable aléatoire qui compte le nombre de succes suit alors la loi binomiale B(n, p).

c. Question difficile. La formule du transfert donne

1 "1 "1 (n
El— )= — PX=k) = —— k(1 — p)n.
(X+1) k41 (X =#) k+1<k>p( P)

Soit k € [0,n].

1 n\ 1 " n! B n! 1 n+1
E+1\k) k+1" Kn-kK! (Kk+Dn—-k! n+1\k+1)
On en déduit 1'égalité

() - B (e - B

Effectuons le décalage d’indice i = k + 1.

n+1 n+1
1 1 n—|—1 i1 1—i 1 ’I’L—|—1 . .
E = 2 1— ntl— _ = 7,1_ n+l—t 1— n+1 '
<X+1> n+1;< i >p (1=p) (n+1)p (2( i >p( P) (1=p)

La formule du bindome donne finalement

1 1 .
IE<X+1> = gy L"),




