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vn 2\"
Exercice 1. (*) Pour tout n dans N*, on pose I,, = / (1 - ) dt.
0

+o0o
A . 7 b . 7’ . p— 2
a. A T’aide du théoreme de convergence dominée, montrer que la suite (I,,), - converge vers / e " dt (cette
0

intégrale est notée I dans la suite).

b. A T'aide d’un changement de variable bien choisi, trouver une relation entre I,, et 'intégrale de Wallis Wy, 4 1.

c. On donne P'équivalent W, ~ y/7/(2p). En déduire la valeur de I.

d. Prouver 1'égalité I'(1/2) = \/m, admise dans un exercice du chapitre 3.

Solution de I’exercice 1. a. Corrigé en vidéo.

b. La fonction u + y/ncos(u) est de classe C* sur [0, 7/2].
Le changement de variable t = /n cos(u) donne dt = —y/nsin(u) du puis

0 /2
L= [ (1= o) (~viasin() du=vin [ s (@) du = vio x Wansa.
w/2 0

c. Le produit /nWy,,41 est équivalent & /n x \/m/(4n + 2), lui-méme équivalent & /7/2, si bien que ce produit
tend vers /7 /2.

Par unicité de la limite, on obtient I’égalité I = /7 /2.

d. La fonction u — \/u, définie de |0, +o00o| ver ]0, +oc[, est une bijection strictement croissante de classe C1.
On peut donc effectuer le changement de variable ¢ = \/u dans l'intégrale I. On obtient dt = du/(2+/u) puis

1 [T®eu 1
I== — du==T(1/2
2/0 u=3T(1/2)

puis I'(1/2) = /7.

n k n
Exercice 2. (¥*) Pour tout n € N*, on pose u,, = Y () .
k=1 \T

Montrer I’égalité u,, = / (1 — m) dz et en déduire la limite de la suite (un)n>1-
0 n

Solution de I’exercice 2. Soit n € N*. L’intégrale proposée se calcule directement
n n n—1 k+1 k n n—1 _ k n
LO=) g () =5 ()
0 " k=0"k " k=0 v "
Le changement d’indice £ = n — k donne finalement
n I_,'EJ )n n ( g ) n
1—=— do = -] .
J =5 =G

Pour tout n € N*, on définit alors une fonction f,, de [0, +oo[ dans R par

U (Y CONC)

0 six >n.
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Pour tout n € N*, la fonction f,, est continue par morceaux (c’est une fonction en escalier).

]

Soit x € [0, +00[. Pour tout entier n > z, on a l'inégalité 1 — == > 0 et on peut écrire
n

e = (o (1 1)),

Cette expression étant valable & partir d’un certain rang, on peut effectuer un développement limité quand n tend

vers +00
Fo(@) = exp <n (LiJ +o (i))) — exp(— 2] + o(1)).

La continuité de ’exponentielle donne que f,(x) tend vers exp(—|z|) quand n tend vers +oo.

Ainsi, la suite de fonctions (fy,)n>1 converge simplement sur [0, +-o00[ vers la fonction f : z +— exp(—|z]).
Cette fonction est continue par morceaux.

On va utiliser sans démonstration I'inégalité classique
Yu> -1, In(l+u) < u.
Soit n € N*. Soit z € [0, +oo].

Si n > x, on utilise de nouveau la forme exponentielle et on obtient

o =exp (nn (1= )} <omp ( (1) ) = expt- Loy

Sin < x, I'égalité f,(x) = 0 donne également la majoration |f, (z)| < exp(—|z]).
On a donc obtenu la domination

Vn e N*, Vze[0,4+o0], |fulz)] < f(z).
Rappelons l'inégalité |z| >z — 1, qui donne 0 < f(x) < e ? X e.

On sait que la fonction x — e™* est intégrable sur [0, +o00[ donc f Uest aussi.

+00 +oc
Le théoreme de convergence dominée permet de conclure que / fn(x) dz tend vers / f(x) dz quand n tend
0 0

vers +00, ¢’est-a-dire

+oo
lim  w, :/0 exp(—|xz]) da.

n—-+oo

Il reste & calculer cette intégrale. Pour cela, prenons un entier N strictement positif.

/ONexp<—LxJ>dx=t§_j;/k

On fait tendre N vers +o0o et on obtient

k+1 N-1
exp(—k) doz = Z exp(—k).
k=0

+o0 too 1
-/0 exp(—|z]) dx:Ze*k a gyt
k=0

Exercice 3. (***) Pour tout x réel, calculer I'intégrale / e t*/2 gite gy
R

Pour cela, on calculera /

2n . k
—1tx
e /2 ( E ()> dt et on appliquera le théoreme de convergence dominée.
R

k!
k=0
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Guide pour ’exercice 3. D’abord, fixer un x réel une fois pour toutes.

a. Pour tout k£ € N, montrer que la fonction fj : ¢+ e~ /2tk st intégrable sur R.
b. Pour tout k € N, on pose I, = [, fx(t) dt.
Trouver une relation entre Iy o et I. En déduire une expression de Iy, et de Ig,4 1.

c. Pour tout n € N et tout ¢ € R, on pose

L& (—iz)k
Sult) =D fu(t).

k=0

Appliquer le théoréme de convergence dominée & la suite de fonctions (S, )nen sur Uintervalle R

Solution de I’exercice 3. A venir.

1
Exercice 4. (*) Pour tout (n,p) de N, on pose I(n,p) = / t"(In(t))P dt.
0

a. Montrer que ces intégrales existent.
b. Pour tout n dans N et tout p dans N*, trouver une relation entre I(n,p) et I(n,p — 1).

c. En déduire une expression explicite de I(n, p).

1 +oo
In(t 1
d. Prouver I'égalité /0 a( 1 dt = — kE_l =

1 —

1 too (_1)k—1

e. Prouver ’égalité / x® da = Z R
0 k=1

Solution de P’exercice 4.
a. Soit (n,p) € N%. La fonction f, , : t — t"(In(t))? est continue sur 0, 1].
On sait que t"*2 (In(t))? tend vers 0 quand ¢ tend vers 0 donc fup(t) =0(1/+/t) quand t tend vers 0.

La fonction t — 1/+4/t est intégrable sur ]0, 1] donc la fonction f,, l'est aussi. En particulier, I'intégrale I(n, p)
existe.

Remarque. Méme si I'énoncé demande seulement de justifier I'existence de ces intégrales, il faut anticiper le fait
qu’on aura besoin ultérieurement d’appliquer le théoréeme d’intégration terme a terme et formuler notre résolution en
termes d’intégrabilité.

b. Soit (n,p) € N x N*.
1
Soit a €]0,1]. On réalise une intégration par parties dans / t"(In(t))P dt.

On dérive t — (In(t))? en t — p(In(t))P~1/t.
On primitive ¢+ t" en t — t"T1/(n + 1).

t=1

! ntl 1 n(¢))P-1 a1 (1n(a))? 1
/ t*(In(2))? dt = Uﬂ(ln(t))”} - n%il/ t"“% dt = — n(1+(1 L nil/ £ (In(t))P L dt.

L’exposant n + 1 est strictement positif donc a”**(In(a))? tend vers 0 quand a tend vers 0. Ce passage a la limite
donne la relation

n+1
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c. On itere cette relation de récurrence

—»  —(-1)
n+1 n+1

I(nvp) = I(nvp - 2) =

On trouve par ailleurs

! 1
I(n,O):/ t" dt = ,
0 n + 1
ce qui donne finalement
(=17 p!
I = —
(n7p) (n+ 1)p+1

On peut remarquer que cette formule est encore valable si p = 0.

d. On commence par observer I'identité

+oo

vtelo,1, 20 Zt” m(t) = 3" farld).

n=0

On va donc appliquer le théoreme d’intégration terme a terme & la série de fonctions »_ f, 1 sur Uintervalle 0, 1[.
n=0

Pour tout n € N, la fonction f, 1 est continue et intégrable sur |0, 1[.

La série de fonctions ) fy 1 converge simplement sur |0, 1[.
n=0

In(t) . .
Sa somme est g : ¢t — T qui est continue sur |0, 1[.

1

Pour tout n € N, on trouve/ |[fra(®)] dt = =1I(n,1) = CESEk
n

1
La série > [ frn,1(t)] dt est donc convergente.
n>0.J0

In(t)

Par application du théoreme d’intégration terme a terme, la fonction g : ¢ +— T+ est intégrable sur ]0, 1] et

1 +oo .1
/Og(t) dtnz—:o/o faa(t) dt

/11n(t)dt+§l(nl)§1 - f
o 1—t ’ (n+1 2;/ —

n=0 n=0

c’est-a-dire

e. On commence par remarquer ’identité

+oo  n 1 n +oo
z _ xln(x) _ z (n(a:)) _ fn,n(x)
Vo €]0,1], a2 =e _Zin! _Zin!
n=0 n=0
On va donc appliquer le théoréme d’intégration terme & terme a la série de fonctions > u. 'n sur 'intervalle 0, 1].
n>0 ¥

Pour tout n € N, la fonction f, ,/n! est continue et intégrable sur ]0, 1].
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La série de fonctions ) fn"n converge simplement sur |0, 1].
n!

n=0

Sa somme est h : x — e®™(@) qui est continue sur ]0, 1].
Pour tout n € N, on trouve

frn(2)

n!

2I(n,n 1
de=(-1) (n! ) - (n+ 1)n+1’

/

En particulier, pour tout n > 1, ceci est majoré par 1/(n + 1)2, si bien que c’est le terme général d'une série

convergente.

Par application du théoreme d’intégration terme & terme, la fonction h : z — z% est intégrable sur |0, 1] et

1 oo o1
_ frn ()
/0 h(z) dz = ng_o/o = dz

c’est-a-dire

Lo N Mmn) SN (D" S~ (DA
Wi M I

n=0 0 k=n+1 k=1
oo o +oo (_1)n
Exercice 5. (**) Prouver 'égalité / dz =2 —_
) & o ch(z) T;) (2n +1)2
Solution de ’exercice 5. Soit x > 0.
T 2x 2xe™ " 2xe™ "

ch(z) e*4e® T lte2 1- (—e—2z)’

Le nombre e~2% est dans |0, 1[, ce qui permet de reconnaitre une somme géométrique.

—+oo —+oo
T
= 2ze™ " (—e 2®)" = (—1)"2xe*(2"+1)w.
aw 2

Pour tout n € N, on définit la fonction f, : 2 — (—1)"2ze~"*+D= de [0, +00[ dans R.

Soit n € N. La fonction f,, est continue sur [0, +o0].
Les croissances comparées donnent que ze—(2nt3)e
négligeable devant e~*/2.

La fonction x — e~%/2

sur ]0, +oo.

La série de fonctions Y f, converge simplement sur |0, +00].
n=0

x
Sa somme est la fonction f : 2 — ——, qui est continue sur |0, 4o00].
c

h(x)

Soit n € N. On trouve
+oo too
/ |fn(x)| dax = 2/ xe_(2n+1)$ dz.
0 0

Soit A > 0. Une intégration par parties que je ne détaille pas donne

tend vers 0 quand z tend vers +oo, si bien que f,(x) est

est intégrable sur [0, +oo[ donc la fonction f, lest aussi. En particulier, elle est intégrable

_e—(2n+1)A -1

2n+1

A —(2n4+1)A 1 A —(2n+1)A
/ xe—(2n+1)m dz = —Ae / e—(2n+1)z dr = —Ae +
0

0 1 gl

(2n+1)2
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Quand A tend vers +oo, ceci tend vers 1/(2n + 1)? donc

+oo )
/0 |fo(2)] dz = (27’L+1)2'

Ceci est équivalent & 1/(2n?) quand n tend vers +oo donc c’est le terme général d’une série convergente.

Le théoreme d’intégration terme & terme donne finalement que la fonction f est intégrable sur |0, +00[ et que son
intégrale se calcule en intégrant terme a terme

+oo B +00  too B too 2(_1)n
/0 Ch(z)dx—;/o fn(x) dx—27(2n+1)2.

n=0

Exercice 6. (**) Soit t € R. O t 1égalité /+OO sin(tu) d +§OO: t
Xercice o. [0)] . n veu rouver legalite u = P —
b g 0 et — 1 — t2 + n2

a. Premiere méthode. Passer par les sommes partielles avec le théoreme de convergence dominée.

b. Deuxiéme méthode. Appliquer le théoreme d’intégration terme a terme. Sous I’hypothese ¢ > 0, on écrira

400 T/t +oo
/ |sin(tu)| e %" du = / |sin(tu)] e ** du —|—/ |sin(tu)| e ** du.
0 0 w/t

et on majorera |sin(tu)| par 1 ou |tu| selon ce qui est le plus pertinent.

sin(tu)

Solution de I’exercice 6. Soit u > 0. La fonction f; : u +— ] est continue sur ]0, +oo].

Etude en 0. Quand u tend vers 0, le dénominateur est équivalent & wu, si bien que f;(u) tend vers ¢. La fonction f;
est done intégrable sur |0, 1].

1
ev —1°

sur [1,4+oo[ puis celle de f; par la domination

Etude en +oco. Pour tout u > 1, on a la majoration |f,(u)| <

~ e~ " donne l'intégrabilité de u —

L’équivalent

eu

ci-dessus.
la fonction f; est done intégrable sur |0, +oo].

Mise sous forme d’une somme de série. On fait apparaitre une série géométrique de raison e~ (cette raison est
dans 10, 1).

sin(tu) _ sin(tu)e *f in(tu)e () *f in(tu)ek
= — = sin(tu)e = sin(tu)e .
e —1 1—e ¥ = k\/:nH —

Pour tout k € N*, on définit la fonction f : u ~ sin(tu)e™** de [0, +-00[ dans R.

Soit k € N*. La fonction fj est continue sur [0, 4o00[ et on a la domination
Vu >0, |fr(u)] <e M

La fonction u + e~*" est intégrable sur [0, +-0o[ donc la fonction f I’est aussi. Soit A > 0.

A A . o—kRAFiItA _
/ fr(u) du =Im / e Futitu qy | = TIm <) .
0 0 —k+it

vaut e *4 donc ceci tend vers 0 quand A tend vers +oco0. Ce passage & la limite donne

+oo -1 kit t
d :I :I = .
/0 filw) du m( +it) m(kz2+t2> k2 + 12
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N
a. Premiére méthode. Pour tout N € N*, on pose Sy = Y. fx. Par somme, la fonction Sy est continue et
k=1
intégrable sur |0, +oo[. Son intégrale s’exprime de deux maniéres. D’une part,

+o0 N +oo N t
/0 Sn(u) du:;/o fie(u) du:;k2+t2.

D’autre part, pour tout u > 0, le nombre Sy (u) est une somme géométrique finie de raison e~ # 1

1— e—Nu

N
_ : —ku _ —u
Sn(u) = ]; sin(tu)e™" = sin(tu)e =

On en déduit alors I'égalité

“+oo +oo _: +o0 _:
/ S (1) dut = / sin(tu) du — / sin(tu) oNu g,
0 0 0

1—ev 1—ev

Pour tout N € N*, on définit la fonction gx : u — fi(u)e N* de ]0, +oo[ dans R. Cette fonction est continue.
La suite de fonctions (gn)n>1 converge simplement sur |0, +-o00[ vers la fonction nulle, qui est intégrable.

On a la domination
YN e N, Vu>0, I[gn(u)<|fe(u)l.

La fonction f; est indépendante du parametre N, continue et intégrable sur ]0, +o00[.

+oo
Le théoreme de convergence dominée permet d’affirmer que / gn(u) du tend vers 0 quand N tend vers +oo.
0

Ce passage a la limite donne

/+°°sin(tu) duzf 2t N
0 eu_l k:lk +t

b. Deuxiéme méthode. On fait ’hypotheése ¢ > 0 (le cas t < 0 s’en déduit en remplagant ¢ par —t et le cas t =0
est immédiat). On va appliquer le théoréme d’intégration terme & terme.

1 Pour tout k € N*, la fonction fj est continue et intégrable sur |0, +oo[ (démontré plus haut).

2 La série de fonctions Y fi converge simplement sur ]0, +o0].
k=1

sin(tu)

3 Sa somme s’écrit u — m . Elle est continue.
e

4 Soit k € N*. La relation de Chasles donne

+o0 T/t 400
/ |sin(tu)| e %" du = / |sin(tu)] e ** du —l—/ |sin(tu)| e %" du.
0 0 T/t
Une premiere majoration donne

400 +o00 e—kTr/t
/ |sin(tu)] e ** du < / e M duy = e km/t,
T/t w/t k

—m/t km/t

L’encadrement 0 < e < 1 prouve que la série géométrique de terme général e~

converge.
. . Lo /7 Foo | . —
Par domination, la série de terme général [ It |sin(tu)| e ¥* du converge.

Une deuxiéme majoration donne

T/t T/t w/t
/ |sin(tu)] e ** du < / [tu] e du = t/ ue ™ du.
0 0 0
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Une intégration par parties donne

7/t 1 u=m/t 1 w/t _ekm/t, e—km/t _q 1
—ku _ —ku —ku —
/0 ue du = [kue ] B — %/0 e du = o — ( 2 ) < 72

u

donc

T/t o t
in(? Mdu € —.
/0 |sin(tu)| e us 73

1 T/t
ya . . s . . _ku
La série kgl 73 converge. Par domination, la série kgl Jo ! [sin(tu)| e=** du converge.
= =

+oo
Ainsi, la série > | fx(u)| du converge.
k>1Jo

Le théoreme d’intégration terme a terme donne donc 1’égalité

0 sin(tu) KRt =t
d = d = —_—,
./0 o1 ;/o iw) du ,;khrt?

Exercice 7. (*) Soit f € C*(R,R). On pose g(x) = M pour tout z € R* et ¢g(0) = f/(0).

Vérifier I'égalité fol f'(xt) dt = g(z) pour tout x réel. En déduire que la fonction g est de classe C* sur R.

Solution de I’exercice 7. A venir.

—22(14t2)

1
Exercice 8. (*) Pour tout z réel, on pose f(z) = / 617
0

x

dt et g(x) = / et dt.
0

a. Dériver la fonction f. En déduire une relation entre f et g.

“+oo
b. En déduire la valeur de l'intégrale / et dt.
0

o0 Arctan(tz)
Exercice 9. (**) On pose F(z :/ et S’
(%) On pose Fa) = [ A2

a. Montrer que la fonction F est définie sur R.

dt quand c’est possible.

b. Montrer que la fonction F est de classe C! sur R.
c. Exprimer F'(z) pour tout x dans ]0, 1[U]1, +o0[ puis pour tout x € [0, +-00[.

d. Obtenir finalement une expression de F(z) pour tout = réel.

Exercice 10. (*) Pour tout (a,b) € (]0, +00[)?, montrer existence de l'intégrale.

+oo —at _ ,—bt
I(a,b) = / SR 1)
o t

Calculer cette intégrale. Pour cela, on pourra fixer a et dériver par rapport a b.

—t+itx
Vit

a. Montrer que la fonction J est définie sur R.

—+oo
Exercice 11. (**) On pose J(z) = / dt quand c’est possible.
0

b. Montrer que la fonction J est de classe C! sur R.

c. Trouver une équation différentielle d’ordre 1 vérifiée par J puis trouver une expression simple de J(x).
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Exercice 12. (***) Pour tout n dans N et tout x dans [0, +00[, on pose

(n+1)m 3 t
wn(z) = / ) ot

T

a. Pour tout x dans [0, +oo[, justifier 'existence de l'intégrale

+oo o

t

/ sin(t) ot gy
0 t

La valeur de cette intégrale est notée F(x).

b. En déduire que la série de fonctions Y u,, converge simplement sur [0, +0c0].

c. Prouver que la convergence est uniforme. On pourra remarquer qu’a x fixé, la série Y u,(z) est alternée.

d. Prouver que la fonction F est continue sur [0, 400 et qu’elle tend vers 0 en +oco.
e. Prouver que la fonction F est de classe C! sur ]0, +oo[ et calculer sa dérivée.

f. En déduire une expression de la fonction F sur [0, +00[. Que vaut F(0)?

Solution de l’exercice 12. a. Pour tout z dans [0, +00[ et tout ¢ > 0, on pose f(x,t) =

Pour tout z > 0, la fonction t — f(x,t) est définie et continue sur ]0, +oo].

Etude en 0. Soit z > 0. La fonction ¢ — f(x,t) admet la limite 1 en 0 donc elle est intégrable sur 0, 1].

Etude en +00. Soit # > 0. Pour tout ¢ > 1, on observe la domination |f(x,t)| < e *'. La fonction ¢ — e~ %" est

intégrable sur [1,4o00[ donc la fonction t — f(z,t) Pest aussi.

Le cas © = 0 est plus délicat. On a vu dans l'exercice 13 du chapitre 4 que la fonction ¢ — f(0,¢) n’est pas intégrable
sur [1, +oo[. On va donc se contenter de prouver l'existence de F(0) en exploitant la méthode utilisée dans I’exercice 5

du chapitre 4.
Fixons a > 1. Une intégration par parties que je ne détaille pas donne

/1“ sin(t) ,, _ —cos(a) _cos(1) /1a cos(t) 4y,

t a 1 t2

cos(a)

1
La domination < — montre que cos(a)/a tend vers 0 quand a tend vers +oo.
a

cos(t)
t2

+oo
La domination montre que 'intégrale /
1

cos(t)‘ < 1
t2 t2
“ sin(t)

cos(1) +oo COs(t)

On en déduit que / ——~= dt tend vers ————= — f1 2 dt quand a tend vers +oo.

t 2
1
L’existence de F(0) est alors prouvée.

b. Soit z > 0. Pour tout N € N, la relation de Chasles donne

N (N+1)7
() = 1) dt.
Z:Ou (z) /O fla,t) dt

dt converge absolument.

Ceci tend vers F(z) quand lentier N tend vers +oo. Ainsi, la série de fonctions ) u, converge simplement sur

I'intervalle [0, +-00[ et sa somme est la fonction F.
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c. Soit x € [0, +o0[. Soit n € N. Effectuons le changement de variable u =t — nr.

Un (2) :/0 Me_gﬁ(w—nﬂ) du = (‘Un/ Me_ﬂﬁ(uﬂm) du.

u + nmw 0 ut+nm

sin(u)
U+ nm

La fonction u — e~ ®(uHtn7) ot positive sur |0, 7] donc uy, () a le signe de (—1)™. Posons v, (x) = |u, (z)].

Pour tout u €10, 7], on observe les inégalités

1 < 1 0< e~ T(ut(n+1)m) < e~ T(utnm)
ut+(n+ )7 " utnr

0 <sin(u), 0<

On en déduit I'inégalité v, 41(z) < v, (x). La suite (v, (2))n>0 est décroissante.

Enfin, la convergence de la série > u,(z) prouve que la suite (un(x))n>o converge vers 0. La suite (v, (x))n>0
converge donc vers 0 également. Cette suite vérifie donc les hypotheses du théoreme des séries alternées.

—+o0 —+oo

Pour tout N € N*, posons Rn(z) = Y. un(x), c’est-a-dire Rx(z) = > (—1)"v,(2).
n=N n=N
Le théoreme des séries alternées donne
T sin(u) _ 1 1
IRn(z)] < un(2) /0 u+N7re U . Nr U N

Ce majorant est indépendant de xz, ce qui donne que la fonction Ry est bornée sur [0, +ool, avec

1
[IRN] o0, [0,400] < N

On en déduit que ||[RN||oo,[0,400 tend vers 0 quand N tend vers +o0, ce qui prouve que la série de fonctions ) uy,

converge uniformément sur [0, +ocol.

d. Soit n € N.

Pour tout « > 0, la fonction t — f(z,t) est continue sur l'intervalle |nr, (n + 1)7].
Pour tout ¢ > 0, la fonction x +— f(x,t) est continue sur R.

Pour tout ¢t > 0 et tout > 0, on a la domination

[sin(t))|
t

|f(l‘,t)| < :|f(0’t)|

La fonction ¢ — |f(0,t)| est indépendante de x, continue et intégrable sur |nm, (n + 1)7].
Le théoreme de continuité sous I'intégrale permet d’en déduire que la fonction w,, est continue sur [0, +ool.

La convergence uniforme de la question précédente permet alors de conclure que la fonction F est continue sur

I'intervalle [0, +o0].

Pour la deuxiéme partie de la question, j’utilise, sans en rappeler la démonstration, la majoration |sin(¢)| < ¢, qui

+o00 : +oco
sin (¢ 1
< / |bln( )|e—zt dt < / e—rt dt —_—
0 t 0 x

permet d’obtenir
Ve >0, |F(x)

Cette majoration prouve que la fonction F admet une limite nulle en 0.
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e.| 1| Pour tout > 0, la fonction ¢t — f(x,t) est continue et intégrable sur |0, +ool.

Soit ¢ > 0. La fonction = — f(z,t) est de classe C! sur |0, +oc[, de dérivée

x = %(w,t) = —sin(t)e "

0
Pour tout = > 0, la fonction ¢ — 8—f(3:,t) est continue sur ]0, +o00[.
x

Soit a > 0. On obtient la domination

Vo € [a,+oo], Vit>0, gi(z,t)' <e ™,

La fonction ¢ — e~ est indépendante du parametre z, continue et intégrable sur |0, +oo.

Le théoreme de dérivation sous l'intégrale donne que la fonction F est de classe C! sur [a, +oco[. C’est vrai pour
tout a > 0 donc la fonction F est de classe C! sur |0, +o00|. Sa dérivée est donnée par

—+oo
V>0, Fl(z)= 7/ sin(t)e™ " dt.
0
Fixons & > 0 et prenons b > 0. On trouve alors

b b ) e(7m+i)b -1
/ sin(t)e” " dt = Im / et gt | =Im () .
0 0 —xr +1

Le module de e(=*t)% vaut e=*_ 1l tend vers 0 quand b tend vers +oco. On obtient donc

1 —r—1 —1
F’ =1 =1 = .
(z) m(m+i> m(x2+1) 241

f. 1l existe donc une constante réelle C telle que

Vo >0, F(z)=C— Arctan(z).

Le fait que F tende vers 0 en +o0o donne C = 7/2. La continuité de F en 0 donne finalement F(0) = /2, c’est-a-dire

+o0 o
/ sin(t) gt =
0

T
t 2"

Exercice 13. (*) Soit f une fonction continue et bornée sur [0, 4+o00[, telle que f(0) # 0.

oo f(t)

Pour tout n € N*, montrer I’existence de I'intégrale / 22e " dt. On note sa valeur I,.
0

Trouver un équivalent de I,, quand n tend vers +oo.

Solution de I’exercice 13. Soit n € N*.

f@) i

La fonction g, : t — We est continue sur ]0, +ocol.

E’tude en 0. (Quand t tend vers O, on a l’équi\/alent
\/"

qui prouve que g, est intégrable sur |0, 1].
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Etude en +oo. Pour tout ¢ > 1, on a la majoration

190 (B)] < [If]]o0 x €7,

qui prouve que g, est intégrable sur [1, +o00].
Tout ceci justifie I'existence de 1,,.

Le changement de variable u = nt donne

. c s 1gn u\ e "
Ceci nous incite a définir f,, : u— f (7> —
n

Ja

Pour tout n € N*, la fonction f,, est continue sur ]0, +oo].

La suite de fonctions (f,)nen+ converge simplement sur ]0, +o00[ vers la fonction g : u — f(0)

4

Cette fonction est continue.

On observe la domination

u

* e_
Vn €N ’ VUE}O,—FOO[, ‘fn(u)|<||f||007

7

—Uu

e
La fonction u — —= est intégrable sur |0, +o00[ par le méme raisonnement qu’au début de cet exercice.

N

Par le théoreme de convergence dominée, on obtient

+oo +oo
lim frn(u) dt = /0 g(u) dt

n—-+oo 0

c’est-a-dire

+o0 e~ U
lim_ /T, = / FO) = du = £(0) xT(1/2).

On en déduit que I,, est équivalent & f(0)I'(1/2)/y/n quand n tend vers +oc.

Exercice 14. (***) Soit g € C°([0, d], C). Pour tout ¢t € R, on pose

d
g(t) :/0 te " g(x) da.

Montrer que §(t) tend vers g(0) quand ¢ tend vers +oo.

On utilisera la caractérisation séquentielle de la limite.

+oo a
Exercice 15. (**) On considére une série > a, absolument convergente et on pose S(z) = > —T'lx”
n>0 n=0 T

a. Montrer que S est définie sur R.

b. Prouver ’égalité

+oo +oo
/ S(z)e™™ da = Z -
0 n=0
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Exercice 16. (**) On pose ag =1 et
1 1
VneN* a,= —'/ tt—1)---(t—n+1)dt.
n! Jo
Pour tout x €] — 1, 1], prouver la convergence de la série > a,z™ et calculer sa somme.
n>0
Préciser ensuite le rayon de convergence de cette série entiere.
Exercice 17. (**) ’Intégrale de Fresnel complexe‘
1. On considére un élément z de C\ R. On pose a = Re(z) et b = Im(z).
1.a. Trouver une primitive sur R de la fonction ¢ +> .
-z
oo dt
1.b. Prouver la convergence de l'intégrale / 22 et préciser sa valeur.
—z
—0o0
Foo o—a®(i+t?)
2. P tout x > 0 = — dt.
our tout x , on pose f(x) /0 P
2.a. Montrer que la fonction f est bien définie sur |0, +oo].
2.b. Calculer f(0) et montrer que la fonction f tend vers 0 en +oo.
2.c. Montrer que la fonction f est de classe C! sur |0, +oo[ et calculer sa dérivée.
+o0 o
2.d. En déduire que l'intégrale / e " dt existe et préciser sa valeur.
0
Solution de I’exercice 17.
1.a. Pour tout t € R, on trouve
L _t-%z _(t-a+ib  t-a i 1
T H—22 T (t—a)24b2  (+—a)21b2 " b [t—a\2
t—z |t—z] (t—a)2+b (t—a)2+0b2 b (2)* +1
Une primitive sur R de la fonction t — est donc
1 t—
t— 3 In((t — a)® +b*) + i Arctan < 7 a> .
1.b. Soit t € R. On trouve
1 (t+2)—(t—z) 1 1 (1 1
= X — = — - .
12 — 22 (t—2)(t+2) 2z 2z \t—z t+z
En changeant (a,b) en (—a, —b) dans la formule de la question précédente, une primitive sur R de ¢ — est

t+a
—-b

1
te 5 In((t + a)?® + b?) + i Arctan (

1
Une primitive sur R de ¢ — 22 est donc la fonction F, suivante
—z

_ 1L (1, [((t—a)®+b*\ | t—a t+a
FZ = % (2 ln (MW +1 ArCtan T +Arctan b .

1
> =5 In((t 4+ a)? + b*) — i Arctan <t
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La partie logarithmique ci-dessus tend vers 0 quand ¢ tend vers +oc0, ainsi que quand ¢ tend vers —oo.

Chacune des arctangentes ci-dessus tend vers signe(b) x 5 quant ¢ tend vers +oo et vers 'opposé de cela quand ¢

tend vers —oo.

+oo T

On en déduit que l'intégrale /

— 00

12 — 22

e~ (i+t%)

2.a. Pour tout = € R et tout ¢ € [0, 400[, posons g(x,t) = — e
i

Pour tout x € R, la fonction ¢t — g(z,t) est continue sur [0, 4o0].
Pour tout ¢t € R, la fonction z — g(z,t) est continue sur [0, +o0[.

Pour tout x € R et tout ¢ € [0, +00[, on observe les relations

—z2t?

1
— < .
Vittt S J1+td

lg(z, 1)

La fonction v : t — est continue sur [0, +o00[, indépendante du parametre z.

1
V14t

Quand t tend vers +o0o, on voit que 1(t) est équivalent & 1/t2.
On sait que la fonction ¢t — 1/t? est intégrable sur [1, +oo[ donc la fonction v Pest aussi.

Le point donne que pour tout x réel, la fonction t — g(z,t) est intégrable sur [0,4o00[. En
nombre f(z) est bien défini.

Les trois points permettent d’appliquer le théoréeme de continuité sous l'intégrale, qui donne que
sur R.

2.b. Le calcul donne (par parité de I'intégrande)

f(o)_/+°° dt _1/+°° dt
o 24 2 ) t24i

2 = —i. Ce nombre s’écrit aussi sous la forme

On choisit z = €¥7™/4, de maniére & avoir z
1 i

-5t &

La partie imaginaire de z est strictement positive. La formule de la partie 1 donne donc

z =

1 im T (1 —1)
0) = = i _ Da—im/4 )
f( ) 2 X e137r/4 26 2\/5

Prenons maintenant > 0. Une majoration directe donne

+o0 oo -zt +o0 22
z)| < xz,t)| dt < —— dt < e vt dt.
f@I< [ et as [ S |

Le changement de variable u = xt (détaillé a la question suivante) donne ensuite

oo 2,2 1 Foo 2
/ e T dt = —/ e " du donc |f(z)] < ﬁ
o 0 2z

X

Cette majoration prouve que f(x) tend vers 0 quand z tend vers +oc.

1
est convergente et que sa valeur est 2% 4 xixsigne(b) x 5=
z

im signe(b)
—

particulier, le

f est continue

Lycée Henri Poincaré — PC" — mathématiques

décembre 2020



Chapitre 11 — passage a la limite sous ’intégrale — exercices corrigés page 15

2.c. | 1| Pour tout x réel, la fonction t — g(z,t) est continue et intégrable sur [0, +oo[, comme on I’a vu en 2.a.
Soit ¢ € [0, 4+00[. La fonction z +— g(x,t) est de classe C! sur R, de dérivée

dg 20142
T %(x,t) = —2pe~® (1),
. . dg .
Pour tout x réel, la fonction ¢ — a—(x, t) est continue sur [0, +o0[.
x

Soit un segment [c, d] contenu dans |0, +o0].

V(x,t) € [e,d] x [0, +o0], ’gi(xﬁ’ = 20e """ < 2de™ .

noté ¢(t)

La fonction ¢ est continue sur [0, 4+oc[. Les croissances comparées donnent que ¢(t) est négligeable devant 1/t2
quand ¢ tend vers +o0. On sait que la fonction ¢ — 1/t? est intégrable sur [1, +oc[ donc la fonction ¢ l'est aussi. Elle
est donc intégrable sur [0, +00].

D’apres le théoréme de dérivation sous l'intégrale, la fonction f est de classe C! sur [e,d]. C'est vrai pour tout
segment [c, d] contenu dans ]0, +oo[ donc la fonction f est de classe C! sur ]0, +ool.
On a de plus

“+oo
Vz €]0,+00], ¢'(z)= —2ge i’ / e =’ gt
0

Soit 2 > 0. La fonction t — xt, définie de [0, +-o00[ vers [0, +-00], est bijective, strictement croissante et de classe C!.
On peut donc effectuer le changement de variable v = xt, qui donne du = z dt, puis

a2 +oo 2 a2
o'(x) = -2 / e " du=—yme .
0

2.d. Prenons =z > 0 et s > 0. Le théoreme fondamental de I'intégration donne

fla) = 16+ [ ) du= 706 = v [ du,

La continuité de f en 0 donne alors

771—(1_1)7 T wefiu2 U
fw) =T f/o du,

VAl - )

x
Le fait que la fonction f ait une limite nulle en 400 donne que / e " du tend vers 27\/5 quand z tend
0

vers +00.

—+o00 :
) m(l—1i
On a donc prouvé que l'intégrale / e~ dy existe et vaut 7f( )

0 2v2
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