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Chapitre 18 — fonctions de plusieurs variables

1 Retour sur la continuité des fonctions

1.1 Quelques exemples de limites

Chacune des fonctions suivantes est définie et continue sur R? \ {(0,0)}. On étudie 'existence d’une limite en
I’origine.

a3 Ty x? xy?

fi(ﬂ%y)Hm g:(x,y)Hm h:(x,y)HW ii(l‘,y)HW

1.2 Propriétés topologiques
Soit (E,N) un espace vectoriel normé. Soit f une fonction continue de E dans R. Pour tout « réel, I’ensemble
{xeE; flz) <a}

est ouvert et les ensembles
{r €eE; f(zx)<a} et {reE; f(x)=a}

sont fermés.

Exemples : si E est de dimension finie, alors tout sous-espace vectoriel de E est fermé dans E; si E est un espace
préhilbertien, alors tout sous-espace vectoriel de E de dimension finie est fermé dans E.

1.3 Théoréme des bornes atteintes

Soit (E,N) un espace vectoriel normé de dimension finie. Soit K une partie non vide, fermée et bornée de E.
Soit f : K — R une fonction continue.

La fonction f possede alors un maximum et un minimum sur K.

Exemple : la fonction x — (x| f(z)) admet un maximum et un minimum sur la sphére unité d’un espace euclidien.

2 Dérivation

2.1 Dérivées partielles

Dérivées partielles d’ordre 1 en un point d’une fonction définie sur un ouvert U de R?, & valeurs réelles.

Notations 0; f(a) et gai (a).

2.2 Fonctions de classe C!

Fonction de classe C! sur un ouvert U de R? : en tout point, la fonction admet des dérivées partielles d’ordre 1
selon toutes les coordonnées et les fonctions 9; f sont toutes continues sur U. Gradient.

Stabilité par combinaison linéaire, par produit.

Si f est de classe C! sur U et g est une fonction d’une variable de classe C! sur un intervalle qui contient f(U),
alors la fonction g o f est de classe C! sur U.

Développement limité a I'ordre 1. Interprétation géométrique. Unicité du développement limité.

La classe C' sur un ouvert U implique la continuité.

2.3 Différentielle

La différentielle de f au point a est I’application

df(a): (h1,....hy) = > hi x 8if(a) = (Vf(a)|h).

i=1

Le nombre df(a)(h) est aussi noté df(a)- h.
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2.4 Regle de la chaine

Soit f une fonction de classe C! sur un ouvert U de R”. Soit v une fonction de classe C! sur un intervalle I, &
valeurs dans U. La fonction f o~y est alors de classe C! sur I, de dérivée

p

te df(v(1) - (6) = (VAN () = D 0if ()i (8)-

i=1

Dérivation de fonctions de la forme (u,v) — f(x(u,v), y(u,v)).
Cas des coordonnées polaires. Expression du gradient en coordonnées polaires.

2.5 Dérivées partielles d’ordre deux
0% f

Définition. Notations 0?2 f et :
nition lons 0; ; f D0z,

Fonction de classe C2. Théoréme de Schwarz.

Contre-exemple en 'absence de la classe C? : la fonction f définie par

y*sin(z/y) siy#0
fey) = { 0 siy=0.

Expression du laplacien en coordonnées polaires.

3 Equations aux dérivées partielles

3.1 Ordre un

ol of _ of [ 19f _ T
Résolution de o 0, de o + N =0, de ?f =0, de o =uxf.
3.2 Ordre deux
. 02 0% f 0%f  10%f
Résolution de 922 = 0, de 920y 0, de 2o 0.

4 Extremums

Extremum global, extremum local.

Existence d’'un extremum global d’une fonction continue sur un fermé borné.

Si une fonction de classe C! sur un ouvert de R? posséde un extremum local en un point, alors celui-ci est un point
critique.

Minimisation des fonctions de la forme (a,b) — || — a7 — bii||?>. Régression linéaire.

Utilisation des coordonnées polaires : extremums de f : (z,y) — (3z+4y)e=" ¥ etde g : (z,y) — (22—y2)e=2" v’
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