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Oral
Mathématiques 2

PC
Soit (Ω, 𝒜, ℙ) un espace probabilisé et (𝑈𝑛)

𝑛⩾1
une suite de variables aléatoires indépendantes de même loi

uniforme sur ⟦1, 𝑁⟧. Pour 𝑛 entier non nul, on note

𝑆𝑛 =
𝑛

∑
𝑖=1

𝑈𝑖 et 𝑉𝑛 = 𝑆𝑛 − 𝑛𝑚
𝜎

√
𝑛

avec 𝑚 = 𝔼(𝑈1) et 𝜎 = √𝕍(𝑈1)

Soit 𝑋 une variable aléatoire avec 𝑋(Ω) fini. On pose

∀𝑡 ∈ ℝ 𝑀𝑋(𝑡) = 𝔼(e𝑡𝑋)

Pour les simulations informatiques sous Python, on importera les bibliothèques scientifiques à l’aide des ins-
tructions suivantes :

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
from numpy.polynomial import Polynomial

1. Préciser 𝔼(𝑈1), 𝕍(𝑈1) et une expression de la fonction génératrice 𝐺𝑈1
.

2. Exprimer la fonction génératrice 𝐺𝑆𝑛
en fonction de 𝐺𝑈1

.

3. L’exemple suivant construit le polynôme (
4

∑
𝑘=1

𝑋𝑘)
3

P = [0] + [1]*4
P = Polynomial(P)**3 # P=(X+...+X^4)^3}

Tester ces instructions.

Dans ce qui suit, on fixe 𝑁 = 10.

4. Pour 𝑡 réel, donner une expression sommatoire (qu’on ne cherchera pas à simplifier) de 𝑀𝑉𝑛
(𝑡) en fonction

de la loi de 𝑆𝑛.

5. Pour 𝑡 ∈ {1/3, 1/2, 7/8}, représenter les termes de la suite (𝑀𝑉10𝑛
(𝑡))

𝑛∈[1,10]
.

Que peut-on conjecturer ?

6. Démontrer la conjecture faite à la question précédente.

7. Illustrer ce résultat en représentant le graphe de 𝑡 ↦ 𝑀𝑉100
(𝑡) pour 𝑡 ∈ [0, 1] simultanément avec un autre

graphe à préciser.
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