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Exercice 1. | Lemme de Riemann-Lebesgue (*) ‘

Soient a et b dans R tels que a < b. Soit f une fonction de classe C! sur le segment [a, b], & valeurs complexes.
Pour tout x réel, on pose

b
F(z) = / F(t) et dt.
a
Le but de cet exercice est de montrer que la fonction F admet une limite nulle en +oc.

Question 1. A Taide d’une intégration par parties, trouver une constante C (indépendante de z) telle que

C
< —.

Ve >0, [F(x) .

Question 2. Conclure.

‘Probl‘eme I(**) ‘

ikx
Le but de ce probléme est de montrer que pour tout x dans |0, 27, la série A est convergente et de calculer
k>1
sa somie.
Pour tout x €]0, 27| et tout n € N*, on pose
eik:n
En(x) =) —
k=1
Question 3. Soit n € N*. Simplifier 'expression de E/, sur l'intervalle ]0, 27].
Question 4. Soit n € N*. Pour tout = €0, 27|, démontrer 1'égalité
T ieit T ei(n+1)t
E =E — dt —1i — dt.
n(x) n(ﬂ-) +/7T 1 _ elt 1/7r 1 _ elt
N z o4 eit
Question 5. Soit x €]0,27[. A I'aide de I’astuce de 'angle moitié, calculer I'intégrale / T ot dt.
—e
s

Question 6. Conclure a ’aide du lemme de Riemann-Lebesgue.

Probléme IT (**) ‘

+oo
L’objectif de ce probleme est de calculer la valeur de I'intégrale / quand elle existe.
0

1+z>

’Premiére partie — calcul de la somme d’une série‘

Dans cette premiere partie, on fixe un élément a de I'intervalle |0, 1].

Question 7. Pour tout = dans l'intervalle ]0, 7] et tout n dans N*, on pose

Sn(z) = Zn: ekt C(a) = lécos(k:r), B,(z) = ™ <2€:1+( ;é)) x>

Montrer l'identité S,,(z) = 2B, (z). En déduire une relation entre C,,(z) et B, ().

k=—n

Question 8. Pour tout n dans N*, montrer que I'intégrale / B, (z) dz existe et quelle vaut 7/2.
0
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Question 9. On définit une fonction ¢ de [0, 7] dans R en posant

cos(ax) — 1

©(0) =0, p(r) = Sin(z/2)

si z €]0, 7).
Montrer que la fonction ¢ est de classe C! sur le segment [0, 7] et préciser la valeur de ¢'(0).

i 1
Question 10. Pour tout n € N, on pose I,, = / p(z) sin <(n + 2) x) de.
0

N

A T'aide du lemme de Riemann-Lebesgue, montrer que la suite de terme général I,, converge vers 0.
™
Question 11. Pour tout n dans N*, on pose u,, = / cos(azx) cos(nz) da.
0

a. Pour tout n dans N*, montrer I'égalité > uy = _51112(77ra) + §In + g
k=1 a

b. Prouver la convergence de la série Y u,, et préciser la valeur de sa somme.
n>1

Question 12. Prouver I'égalité suivante

X 2(-1)"ta 7r
3 (=1)

2 2
ne—a
n=1

Deuxiéme partie — calcul d’une intégrale ‘

Dans cette partie, on fixe un élément « de l'intervalle |1, +o0].

dt
14ta’

+o0
Question 13. Justifier I'existence de l'intégrale /
0

On introduit les notations suivantes

oo qt Uoat oo gt
Fla)= [ G = [ H) = [ .
o 14to ) L+to L 14t
Question 14. Pour tout n dans N, exprimer la somme
k=0

1
(—1)’“/ tk* dt de deux manieres.
0

1 t(nt+ha

Question 15. Montrer que / dt tend vers 0 quand n tend vers +oo.

o 1t

Question 16. En déduire ’égalité suivante

Question 17. A l'aide d'un changement de variable de la forme ¢t — t? pour une constante § strictement négative
bien choisie, montrer 1’égalité

Question 18. Obtenir finalement ’égalité F(a) = _Wi.
sin(rm /)
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