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PC* — mathématiques jeudi 26 janvier 2023
Devoir surveillé no 5 — piste rouge durée : 4 heures

Quelques consignes

• Ne pas utiliser de blanc correcteur.
• Écrire lisiblement et dans un français normal (sans abréviation).
• Écrire les numéros des questions dans la marge et respecter la numérotation de l’énoncé.
• Ne pas recopier l’énoncé (ni les titres des parties) et ne pas redéfinir les objets introduits par l’énoncé.

Problème II

On fixe un nombre complexe z tel que z 6= 1 et |z| 6 1. On définit la fonction

L : t 7→
∫ t

0

z

1− uz
du.

Question 24. Montrer que la fonction L est définie sur [0, 1] et qu’elle est de classe C∞.

Pour tout n ∈ N∗, on donnera une expression de la fonction L(n).

Question 25. Pour tout t ∈ ]0, 1], justifier l’inégalité 1− t < |1− tz|.

Question 26. Montrer que

∫ 1

0

∣∣∣∣ 1− t
1− tz

∣∣∣∣n dt tend vers 0 quand n tend vers +∞.

Question 27. Montrer que

∫ 1

0

zn+1(1− t)n

(1− tz)n+1
dt tend vers 0 quand n tend vers +∞.

Question 28. Grâce à une formule de Taylor, en déduire que L(1) =
+∞∑
n=1

zn

n
.

Question 29. Montrer que la fonction γ : (t, u) 7→ |1 + ueit|, définie de R2 dans R, est continue.

Question 30. Pour tout a ∈ ]0, π[, montrer l’existence d’un nombre réel ma > 0 tel que

∀(t, u) ∈ [−a, a]× [0, 1], |1 + ueit| > ma.

Question 31. Montrer que la fonction F : t 7→
∫ 1

0

eit

1 + ueit
du est de classe C1 sur ]− π, π[.

On donnera une expression de sa dérivée sous la forme d’une intégrale à paramètre.

Question 32. Pour tout t ∈ ]− π, π[, prouver l’égalité F′(t) = −1

2
tan(t/2) +

1

2
i.

Question 33. En déduire la valeur de F(t) pour tout t ∈ ]− π, π[.

Question 34. Soit θ ∈ ]0, 2π[. Montrer l’existence de
+∞∑
n=1

cos(nθ)

n
et

+∞∑
n=1

sin(nθ)

n
, et préciser leur valeur.


