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’ Séries a termes positifs ‘

Exercice 1. (*) (Séries de Bertrand)

In(n))~
a. Pour tout a € R et tout 8 > 1, montrer que la série > % est convergente. Pour cela, on comparera le
n>2 n

terme général a celui d’une série de Riemann bien choisie.

b. Pour tout a € R et tout 5 €]0, 1[, montrer que la série Y

———— est divergente. La suggestion précédente
B(1 a
n>2 T (In(n))

est reconduite.

c. Soit a > 0. Etudier la nature de la série >

(Im(n)"" On s’inspirera de la méthode d’étude des séries de
nse n(ln(n

Riemann.

Exercice 2. (*) Déterminer la nature des séries dont le terme général suit

1 1 | pn 3 nln(n)
ap = 2_(1“("))1/37 by = (n+1)/"—nt/m, cp =tan| — |—sin | — |, dy = nr , en = nt .
n n n" 2n+1

Pour la premiere, on comparera le terme général a celui d’une série de Riemann. Pour les deux suivantes, on
commencera par trouver un équivalent du terme général.

Exercice 3. Etudier la nature des séries dont les termes généraux suivent. Pour d,, et i,,, calculer la somme.

_ 3 _ n _In(n) _ . n __sin(n)
an = — bn = 3+ cos(n) Cp = NG d,, = (cos(n) +sin(n))e en =3
fn =e'/™ —cos(1/n) — sin(1/n) gn = 31/m —ol/m hy, = n_\" in = "

2n —1 (n+1)!

=k —/1 Uoat —/1ett"dt
jn_ln(”)\/ﬁ o 14t ")

1 n
1
_ —tin _ _ _ _ n—1 _
My, = /0 e “t"(1—t) dt Pn = T k|:|1(3k‘ 2) Gn =NT rp =

’ Série télescopique ‘

Exercice 4. (**) Soit s € R. Soit (u,),,cy une suite réelle strictement positive. On fait I’hypothese

n 1
U+115+O<2>.
Up, n n

Montrer que la suite de terme général In(n® u,) possede une limite finie. En déduire la nature de la série Y wu,.

Exemple : nature de Y p, dans l’exercice 3.
n>=1

Séries de référence ‘

Exercice 5. (*) Pour tout z € C, déterminer si les sommes suivantes existent et calculer leurs valeurs éventuelles.

« 2n—1 ~ 2 - 2" - 22" - 32"
POEED DY TP DL D Dl NP Dl
n=1 n:O( n): n=0 ' n=0 ’ n=0 ’

I VEC I
E ice 6. (*) Pour tout a > 1, i t ——— en fonction d .
xercice 6. (*) Pour tout « exprimer ngl el k§1 k1) en fonction de ((«)
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’ Convergence absolue ‘

Exercice 7. (*) Quelles sont les valeurs de z complexe pour lesquelles la série
Z oiln(m) 2"
n2
n>2

est convergente 7

Exercice 8. (**) On fixe (a,b) dans R?. Pour tout n dans N*, on pose
un, =In(n) + aln(n + 1) + bln(n + 2).

a. Obtenir un développement asymptotique de u,, avec la précision O(1/n?).

b. En déduire qu’il existe un unique choix de (a,b) pour lequel la série de terme général u,, est convergente et

préciser ce choix.

+oo
c. Pour ce choix particulier de (a,b), calculer la somme Y w,,.
n=1

Exercice 9. (**) Montrer que pour tout n dans N, le nombre
Up = (24+V3)" + (2 - V3)"
est un entier.

En déduire que la série de terme général sin(m(2 + v/3)™) converge absolument.

Séries alternées ‘

est convergente. Est-elle absolument convergente ?

, —1)"
Exercice 11. (*) Soit a > 0. Etudier la nature de la série de terme général In (1 + (>)
na

, —1)"
Exercice 12. (**) Etudier la nature de la série > _ et

e Vn+ (=)™

+oo  (_1)k
Exercice 13. (*) On fixe a > 0. Pour tout n € N, on pose R, () = > (=1)
k=n-+1 ke
a. Justifier l'existence de R, («).
b. Pour tout n € N, justifier Iégalité [Ry ()] = S ! !
. Pour tout n , justifier Iégalité |R,,(a)| = - .
! & o \(n+2p+1)* (n+2p+2)°

c. En déduire que la suite (|Ry,(@)|)nen est décroissante (vérifier que la fonction x +— =% est convexe).

d. Montrer que la série Y R, («) converge.
n=0

e. Pour tout n € N*, simplifier |R,, ()] + |[Rp—1(a)].

f. En déduire un équivalent simple de |R,,(a)| quand n tend vers +oo.

Exercice 14. (**) Etudier la nature de la série de terme général u, = sin(rv/n2 + 2n).

Exercice 15. (***) Montrer que cos(1) est irrationnel.
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Exercices variés ‘

VA - Va=1)

Exercice 16. (**) Soit a > 0. Déterminer la nature de la série de terme général u,, = -
n

Exercice 17. (¥**) On fixe un entier n supérieur ou égal a 2.

k— nL%J

. Mont la série de t énéral ————=
a. Montrer que la série de terme généra K1)

est convergente.

b. Montrer que sa somme vaut In(n).

Exercice 18. Transformation d’Abel (**) On considére une suite complexe (z,)nen €t une suite réelle (up)nen
décroissante, de limite nulle.

n
Pour tout n € N, on pose S,, = > z;. On suppose que la suite (S, )nen est bornée.
k=0

n n
a. Pour tout n € N*| justifier I'égalité > wup 2z = > (ur — uk+1)Sk — v1S0 + Un+1Sn.
k=1 k=1

b. En déduire que la série Y uy zj est convergente.
k=1

i6

c. Pour tout 6 €]0, 27| et tout a > 0, montrer que la série ) — converge.
k=11

n
Exercice 19. (**) On considere une suite réelle (uy,), oy & termes strictement positifs. On pose S, = >~ .
k=0

Un

(Sn)?

converge. Pour cela, on observera la minoration (S,)? > S,S,_1.

a. Prouver que la série )

. U A ;.

b. Prouver que la série > S—" a la méme nature que la série Yy u,.
n

Pour le cas de divergence, on séparera le cas ol u,/S, tend vers 0 et on exploitera I’équivalent —In(1 —¢) ~ ¢

lorsque t tend vers 0.

Exercice 20. (***) Soit (a,),,cy une suite réelle.
On suppose que pour toute suite réelle (by,),, o telle que la série > (bn)? converge, la série Y a,b, converge.

Montrer que la série > (a,)? converge. (Raisonner par I’absurde au moyen de I'exercice précédent.)

Exercice 21. (**) Soit (2,,),>1 une suite réelle vérifiant la relation de récurrence z,,+1 = nx, —n.

Pour tout n € N*, on pose y, =

(n—1)"
a. Montrer que la suite (y,),>1 converge et exprimer sa limite en fonction de z;. Cette limite est notée ¢.
b. Trouver un équivalent simple de ¢ — y,, quand n tend vers +oo

c. Obtenir une condition nécessaire et suffisante sur x; pour que z, = O(n).

Exercice 22. (***) Soit (uy),,cy une suite réelle a termes strictement positifs telle que la série ) | u,, soit convergente.

Montrer que la série de terme général w,, = (u,)»+T est convergente aussi.

Indication. On majorera w, en distinguant deux cas, selon que u,, est majoré ou minoré par 2~ "1
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