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Exercice 1. | Lemme de Riemann-Lebesgue (*) ‘

Soient a et b dans R tels que a < b. Soit f une fonction de classe C! sur le segment [a, b], & valeurs complexes.
Pour tout x réel, on pose

b
F(z) = / F(t) et dt.
a
Le but de cet exercice est de montrer que la fonction F admet une limite nulle en +oc.

Question 1. A Taide d’une intégration par parties, trouver une constante C (indépendante de x) telle que

Ve >0, [F(@)| < <.

Question 2. Conclure.

‘Probléme I(**) ‘

ikx

Le but de ce probléme est de montrer que pour tout = dans ]0, 27[, la série > est convergente et de calculer

k>1
Sa somme.

Pour tout x €10, 27| et tout n € N*, on pose

n o ikz

E,(z) = ch .

k=1

Question 3. Soit n € N*. Simplifier 'expression de E!, sur l'intervalle ]0, 2.

Question 4. Soit n € N*. Pour tout = €0, 27, démontrer 1'égalité

x . it T i(n+1)t
En(q;):En(W)+/ 1 dt—i/ St

1 —eit 1 —elt

x it
Question 5. Soit = €]0,27[. A l'aide de l'astuce de I'angle moitié, calculer 'intégrale / % dt.
g —e

Question 6. Conclure en utilisant le lemme de Riemann-Lebesgue.

Probleme II (**) ‘

“+o0
L’objectif de ce probleme est de calculer la valeur de l'intégrale / quand elle existe.
0

T
1+ 2z

’Premiére partie — calcul de la somme d’une série‘

Dans cette premiere partie, on fixe un élément a de I'intervalle |0, 1].

Question 7. Pour tout = dans 'intervalle ]0, 7] et tout n dans N*, on pose

Sn(z) = Xn: ek Cp(z) = kicos(kx), By (x) = ™ E(H(%) x>
=t sin (5

Montrer I'identité S, (z) = 2B,,(z). En déduire une relation entre C,,(z) et B, (z).

k=—n

U
Question 8. Pour tout n dans N*, montrer que I'intégrale / B, (z) dz existe et qu’elle vaut 7/2.
0
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Question 9. On définit une fonction ¢ de [0, 7] dans R en posant

cos(ax) — 1

Sin(z/2) si z €]0, 7).

©(0) =0, p(r) =

Montrer que la fonction ¢ est de classe C! sur le segment [0, 7] et préciser la valeur de ¢'(0).

i 1
Question 10. Pour tout n € N, on pose I,, = / p(z) sin <(n + 2) x) de.
0

N

A Taide du lemme de Riemann-Lebesgue, montrer que la suite (I,,),en converge vers 0.
™
Question 11. Pour tout n dans N*, on pose u,, = / cos(ax) cos(nzx) dx.
0

n sin(ma 1
a. Pour tout n dans N*, montrer I'égalité > up = — 2(7r ) + 51" + g
k=1 a

b. Prouver la convergence de la série Y u,, et préciser la valeur de sa somme.
n>1

Question 12. Prouver 1’égalité suivante

X 9(-1 n—lg s
3 (-1)

2 _ 2 ; :
— n’-a sin(ma) a

’ Deuxiéme partie — calcul d’une intégrale ‘

Dans cette partie, on fixe un élément « de lintervalle |1, +oo].

oo at
Question 13. Justifier 'existence de l'intégrale / T
0
On introduit les notations suivantes
o dt Lodt oo qt
Fa)= [ G = | Hi) = [ .
0 1+ta 0 1+t0¢ 1 1+t0¢
n 1
Question 14. Pour tout n dans N, exprimer la somme > (—1)* / th® dt de deux maniéres.
k=0 0

1 t(nt+ha

Question 15. Montrer que / dt tend vers 0 quand n tend vers +oc.

Question 16. En déduire 1’égalité suivante

+oo (71)]@
G = .
@=2 a1
k=0
Question 17. A Tlaide d’un changement de variable de la forme ¢t — ¢ pour une constante 3 strictement négative

bien choisie, montrer 1’égalité
1 o
H(a) = G .
() a—1 (a - 1)

/o

Question 18. Obtenir finalement ’égalité F(a) = ———.
sin(m/«)

Exercice 2. (*) Trouver toutes les matrices A de M,,(R) triangulaires supérieures telles que A et AT commutent.
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