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Exercice 1. (*) Factoriser le polynome (X +1)™ — (X — i)™ puis exprimer la somme et le produit de ses racines.

Exercice 2. (*) Montrer que tout polynéme réel de degré impair posseéde au moins une racine réelle.

Exercice 3. (*) Soit (aq, ..., ;) une liste d’éléments de C distincts. Soit (my,...,m,) € (N*)P.

P
On pose P = H(X —ag)™".
k=1

Déterminer la décomposition en éléments simples de la fraction rationnelle P’/P.

Exercice 4. (*) Soient ay, ..., a, des nombres complexes distincts. On pose

P=[[(X-a.
k=1

n 1
Soit z € C\ {ay,...,a,}. Quobtient-on en réduisant au méme dénominateur ?

k=1 zZ — ag

Exercice 5. (*) On reprend le polynéme P de Pexercice précédent. Soit r € [0,n — 2].

r4+1

a. Réduire en éléments simples la fraction rationnelle

b. Simplifier la somme f: (ar)"
) P =1 P'(ar)

Exercice 6. (*) Soit un nombre complexe z tel que |z| # 1. A I'aide de sommes de Riemann, calculer Iintégrale

/271‘ dt
o 2z —eit’

Exercice 7. (*) Soit un entier n > 2. On pose w = 2™/,
n—1
a. Reconnaitre le polynome H (X — k).
k=1
b. Simplifier | P
. Simplifier la somme —_—
P 1;:21 1—wk

Exercice 8. (*) On note (E; ;)1 j<n la base canonique de M, (R).

Pour tout quadruplet (i, 7, k,£) d’indices de [1,n], montrer I'égalité E; ; - Ex , = 0, 1 E; 4.

Exercice 9. (*) On pose A =

— =

11
31
1 3
a. Trouver un polynéme annulateur de A de degré aussi petit que possible.

b. En déduire une expression des puissances de A.

c. Vérifier que A est inversible et déterminer son inverse.

Exercice 10. (**) On considére ’endomorphisme f : P — P — P’ de R, [X].

a. Trouver un polynéme annulateur de f.
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b. En déduire que f est bijectif et déterminer son inverse.

Solution de I’exercice 10.
a. Notons D endomorphisme P — P’ de R, [X], de sorte que f =Id — D.

Pour tout k € N et tout P € R,[X], on remarque I'égalité D*(P) = P(*).
Pour tout P € R,[X], on connait 1’égalité P("*1) = 0, si bien que D"*! est "endomorphisme nul de R,,[X].

On en déduit I'égalité (Id — f)" ! = 0, qui signifie que (1 — X)" ! est un polynéme annulateur de f.

b. La formule du bindme donne
n+1 n+1 n+1
n+1 . n+1 n+1 —
Z ( L )(—l)kfk =0 pus Id= Z ( N )(—1)k+1f’“ =fo <Z ( N )(—1)k+1fk 1) )
k=0 k=1 k=1
On en déduit que f est bijectif et que son inverse est
n+1
_ n+1 _
= ( . )(—D’““f’“ g
k=1

Remarque. Cette expression n’est pas tres satisfaisante, du fait que les puissances de f ont une expression compliquée.
Le calcul suivant donne une meilleure compréhension de ce qu’est f~ 1.

Soit Q € R,[X]. Posons P = f~1(Q). On a alors I'égalité P — P’ = Q puis, par dérivations successives,
VE € [0,n], P® —pk+h) — k),

Un télescopage donne alors

n n

Z Q(k’) — Z(P(k) _ p(k+1)) — P _prth _p

k=0 k=0

n
La bijection réciproque de f est donc I'application f=1: Q> > Q).
k=0

Exercice 11. (*) Résoudre I’équation différentielle xy/(z) + y(z) = cos(z) sur ]0, +oo].

Exercice 12. (*) Résoudre I’équation différentielle ¢’ — y tan(z) sur U'intervalle } —g, g [

T 1+ cos(x)
Exercice 13. (**) Résoudre le systéme différentiel suivant
(T+82)a'(t) = tx(t) + y(t)
A+ () = —a(t) + ty).

On utilisera pour cela la fonction z = x + iy.

Exercice 14. (*) Soit n € N. Trouver les solutions réelles de I’équation différentielle y”(x) + y'(x) + y(z) = cos(nzx)
sur R.

Trouver une solution 27-périodique ? Est-ce la seule ?

Exercice 15. (*) Résoudre I’équation différentielle 3" (x) + 4y/(x) + 4y(x) = x2e~2%.

Exercice 16. (*)

i 7r
Pour tout n € N, on note I,, = |nm — 57 nw + 5 [ On définit la fonction f : 2 — tan(z) — z sur la réunion des I,,.
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1. Donner le développement limité a l'ordre 3 en 0 de la fonction tangente.

2. Pour tout n € N, montrer que ’équation f(x) = 0 posséde une unique solution dans I,,, notée x,, dans la suite.
3. Montrer que z,, est équivalent a nm quand n tend vers +oo.

Pour tout n € N, on pose y, = z,, — n.

4. Pour tout n € N, montrer 1’égalité y,, = Arctan(z,). En déduire la limite de y,, quand n tend vers +oo.

5. Montrer que tan (y, — 5) équivaut & y,, — % quand n tend vers +oo.

6. En déduire un développement asymptotique de la forme y, = 5 + = +o (%)

b 1
7. Obtenir un développement asymptotique de la forme y,, = g + ad +-—5+o (2)
non n

Exercice 17. (*) On définit une fonction f de R dans R par f(0) =0 et

1
flx) = —— six#0.
x
a. Vérifier que la fonction f est continue en 0.

b. Montrer que f est de classe C! sur R.

Exercice 18. (**) Soit m € N*. En calculant de deux fagons différentes le développement limité & 'ordre m en 0 de
la fonction z — (e” — 1)™, montrer 1’égalité

i(lw(g’j)m{ 0 s jem-1l

1 g -
1 m! si j=m.

Exercice 19. (*) Pour tout n € N, on pose u, = /n —2v/n+1++/n+2.

1
Vérifier que u, = O ——~ |. Pourquoi est-ce intéressant 7
n—+o00 n3/2
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