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Devoir surveillé n°5 — piste rouge durée : 3 heures

| Probléme I

On note E un espace vectoriel réel de dimension finie. On note n sa dimension et on suppose qu’elle est supérieure
ou égale a 2.

Pour tout couple (A, B) d’endomorphismes de E, le composé A o B sera abrégé en AB.

Pour tout couple (A, B) d’endomorphismes de E, on note !

[A,Bj=AoB—-BoA=AB-BA.
L’endomorphisme identité de E sera noté I.

On consideére deux endomorphismes A et B de E non nuls.
On suppose qu'il existe o dans R* vérifiant la relation [A, B] = oB.

1.a. Pour tout triplet (U, V, W) d’endomorphismes de E, vérifier 1'égalité
[U, VW] = [U, V]W + V[U, W].
1.b. Pour tout polynéme P de R[X], vérifier I’égalité
[A,P(B)] = oBP'(B).
1.c. Pour tout k£ dans N, en déduire que Ker(Bk) est stable par A .
1.d. Montrer que B possede un polynome annulateur non trivial.
On considere alors un tel polynéme annulateur P, que 'on suppose de degré minimal, et on note d son degré.
1.e. Montrer ’égalité XP' = dP.
1.f. En déduire que B™ est nul.
2. Jusqu’a la fin du probléme, on suppose que B est de rang n — 1.
2.a. Montrer que la suite (rg(B?) — rg(B**!));>0 est décroissante.
2.b. En déduire que B! n’est pas nul.
On prend = dans E tel que B"~1(x) ne soit pas nul et on pose
Vk € [1,n], =z, =DB""%().
2.c. Pour tout k € [1,n], montrer que la famille (1, ...,7%) est une base de Ker(BF).

2.d. Montrer que x7 est un vecteur propre de A.
On notera A la valeur propre qui lui est associée.

2.e. Quelle est la forme de la matrice de A relativement a la base (z1,...,2,) de E?
On précisera les coefficients diagonaux.

2.f. Montrer que le nombre A — (n — 1)« est une valeur propre de A.

2.g. Soit & un vecteur propre de A. On note p la valeur propre de A associée au vecteur propre .

Montrer que B(x) est soit le vecteur nul de E soit un vecteur propre de A, dont on précisera alors la valeur propre
associée.

2.h. Soit e,, un vecteur propre de A associé a la valeur propre A — (n — 1)a.

Pour tout k € [1,n — 1], on pose e, = B" ¥ (e,).

Montrer que (eq,...,e,) est une base de E dans laquelle 'endomorphisme A se diagonalise.

2.i. Donner les expressions des matrices de A et de B dans cette base.

1. On parle de crochets de Lie, en référence au mathématicien norvégien Sophus Lie (1842-1899).
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Probléeme 1T — théoréme de Borel

Le but de ce probleme est de démontrer le théoréme suivant 2.

Théoréme. Pour toute suite complexe (¢, )pen, il existe une fonction f € C*°(R,C) telle que

VpeN, fP(0)=c,.

1
On définit la fonction ¥ : x — pa— de R dans C.

Pour tout b réel, on définit la fonction ¢ : de R dans R. On a donc en particulier

}—)7
14 b222
1

Ve eR, ¢i(x)= T2

’ Partie 1 — calculs préliminaires ‘

Question 1. Pour tout p € N et tout € R, montrer la relation

(=P p!
(x —i)ptL’

¥ (2) =
Question 2. Trouver deux constantes complexes a et b telles que

1 b
Vz € R, -2 4 %
1+22 z—i z4i

Question 3. Pour tout p € N, en déduire une expression de la fonction gogp ),

Question 4. Pour tout p € N et tout x € R, montrer la majoration

p+1

’(.%‘—l—i)p-H —(z— i)pH‘ <201 42H) 2.
Question 5. Pour tout p € N et tout 2 € R*, montrer la majoration

(») p!
“Pl (95)’ < [Pt

Question 6. Pour tout p € N, tout a € R et tout z € R*, montrer la majoration

p!
i

lal x [ ()] <

Partie 2 — étude d’une série de fonctions‘

On se donne une suite réelle (ay,) Pour tout n € N, on définit alors la fonction u, de R dans R par

neN’

ap "

= 2.2
1+nla2z

Ve e R,  up(z)

Pour tout n € N, on pose 1, = vVn! X a,.

Question 7. Pour tout p € N et tout entier n > p, montrer que la dérivée p-ieme de la fonction u,, est donnée par

p
P n! ek _
Vo eR, ) (x) = ay x kZ <k) e " x ol ().
=0

Question 8. Soit n € N*. Pour tout p € [0,n — 1], montrer que u%p)(O) est nul. Déterminer la valeur de (" (0).

2. Démontré par Emile BOREL en 1895, mais également par Giuseppe PEANO en 1884.
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Question 9. Soit n € N*. Pour tout p € [0,n — 1], montrer I'inégalité
|x‘n7p71
vn!

Question 10. Montrer que la série de fonctions . w, converge simplement sur R. Sa somme est notée U.
n>=0

Vz € R, )ug’)(z)‘ < pl 2™,

Question 11. Pour tout s > 0 et pour tout p € N*, montrer que la série de fonctions > u%p ) converge normalement
nz2p+1
sur le segment [—s, s].

Question 12. Montrer que la fonction U est de classe C*> sur R.

Question 13. Montrer ’égalité U(0) = ag ainsi que

p—1
Vpe N, UP(0)=> uP(0)+pla.
n=0

’Partie 3 — démonstration du théoréme de Borel‘

Question 14. Démontrer le théoreme de Borel pour les suites réelles.

Question 15. Démontrer le théoreme de Borel dans le cas général.




