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DEUXIEME COMPOSITION DE MATHEMATIQUES
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L’utilisation des calculatrices n’est pas autorisée pour cette épreuve.
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Endomorphismes d’espaces vectoriels de dimension infinie
Premiére partie

Pour tout nombre réel A, on désigne par T 'endomorphisme de Pespace vectoriel C? repré-

. 1
senté par la matrice ( ) dans la base naturelle de C? notée (e1, e2).

-1 X

1. Construire une base (fy 1, fi2) de C? telle que chacun des [, ait une composante sur e;
égale 4 1 et, en outre, ayant les propriétés suivantes :

1.a) Si|A] > 2, il existe un réel py de module > 1 tel que
D =mbhi > Taha=p e

1.b) Si {A] < 2, on a une formule analogue, mais oii py est un nombre complexe de
module 1 et de partie imaginaire > 0, que 'on précisera.

lc)SiA=2ona
Tofer1=fo1 , Tofop=/fo1+ fa2-
1.d)SiA=-2,0na

Toafer1=—fo1 , Tiafass=fo1—fa2.

Deuxiéme partie

On désigne par F l'espace vectoriel des suites de nombres complexes © = (zy)kez et par A
Pendormorphisme de I défini par '

VeeEVEE€ZD |, (Az)k = Tp1+Trr1 -




On s’intéresse an noyau de 'endomorphisme A — Aidg oit A est un nombre réel.

2.a) Vérifier qu'un élément = de E appartient & Ker (A — Xidg) si et seulement si 'on a

Vke T, ( Tk ):Tf(zo) L
Lh-4-1 )

2.b) Préciser la dimension de Ker (4 — Aidg).

3. On suppose z € Ker (A — Aidg) et on note ay 1 et «) o les composantes, dans la base

(a1, ro) de C?, du vecteur (i[l]) Démontrer les assertions suivantes :
3.a)SijA]#2,ona {
T = #§0A11 + #;kﬁu,z .
3.b)SiA=2,0ona {
xp = ag1 + (k+ Lagy . |
3.¢c)SiA=-2,ona
Ty = (—1)k(a_2?1 + (1 —k)a_a2) .

4. On fixe un entier N > 2 et on désigne par Py 'ensemble des x de E tels que Pon ait
TN = Zj pour tout k € Z.

Dire pour quelles valeurs de X le sous-espace Ker(A — Aidg) N Py n’est pas réduit & {0} et,
dans ce cas, en donner une base.

Troisiéme partie

On

&finit deux sous-espaces vectoriels de F de la fagon suivante :

oo et on le munit de la norme

ble des éléments x de E tels que 5 |zg]

hEZ
x|l = Z

k

e [y est l'en

tels que sup |uy| < 400 et on le munit de la norme
keZ

il Dommag b

s I, est ensemble des élément

5. Etant donnés z €.4) et u € F,, on pose

(r,u) = Z T Uf -

ke

Vérifier gde, pour tout u € E,, {resp. tout = € Fy), Papplication z — {xu) (resp. u — (z,u))
~est forme linéaire continue sur Ey (resp. sur By ) dont on précisera la n




