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Problème II

On rappelle que la fonction ζ est définie sur ]1,+∞[ par

ζ(s) =

+∞∑
n=1

1

ns
.

Pour tout s > 0, on pose ζa(s) =
+∞∑
n=1

(−1)n−1

ns
.

On rappelle que la suite de terme général γn =
n∑

k=1

1

k
− ln(n) est convergente. Sa limite est notée γ.

Partie 1

Question 1. Justifier rapidement que la fonction ζa est bien définie sur ]0,+∞[ et préciser son signe.

Question 2. Pour tout s > 1, vérifier l’égalité ζa(s) =
(
1− 21−s

)
ζ(s).

Question 3. Justifier que la fonction ζa est de classe C1 sur ]0,+∞[ et exprimer sa dérivée à l’aide d’une somme de
série.

Partie 2

Question 4. Pour tout s > 0 et tout n ∈ N∗, calculer l’intégrale

∫ +∞

n

1

ts+1
dt.

Question 5. Pour tout s > 1, en déduire l’égalité ζ(s) = s

∫ +∞

1

btc
ts+1

dt.

Question 6. Montrer que la fonction F : s 7→
∫ +∞

1

t− btc
ts+1

dt est définie et continue sur [1,+∞[.

Question 7. Exprimer F(1) en fonction de γ.

Question 8. En déduire que ζ(s) =
1

s− 1
+ γ + o(1) quand s tend vers 1.

Partie 3

Question 9. Montrer que ζa(1) = ln(2).

Question 10. Justifier la convergence de la série
∑
n>1

(−1)n
ln(n)

n
et exprimer sa somme.

On pourra faire intervenir le taux d’accroissement
ζa(s)− ζa(1)

s− 1
.


