PC* 25 - Devoir de physique n° 15 1

PC* 25 - DEVOIR N° 15

corrigé

Le vol des araignées

1. On mesure sur chaque photo le « rayon» r de I’araignée puis on calcule sa masse par mgy = 4713 pe. On
obtient respectivement de gauche a droite

mg =4.10"%kg  my =32.10"%kg  m, =4.10"3kg

2. Comme le champ est dirigé vers le sol, le sol porte une charge négative. Dans un condensateur plan, la
norme champ vaut |o|/eg. Donc 0 = —egEp = —1,07.107Y C.m~2. Avec le champ fourni, la tension serait
U = Eyzg = 7200kV, ce qui ne correspond pas du tout a la valeur mesurée. Le modeéle proposé ne convient
pas.

3. Le nombre de Reynolds compare les termes convectifs et les termes diffusifs de ’équation de Navier-Stokes.
Il permet de prédire la nature laminaire ou turbulent de ’écoulement dans une géométrie donnée. Au niveau
d’un fil de soie, c’est son diameétre qui impose les variations les plus fortes de vitesse donc c’est cette longueur
qui intervient dans Re.

_Ux2r 0,1x210°°

Re — —
T efpe 1,910 x1

= 0,01

4. Cette force dépend de Re, de U, de p, et des dimensions du fil. A bas nombre de Reynolds, on s’attend a
une force propotionnelle & U*.

5. Le nombre N de fils nécessaires est tel que NF' = myg donc

mgg 41070 x 10

N = = =4
F 10-6 0

Ce nombre me parait élevé : je n’imagine pas un araignée entourée de 40 fils, mais je ne suis pas spécialiste
des arachnides exotiques!

6. Tous les fils jouent un role identique et on peut calculer le potentiel de n’importe lequel d’entre deux : je

choisis celui passant par Aj, son potentiel étant la superposition de ceux créés par As, As, ... Asy,. La charge
q placée en A; crée en A; le potentiel

. o q
Vildr) = 4reg A1 A;

AI :Alﬁu\

=

,Ag(m%ru'cltu d A

Les points symétriques par rapport a la droite A;A,+1 sont a la méme distance de A; et créent le méme
potentiel. On peut prendre seulement ¢ allant de 2 a n — 1, puis multiplier par 2. On pose ¢ = k + 1, et alors
k va de 2 a n — 1. Il faudra aussi ajouter le potentiel créé par A,4q avec A1 A,+1 = 2R.

n—1

q q
V T ——— 2 _
4eg X 2R + 1;1 dmeg A1 Apaq

Le triangle A1 Agy1 est isocele et

.0 . km
A1Ak11 = 2Rsin ?k = 2Rsin on
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Le rayon R du cercle est liée a I'ouverture du céne R = Lsin « donc

q n—1 )
V=—7F—11
8megL sin ( + Z sin k”)

k=1 n

C’est bien I'expression proposée par ’énoncé avec p = 8.
L’énoncé propose de regrouper les points Ag et Agi,, plutdt que de regrouper les points symétriques. Dans
ce cas, on utiliser 6y et 0y, = 0 + 7. Alors

. 0k+n s Ok T\ _ O — kj
sm( 5 )—sm(2 + 2) —COS<2> _COS(2n)

On aboutit ainsi & la premiere expression de G.

7. L’énergie potentiel de la charge g plongée dans le potentiel V est ¢V et on peut penser qu’il suffit de
multiplier ce résultat par 2n puisqu’il y a 2n charges. En réalité, ces résultat est faux pour une raison
subtile : il compte deux fois 'interaction entre la charge i et la charge j (avec i # j), une fois dans chaque
sens. C’est pour cette raison que I’énoncé invite a introduire le coefficient 1/2.

1
Ee = 3 X 2nqV = nqV

La position d’équilibre est celle qui minimise &, donc qui minimise V. On trouve ainsi @ = 7/2 : 'éventail
s’ouvre jusqu’a se mettre dans un plan.

8. L’énergie cinétique de I’éventail est £, = 2n x muv? Q.

L
2 2

ou v est la vitesse du point portant la masse : v =
L2

E. = nmza

2

Aucun effet dissipatif n’est pris en compte donc I’énergie mécanique se conserve : &, + &, = &. En dérivant
cette relation par rapport au temps, on obtient

2
nmz X 20y +

2 —Qcos

7, G(n)=0

2nq

X
pregL sin
On se place pres de 'équilibre : a = w/2 4+ n avec n < 1.

cosa  cos(m/2+n) .
T = —— ~ —7 au premier ordre
a  sin*(7/2+n)

sin
Apres simplification par & = 7, I’équation du mouvement s’écrit

2¢°G(n)

. _ 0
mt mL3pmeqy g

On obtient une équation d’oscillateur donc la position d’équilibre est stable (ce qu’on savait déja puisqu’il
s’agit d’'un minimum d’énergie potentiel). La période des oscillations est

T mL3preg 4w |mL3meq .
=2m{| —=—~ = —4/ ——— car =38.
2°G(n) ~ q | G) !
9. Le champ Eo = —Eyu, dérive du potentiel Vy = Epz et on introduit ’énergie supplémentaire 2ngVy(z),
évalué a laltitude z = L cosa, l'origine étant prise sur S.

& =2nqgFEyLcosa + &

La position d’équilibre est celle qui rend extrémale &/, elle est définie par d€./da = 0, ce qui donne

—2ngEoL sin o — ng*G(n) (3_0820‘ _ §oza _ 2By Lpreg
pregL sin® o sin® « qG(n)
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10. Comme ¢ < 0, le membre de droite est positif donc cosa et sina sont de méme signe : o €]0,7/2[.
Qualitativement, la répulsion des charges tend a aplatir ’éventail et, si ¢ < 0, le champ FEy tend a les
pousser vers les haut, donc a refermer ’éventail. La compétition de ces deux effets conduit & un équilibre.
Dans I'intervalle ]0, 7/2[, cos a/ sin® a est décroit avec o, d’ott les conclusions suivantes.

— i |q| augmente, o augmente, il se rapproche de /2, I'éventail s’aplatit ;
— si n augmente, il faudrait voir comment varie G(n). Si G(n) augmente, alors a augemente.
— si L augmente, o diminue;

— si By augmente, a diminue.

11.
2FL? x 87eq sin® o

G(3) cos

q= q=—-1,1nC
12. La force sur un fils est F = qEy = 120.107? N. Le nombre de fils 2n est tel que 2n|q|Ey > mg

mg
2n > ~ 333
lq| Eo

Cela parait étonnement grand, encore plus que dans la question 5.

13. Dans le vide, le potentiel vérifie I’équation de Laplace AV = 0 qui s’écrit ici

1a<av> 182V_0

rar \"ar ) T e
14. En reportant la forme proposée dans I’équation, on obtient apres calcul des dérivées
r2(g"(0) + u*g(0)) =0 et donc g¢"(0) +u’g(0) =0
Cette équation différentielle se résout en
g(0) = Acos(ub) + B sin(ud)

donc
V = Vo + r“(Acos(ub) + Bsin(uf))

Le conditions de bord imposent : Vr €]0, cc[, V(r,0) = Vi et V(r,¢) = V donc ¢g(0) = 0 et g(¢) = 0. La
premiere condition donne A = 0 et la seconde s’écrit

Bsin(up) =0

Pour une solution non constante, B est non nul, donc up = {1 avec £ € N. Ainsi u = 7 /p est

V =V, + Bri™%sin (M>
¥

15. L’énoncé impose de prendre £ = 1. On calcule

- ov 10V
E = — __ 2t e Y =
vV or tr r 00 o
E=-"r%"sin (m?) Uy — Bre 'L cos (770) g
¥ ¥ ¥ ¥

-, m_ 0 0
E—_BT, 51 <sin (W) iy + cos (W> ﬁg)
¥ ¥ 4

On cherche & quelle condition F tend vers I'infini si tend vers 0. C’est le cas si 'exposant en r est négatif,
c’est a dire si

>
Cela signifie que le conducteur doit former dans l'air un angle aigu (ou que l'air doit former un angle obtus).

La divergence la plus forte est obtenue pour m — 27—, avec un comportement en r~1/2. Cela correspond &
conducteur tres pointu, d’ou 'expression « effet de pointe ».
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Skimboard

corrigé

1. On consideére le systéme ouvert limité par les abscisses x et  + dx dans R.En régime permanent, sa masse
est constante donc la masse d’eau qui y pénétre pendant cet égale a celle qui en sort.

ph(x)Lv(z)dt = ph,V Ldt

h(z)v(z) = hV

2. L’équation locale de conservation de la masse s’écrit div(pv) + % = 0. Ici, p ne dépend ni de I’espace ni

du temps donc divey = 0 soit % = 0 ou v(x) = V. Cela est contradictoire avec la question précédente. En
réalité, ¥ posséde aussi une composante selon %, qu’on a négligée ce qui interdit de raisonner sur dive.

3. La surface de contrdle possede une entrée a gauche et une sortie a droite donc, en se ramenant au systeme
fermé 3, le raisonnement vu en cours donne

Py
ddt = Dp(V —v(za)) avec Dy, = pLhrV

De plus, v(x4) = hrV/ha = AV donc

dP,
dt

= pLhrV%(1 = ))

4. La partie mouillée de la planche est soumise & py de la part de lair et a p(z) de la part de 1'eau, ce qui
donne une pression effective (pg — p(z) s’exercant vers la bas. La projection de ces forces sur i, est

F= [ o) -p)is  E= [ (o) - po)iSia,

m

5. Concernant maintenant le systeme X, les forces de pression selon i, s’exercent sur la face gauche, sur la
face droite et sur la surface mouillée S, :

Ry =paLlha — poLhr — / p(x)dS - i,
Sm
Grace a 'expression précédente de Fj, on voit que
/ p(x)dS.i, =/ podS.iiy + Fy
Sm, Sm,
donc

Rx:pALhA_pOLhT_/ podg'ﬁx_Fx

m

Le troisieme terme est l'effet de la pression atmosphérique projeté sur i,, on peut 'obtenir en projetant
verticalement la surface sur laquelle il s’applique et il vaut donc —pg(hs4 — hr)L. Donc

Ry =paLlhg —poLhr —po(ha — hr)L — Fy = (pa — po)Lha — F,

=
\‘ & P ('x ) d —
x s
_JN
B ~ 1.

i {
e
x o

A o REFAIRE
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6. L’effet de la pesanteur est négligé. En écrivant la relation de Bernoulli sur une ldc allant de 1'abscisse x4
a ’abscisse xz7, on a

1 1
pa+ §PU(9CA)2 =po + §PV2
Or v(z4) = hpV/ha done
7. La seconde loi de Newton dg;' = = R, s’écrit, compte tenu des expression précédentes,
2 hr
pLhrV=(1 — H) = (pa —po)Lha — F;

On en déduit l'expression de F,, dans laquelle on élimine (p4 — pg) en tenant compte du résultat obtenu
par la relation de Bernoulli :

F—1W1—%JA—MV%QJ%>
r = 2P hi‘ A T hA
1 hr hr hT)
Fo=-pLV?(1——=\)ha((1+—)—-2—
2 ( hA) 4 (( * hA) hoa

1 hr hr
= —pLV?hy (1 - =) (1--—
2’ v A( hA> < hA)

8. Les forces de pression sont perpendiculaires & la planche donc F forme un angle a avec la verticale. Dans

ces conditions,
F,=F,tan«

De plus, tana =~ sinaw = (hg — hy)/ly, donc

F 1 hr\%2 1
F,=—" = _pLt,V?ha (1 - —) ——
tan o 2p v A( hA) ha — hr

(ha — hr)

ha

1
f;::§pLanv2

9. La seconde loi de Newton appliquée a ’ensemble formé de la planche et du sportif dans le référentiel lié
a la plage s’écrit :

d(—-Vi, . L,
En projection, on obtient :
av
—-m— =F, et 0=-—-mg+ F,
dt
Donc F, =mg et F, = F,tana ~ F,a.
Ainsi :
dv ) dv
—-m— =mga et — = —gu
at ~ a ~ 7

10. (hg — hr) =y tan a ~ ¢ Au premier ordre en «,

ha— hr N lp, sin o

ha hr

donc
e

h

0 = 2mghr
" pV2La

1
F, ~ 5pLZmV2

A partir de F, = mg, on trouve
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11. Selon la question précédente, £, o< 1/V. La courbe proposée rappelle vaguement une fonction inverse et
est donc grossierement en accord avec le modele.

12. La relation dV/dt = —ag s’intégre en V = Vy — gat et x = xg — Vot + gat?/2. La distance parcourue est
gat2

d= Yty - 228

ou ty désigne I'instant final. Cet instant est tel que ¢,,,(tf) = Lo = 1,4m et la courbe montre que cela se
produit lorsque V = V; = 1m.s™!. Avec 'expression de V, on en déduit t; = (Vo — Vy)/(9a) = 5s. On
trouve ainsi d = 9m.

13. On a négligé les forces visqueuses que 'eau exerce sur la planche.

14. La masse qui entre a gauche est dm, = (hp + §)pV L dt, celle qui sort & gauche est dmg = 0V pL dt et celle
qui sort & droite dm/, = hpV pL dt. La variation de la quantité de mouvement s’exprime par

dP,() = Pu(S,t + dt) — Py(3,t).

En régime permanent, la zone commune aux instants ¢ et ¢ + dt ne voit pas sa quantité de mouvement varier

et il reste
dP,

dP, = oms(=V) + omLV — dm.V = —2pLV?5dt i —2pV?6
15. La seconde loi de Newton s’écrit dcllzl‘ = —F,. Comme F, = —F, tana = —mgtan «, on en déduit
t
—2pV?§ = —mgtana puis 6 = mQQTE;I;a

16. 6 = 1,5mm
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Diode a vide cylindrique

1. Dans le référentiel galiléen du laboratoire, on peut négliger le poids de 1’électrron qui n’est soumis qu’a
la force électrique. Elle dérive de I’énergie potentiel E, = —eV et la conservation de 1’énergie mécanique
s’écrit

1mvz(r) —eV(r) = %mfu(())2 —eV(0)

2
o(r) = / 2617;(7')

Comm V(0) =0 et v(0) = 0, on en déduit
2. L’intensité est le flux de ; au travers d’un cylindre. Elle est ici orientée de la périphérie vers ’axe donc

I= /j(r) Up.(—dS u,) = —j(r) x 2wrh jlr) = !

27rh
Comme j = —nev = pv, on en déduit
j I m
P= v 2mrh \/;

3. L’équation de Poisson AV + p/ey = 0 s’écrit ici

1d dVv I m I m
——r— - \=——=0 . O K= \/ o
rdr (r dr ) 2mregh \ 2eV f pose 2megh V 2e

4. En remplacant V par r®, on obtient

a2 Are—2 _ £T—1—a/2 -0

VA

Cette égalité a lieu pour tout r dans l'intervalle étudié si et seulement si

2/3 4/3 2/3
a—2=-1-2 azz et K =a?A%? A:K/ :<3)/K2/3 AZ( - m) .
2 3 al/3 2 S8megh V 2e
5. Comme Uy = V(R), on a
3\ V3 4 Smeoh [2e
_(2 K2/3 R2/3 K= _—p3? I — oft [2€ .:3/2
Uo (2> R 9R ° or Vm "

6. Si Uy <0, les électrons émis par la cathode sont repoussés par 'anode au lieu d’étre attirés; ils restent
pres de la cathode. Comme 'anode n’est pas chauffée, elle n’expulse pas d’électron susceptible de voyager
vers le centre. Aucun courant ne circule.

7. Pour Uy = 10V, I = 0,93 mA.

0.8

0.6 1

1 (mA)

0.4

0.2 1

0.0 1

u (v}
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Ecrantage en double couche

1. U(z) = qV () et n = ngoe 9"/ ksT),

2. On ajoute les contributions des cations et de anions.

psol() = p* +p~ =ntZe+n"(~Ze)

=Ze (n+ — n*)
— Ze (nooefZeV/kBT o nOOeJrZeV/kBT)
ZeV
psol(T) = —2Zen, sinh ( ZB;x)>
Le potentiel électrostatique suit 1’équation de Poisson :
d?V  2Zens ZeV(x)
— — inh =0 (EDV
dx? e ( kT ) (EDY)

3. On pose Vp = ’“g—eT de maniere & avoir sinh (g;‘:,{) = sinh (VLT) = sinh¢. En remplacant V par ¢Vp,
léquation (EDV) s’écrit

VTd21/J _ 2Zeng sinh ¢ _ 0
dax? 5

Cette équation différentielle montre que % est homogene & L2, On pose donc

\2 eVr  ekgT
D 9Zens  272%e2no,

et ’équation devient
Y 1
— — —-sinhy =0
dz? N}
Procédons maintenant au changement de variable X = x/Ap.

@ _dpdx _dp 1o Y 1 d%W
dr _ dX dv _ dXAp D0 dz? ) dX?

L’équation écrit finalement :

>y
W — Slnh¢ =0
On travaille désormais avec les grandeurs adimensionnées 1 et X plutét qu’avec V et x. On fait ainsi
disparaitre les échelles de longueur et de tension propres a un probleme particulier pour traiter simultanément
tous les problemes du méme type.
4. Vp=259mV; A\p =3,1nm; A* = 16.
5. Siy <« 1,ie 81V <« Vp, sinhy ~ 9 et 'équation devient
d2
a9 0
dX?
6. La solution générale s’écrit ¢ = Ae® 4+ Be~X. Comme V ne tend pas vers I'infini quand 2 — oo, on a
A =0 puis
V = VpBe %/Ap
dV o VTB —fE/AD
—— = —¢
dr AD



12

PC* 25 - Devoir de physique n° 15

7. Appliquons le théoréme de Gauss pour trouver E en x = 07. On considére la surface fermée ¥ représentée
ci-dessous, qui est pour partie dans le métal et pour partie en z = 0+, dans la solution. L’aire de sa section

droite par un plan x = Cste est S.

weked (7

\V m%ewu. S =

E :6 '(‘ = {0+)
X

Le flux du champ électrique est nul sur les parties latérales et dans le métal (ou le champ est nul). A travers
¥, il vaut s’exprime donc par
®(E,X) = E(0")S

Par ailleurs, Qint = 05 et le théoréeme de Gauss donne
S
= E0) =2

E(ON)S ==
(07)S o

Cela permet de trouve la constante B : @ = Z donc VB = 222
D €0 €0

Vi) = 220 ) =

g _
Z e~/ Ap
€0

8. Sans électrolytique, le champ serait uniforme (créé par un plan infini comme vu en cours). Ici au contraite,
I’accumulation d’ions pres du colloide atténue le champ par un phénomene d’écrantage, sur une longueur
caractéristique Ap. Si noo — 0, A\p — 0 ce qui correspond bien a I’absence de décroissance du champ. Si
T augmente, A\p augmente et I’écrantage devient moins efficace. Le rapport A*, trés supérieur a 1, permet

d’assimiler le colloide sphérique a un plan infini.

Mlgq

9. La charge est Q = 0 A et le potentiel V, = V(0) = oAp/e, donc 0 = eV /A et Q = €AV /A. On en déduit

€A
CC_E

comme pour un condensateur plan possédant des plaques d’aire A et séparées de la distance Ap.
0—2
L’unité naturelle de charge du probleme est la charge

10. 0 =5,9.1073C.m~2 ou encore ¢ = 3,7.10 %e.A
élémentaire, et 'unité naturelle de longueur 'angstrom.



