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Problème II

Soit (an)n∈N une suite complexe.

Dire que la série
∑
n>0

an converge au sens d’Abel signifie que la série entière
∑
n>0

anx
n possède un rayon de convergence

supérieur ou égal à 1 et que la somme
+∞∑
n=0

anx
n

possède une limite finie quand x tend vers 1 en restant dans ]0, 1[. En cas d’existence, cette limite finie est appelée
somme d’Abel de la série

∑
n>0

an.

Partie 1 Dans cette partie, on étudie quelques exemples.

Question 10. Prouver que la série
∑
n>0

(−1)n converge au sens d’Abel et calculer sa somme d’Abel.

Question 11. Même question pour la série
∑
n>0

(−1)nn.

Question 12. La série
∑
n>0

1 converge-t-elle au sens d’Abel ?

Question 13. Soient (an)n∈N et (bn)n∈N deux suites complexes. On note (cn)n∈N le produit de Cauchy de ces deux
suites.

On suppose que les séries
∑
an et

∑
bn convergent au sens d’Abel. Prouver alors que la série

∑
cn converge

également au sens d’Abel et préciser sa somme d’Abel.

Partie 2 Dans cette partie, on prouve le théorème d’Abel, qui affirme que la convergence d’une série implique sa
convergence au sens d’Abel.

On considère donc une suite complexe (an)n∈N et on suppose que la série
∑
n>0

an converge (au sens usuel). Pour

tout entier N, on pose alors

RN =

+∞∑
n=N+1

an.

Question 14. Justifier que le rayon de convergence de la série entière
∑
n>0

anx
n vaut au moins 1.

On peut donc définir sur l’intervalle ]− 1, 1[ la fonction f : x 7→
+∞∑
n=0

anx
n et on peut définir f en 1 aussi.

Question 15. Pour tout x dans ]− 1, 1[, prouver la relation

f(x) = f(1)− (1− x)

+∞∑
n=0

Rnx
n.

Question 16. On fixe ε > 0. Justifier l’existence d’un entier n0 tel que

∀n > n0, |Rn| 6
ε

2
.

Question 17. On garde les notations ε et n0 de la question précédente. Pour tout x dans [0, 1[, prouver l’inégalité

|f(x)− f(1)| 6 (1− x)

n0∑
n=0

|Rn|xn +
ε

2
.
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Question 18. Conclure.

Partie 3 Dans cette partie, on prouve le théorème de Tauber, qui est une réciproque partielle du théorème d’Abel.

On considère une suite complexe (an)n∈N et on suppose que la série
∑
an converge au sens d’Abel. Sa somme

d’Abel est notée A. Pour tout x dans ]− 1, 1[, on pose

f(x) =

+∞∑
n=0

anx
n.

Enfin, on suppose que la suite (nan)n>0 converge vers 0. Pour tout N dans N, on pose alors

µN = sup {|nan| ; n > N + 1} .

Question 19. Prouver que la suite (µN)N>0 converge vers 0.

Question 20. Soit x dans [0, 1[. Pour tout k dans N, prouver la majoration 1− xk 6 k(1− x).

Question 21. Soient x dans [0, 1[ et N dans N. Prouver la majoration∣∣∣∣∣
+∞∑

k=N+1

akx
k

∣∣∣∣∣ 6 µN

N
× 1

1− x
.

Question 22. Soient x dans [0, 1[ et N dans N∗. Prouver la majoration∣∣∣∣∣
N∑

k=0

ak − f(x)

∣∣∣∣∣ 6 (1− x)

N∑
k=1

|kak|+
µN

N
× 1

1− x
.

Question 23. Prouver le théorème de Cesàro : si (zn)n∈N est une suite complexe convergente, de limite `, alors la
suite de terme général

mn =
1

n

n∑
k=1

zk

converge également vers `.

Question 24. Prouver que la suite de terme général
N∑

k=0

ak − f
(

1− 1

N

)
converge vers 0.

Question 25. Montrer que la série
∑
k>0

ak est convergente et préciser sa somme.


